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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

     Στην εργασία αυτή που αναφέρεται γενικά στην έννοια της εξίσωσης: 

• ∆ίνουµε τον ορισµό της εξίσωσης και επισηµαίνουµε τη διαφορά µεταξύ 

ισότητας και εξίσωσης.  

• Αναφέρουµε πότε δύο εξισώσεις είναι ισοδύναµες και αποδεικνύουµε τα 

σχετικά θεωρήµατα.  

• Εκθέτουµε τα διάφορα είδη εξισώσεων και ασχολούµαστε µε τους 

τρόπους επίλυσης αυτών. 

•  ∆ιατυπώνουµε µια απλή αλλά πολύ χρήσιµη πρόταση για την επίλυση 

των εξισώσεων.  

• Τέλος, επισηµαίνουµε τα λάθη που πιθανόν να γίνουν κατά την 

διαδικασία  επίλυσης µιας εξίσωσης. 
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0. Εισαγωγή. 
      Η εργασία αυτή απευθύνεται στους συναδέλφους µαθηµατικούς και έχει 

σκοπό τη σωστή διδασκαλία των εξισώσεων. Θέλω να τονίσω µερικά σηµεία τα 

οποία αν δεν προσεχτούν υπάρχει κίνδυνος να περάσουν στους µαθητές 

λανθασµένα µηνύµατα. Υποθέτω ότι ο διδάσκων κατέχει την Μαθηµατική 

Λογική, η οποία, ως γνωστόν, είναι η βάση όλων ανεξαιρέτως των 

µαθηµατικών. Μερικά από αυτά που θα πω παρακάτω, για να διδαχθούν στους 

µαθητές θα πρέπει να απλοποιηθούν και να προσαρµοσθούν κατάλληλα στις 

γνώσεις τους. Για παράδειγµα, οι µαθητές δεν έχουν διδαχθεί και εποµένως δεν 

γνωρίζουν τι είναι προτασιακός τύπος. Έτσι, αν πρόκειται να χρησιµοποιήσουµε 

την έννοια αυτή, αντί να πούµε: «Ο προτασιακός τύπος p(x) µε σύνολο ορισµού 

A», µπορούµε να πούµε, χωρίς  να κάνουµε λάθος: « Η έκφραση p(x), η οποία 

γίνεται µια πρόταση αληθής ή ψευδής, για κάθε x από το σύνολο A». Χρειάζεται 

όµως µεγάλη προσοχή γιατί  πολλές φορές στην προσπάθειά µας να δώσουµε να 

καταλάβουν οι µαθητές τις διάφορες έννοιες στα  Μαθηµατικά, τις απλοποιούµε 

περισσότερο από όσο πρέπει µε αποτέλεσµα να  τις λέµε λάθος και να περνάµε 

λανθασµένα µηνύµατα. Έχω ακούσει συναδέλφους να λένε: « Το λέω έτσι  

(δηλαδή λάθος) για να το απλοποιήσω και να το καταλάβουν οι µαθητές!!!». 

Αυτό είναι παράλογο.  Είναι δυνατόν από το λάθος να καταλάβουν το σωστό; Οι 

έννοιες στα  Μαθηµατικά απλοποιούνται µέχρι ενός ορισµένου σηµείου 

(infimum), κάτω από το οποίο αρχίζουν τα λάθη και οι παρανοήσεις .  

     Για να απλοποιήσει όµως κάποιος µια έννοια στα  Μαθηµατικά, θα πρέπει να 

την κατέχει πάρα πολύ καλά ώστε να γνωρίζει το «infimum» της έννοιας αυτής 

για να µην κατέβει κάτω από αυτό. Για παράδειγµα, θα έχουµε κατέβει κάτω 

από το όριο αυτό αν, στην προσπάθειά µας να απλοποιήσουµε τον ορισµό της 

εξίσωσης, πούµε στους µαθητές ότι:  «Εξίσωση είναι µια ισότητα η οποία 

περιέχει έναν άγνωστο x και η οποία επαληθεύεται για ορισµένες τιµές του 

x». Ένας τέτοιος ορισµός όχι µόνο δεν έχει νόηµα, γιατί αφού είναι  ισότητα θα 

πρέπει να  ισχύει σε κάθε περίπτωση, αλλά µένει και η εντύπωση στους µαθητές 

ότι όταν έχουν µια εξίσωση, έχουν µια ισότητα, που είναι λάθος, όπως θα δούµε 

παρακάτω. 

     Ένας συνάδελφος µου έλεγε ότι ο µαθηµατικός της κόρης του, στην Α΄ τάξη 

του Γυµνασίου, τους υπαγόρευσε τα εξής: « Ευθύγραµµο τµήµα είναι µια 

ευθεία που έχει αρχή και τέλος» και στην επόµενη γραµµή: « Ευθεία είναι µια 

γραµµή που προκύπτει αν προεκτείνουµε ένα ευθύγραµµο τµήµα και από τα 

δύο άκρα του». Εγώ πιστεύω ότι ο συνάδελφος αυτός γνώριζε ότι αυτά που 

τους έλεγε δεν είναι σωστά, αλλά στην προσπάθεια του να απλοποιήσει τις 

έννοιες αυτές, όχι µόνο τους τα είπε λάθος, όχι µόνο τους πέρασε το µήνυµα ότι 

µια ευθεία έχει αρχή και τέλος, αλλά έκανε και «φαύλο κύκλο», αφού τους όρισε 

το ευθύγραµµο τµήµα µε την ευθεία και την ευθεία µε το ευθύγραµµο τµήµα. 

Ίσως  ο συνάδελφος  αυτός να νόµιζε ότι αν τους έλεγε ότι στην Γεωµετρία η 
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έννοια της ευθείας είναι αρχική, δηλαδή ότι δεν ορίζεται, θα µείωνε τα 

Μαθηµατικά. Θα έπρεπε όµως να γνωρίζει και θα ήταν µια ωραία ευκαιρία να το 

έλεγε και στους µαθητές, ότι η παρουσία των αρχικών όρων (εννοιών)  σε µια 

Μαθηµατική (Αξιωµατική) Θεωρία, όχι µόνο δεν µειώνει την αξία της, αλλά 

αντιθέτως την καθιστά ευρύτερη, γιατί µπορεί να εφαρµοσθεί σε διάφορες 

περιπτώσεις, ακριβώς γιατί οι λαµβανόµενοι ως αρχικοί όροι µας παρέχουν την 

ευχέρεια να τους ερµηνεύσουµε, κατά περίπτωση, µε διαφορετικούς τρόπους. 

Θα έπρεπε βέβαια προηγουµένως να τους έχει πει τι είναι µια Μαθηµατική 

Θεωρία, ότι η Ευκλείδεια Γεωµετρία είναι η πρώτη Μαθηµατική   Θεωρία   

(3
ος
αιώνας  π. Χ.)   και   ότι   τα   σύγχρονα   Μαθηµατικά   έχουν 

«ταχτοποιηθεί» έχοντας ως πρότυπο την δοµή της Ευκλείδειας Γεωµετρίας. 

Αυτά είναι πολύ εύκολο να κατανοηθούν ακόµα και από τους µαθητές της Α΄ 

τάξης του Γυµνασίου, αρκεί να ειπωθούν απλά, αλλά σωστά. 

 

 1. Η  γενική έννοια της εξίσωσης. 
 Ορισµός. Θεωρούµε δύο µη κενά σύνολα Ω και Τ και δύο συναρτήσεις 

:f Α→ Τ   και :g Β→Τ  µιας µεταβλητής , όπου Α και Β είναι δύο µη κενά  

υποσύνολα του Ω. Ο προτασιακός τύπος:  

                                            f(x)=g(x)                                                 (ε) 

ονοµάζεται εξίσωση µε έναν άγνωστο x και µε σύνολο αναφοράς το Ω. 

• Οι εκφράσεις f(x) και g(x) ονοµάζονται «τα µέλη» της εξίσωσης (ε) [f(x) 

πρώτο µέλος,  g(x) δεύτερο µέλος]. 

• Το σύνολο ( )DεΑ∩Β =  ονοµάζεται σύνολο ορισµού της εξίσωσης (ε). 

• Έστω ότι: Dε = Α∩Β ≠ ∅ . Τότε: 

 Για κάθε x Dε∈  η έκφραση (ε) γίνεται µια πρόταση ( αληθής ή ψευδής).  

 Ένα στοιχείο ξ του συνόλουDε  λέµε ότι είναι µια λύση ή µια ρίζα της 

εξίσωσης (ε)  αν, και µόνο αν, η έκφραση (ε) µε x ξ=  γίνεται µια πρόταση 

αληθής. ∆ηλαδή αν, και µόνο αν, ισχύει: f(ξ)=g(ξ).  

 Το σύνολο λύσεων της εξίσωσης (ε) είναι:    

              { }| ( ) ( ) ( )S x f x g x Dε ε= ∈Α∩Β = ⊆ = Α∩Β . 

• Μια εξίσωση  (ε) λέµε ότι είναι αδύνατη αν, και µόνο αν Dε = ∅  ή ( Dε ≠ ∅  και 

Sε =∅ ).  

∆ηλαδή αν, και µόνο αν, Dε = ∅  ή Dε ≠ ∅   αλλά δεν υπάρχει στοιχείο  Dεξ ∈  

τέτοιο ώστε να ισχύει: f(ξ)=g(ξ) [ ], ( ) ( )D f gεξ ξ ξ⇔∀ ∈ ≠ . 

• Η εύρεση των στοιχείων του συνόλου
e

S , δηλαδή η εύρεση όλων των λύσεων 

της εξίσωσης (ε), ονοµάζεται επίλυση της εξίσωσης αυτής. 

• Μια εξίσωση (ε) λέµε ότι είναι ταυτότητα ως προς x ή ότι είναι ταυτοτική ως 

προς x, αν, και µόνο αν, Dε ≠ ∅  και D Sε ε= . ∆ηλαδή, αν, και µόνο αν, Dε ≠ ∅  και 
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κάθε στοιχείο του συνόλου αυτού είναι λύση της  εξίσωσης. Στην περίπτωση 

αυτή, οι συναρτήσεις f και g ταυτίζονται ( είναι ίσες) στο σύνολο ( )Dε = Α∩Β  . 

• Μία εξίσωση λέµε ότι είναι αόριστη ή απροσδιόριστη αν, και µόνο αν, έχει 

άπειρες λύσεις. 

Σηµείωση 1. Ανάλογα ορίζεται και η έννοια της εξίσωσης µε 2, 3 κτλ. 

αγνώστους. 

  

2. Εξισώσεις ισοδύναµες. 
Ορισµός. ∆ύο εξισώσεις (ε) και (ε΄) µε το ίδιο σύνολο αναφοράς, λέµε ότι 

είναι ισοδύναµες στην τοµή ( )D Dε ε ′∩ ≠ ∅  των συνόλων ορισµού των και 

γράφουµε: ( ) ( )ε ε ′⇔  αν, και µόνο αν: S Sε ε ′= . ∆ηλαδή, αν, και µόνο αν, κάθε 

λύση της µιας εξίσωσης  είναι και λύση της άλλης. 

 Θεωρούµε τρεις εξισώσεις ( ), ( )ε ε ′  και ( )ε ′′  µε το ίδιο σύνολο αναφοράς. Στην 

τοµή ( )D D Dε ε ε′ ′′∩ ∩ ≠ ∅  των συνόλων ορισµού των, όπως βρίσκουµε εύκολα, 

ισχύουν τα εξής: 

1) ( ) ( )ε ε⇔ . 

2) Αν ( ) ( )ε ε ′⇔ , τότε ( ) ( )ε ε′ ⇔ . 

3) Αν ( ) ( )ε ε ′⇔  και ( ) ( )ε ε′ ′′⇔ , τότε ( ) ( )ε ε ′′⇔ . 

(Είναι φανερό ότι η πρώτη σχέση ισχύει και στο σύνολοDε  και ότι η δεύτερη 

ισχύει και στο σύνολοD Dε ε ′∩ ). 

Σηµείωση 2. Στο σύνολο των εξισώσεων µε το ίδιο σύνολο αναφοράς και µε 

κοινό σύνολο ορισµού  ένα υποσύνολο αυτού Σ, η σχέση: 

                       « Η εξίσωση ( )ε  είναι ισοδύναµη µε την εξίσωση ( )ε ′ » 

 είναι µια «σχέση ισοδυναµίας» στο σύνολο Σ ( αυτοπαθής, συµµετρική, 

µεταβατική). 

 

3. Εξισώσεις εντός του συνόλου � .  
Στη συνέχεια θα ασχοληθούµε µε  εξισώσεις εντός του σώµατος�  των 

πραγµατικών αριθµών (πολλά από αυτά που θα  πούµε επεκτείνονται εύκολα και 

σε ένα οποιοδήποτε άλλο σώµα, όπως για παράδειγµα στο σώµα�  των 

µιγαδικών αριθµών κτλ.). ∆ηλαδή, θα ασχοληθούµε µε  εξισώσεις, στις οποίες 

τα µέλη είναι πραγµατικές συναρτήσεις πραγµατικής µεταβλητής και το σύνολο 

αναφοράς είναι ένα υποσύνολο του� (αν δεν αναφέρουµε το σύνολο αναφοράς 

θα εννοούµε ότι αυτό είναι το� ). Για την επίλυση των εξισώσεων αυτών 

χρησιµοποιούµε τα παρακάτω θεωρήµατα.  

Θεώρηµα 1. Έστω µια εξίσωση f(x)=g(x) µε σύνολο ορισµού  D. Για  

                       κάθε συνάρτηση h που είναι ορισµένη στο σύνολο D,   

                       ισχύει (στο D) η ισοδυναµία : 

                                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x h x g x h x= ⇔ + = + . 
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Απόδειξη.   

 

            

         

  f(x)=g(x) f( )=g( ) f( )+h( )=g( )+h( )

         

  f(x)+h(x)=g(x)+h(x)

D Dρ ριζα της ρ και ρ και
ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ριζα της

∈ ∈     
⇔ ⇔     

     

 
⇔  

 

�

�
 

Πόρισµα 1. Έστω µια εξίσωση f(x)=g(x) µε σύνολο ορισµού  D. Για  

                     κάθε κ ∈�  ισχύει   (στο D) η ισοδυναµία : 

                                  ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g xκ κ= ⇔ + = + .    

Πόρισµα 2. Αν σε µια εξίσωση µεταφέρουµε έναν «όρο» της από το ένα  

                    µέλος στο άλλο, θέτοντας προ αυτού το πρόσηµο « −» , τότε   

                    η εξίσωση που προκύπτει είναι ισοδύναµη µε την αρχική .       

     Για παράδειγµα, έστω µια εξίσωση f(x)+g(x)=φ(x)-h(x) µε σύνολο ορισµού 

το D. Ισχύουν (στο D) οι ισοδυναµίες:   

       
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

f x g x x h x f x g x h x x

f x h x x g x

ϕ ϕ
ϕ

+ = − ⇔ + + =

⇔ + = −
. 

Πόρισµα 3.Κάθε εξίσωση µε ένα άγνωστο x είναι ισοδύναµη, στο  

                   σύνολο ορισµού της, µε µια εξίσωση της µορφής: f(x)=0,   

                   όπου f είναι µια πραγµατική συνάρτηση. 

Θεώρηµα 2. Έστω µια εξίσωση f(x)=g(x) µε σύνολο ορισµού  D. Για  

                      κάθε συνάρτηση h που είναι ορισµένη στο σύνολο D και  

                      για την οποία ισχύει ( ) 0h x ≠ , για κάθε x D∈  , ισχύει (στο  

                      D) η ισοδυναµία : 

                                  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x h x g x h x= ⇔ ⋅ = ⋅ . 

Απόδειξη. Εύκολη. 

Πόρισµα 4. Έστω µια εξίσωση f(x)=g(x) µε σύνολο ορισµού  D. Για  

                 κάθε πραγµατικό αριθµό 0λ ≠ , ισχύει (στο D) η ισοδυναµία : 

                             ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g xλ λ= ⇔ ⋅ = ⋅ . 

 Με τη βοήθεια του πορίσµατος αυτού µπορούµε να εξαλείψουµε τους 

αριθµητικούς παρονοµαστές µιας εξίσωσης (αν έχει). 

Θεώρηµα 3. Έστω µια εξίσωση f(x)=g(x) µε σύνολο ορισµού  D. Στο D  

                      ισχύουν οι  ισοδυναµίες: 

                     α)    2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g xν ν+ += ⇔ =  , για κάθε ν ∈� . 

                      β)     
2 2( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) 0

f x g x
f x g x

f x g x

ν ν =
= ⇔ 

⋅ ≥
, για κάθε ν ∗∈�  

Απόδειξη. Εύκολη.  

Σηµείωση 3. α) Στο σύνολο ορισµού της εξίσωσης: ( ) ( )f x g x= , ισχύει:   

                                        2 2( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x= ⇔ = . 

β) Στο σύνολο ορισµού της εξίσωσης: ( ) ( )f x g x= , ισχύει: 
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2 2

( ) 0
( ) ( )

( ) ( )

g x
f x g x

f x g x

≥
= ⇔ 

=
 

 

4. Παραγοντοποιηµένες εξισώσεις. 
     Κάθε εξίσωση, της οποίας το ένα µέλος είναι το 0 και το άλλο είναι γινόµενο 

δύο ή περισσοτέρων συναρτήσεων (από τις οποίες καµία δεν είναι  σταθερή 

συνάρτηση), ονοµάζεται παραγοντοποιηµένη εξίσωση. 

     Έστω, για παράδειγµα, η εξίσωση: 

                                     ( ) ( ) ( ) 0f x g x h x = .                                  

Ονοµάζουµε D το σύνολο ορισµού της. Είναι φανερό ότι το σύνολο λύσεων της 

εξίσωσης αυτής είναι η ένωση των συνόλων λύσεων των εξισώσεων: 

( ) 0, ( ) 0f x g x= =  και  ( ) 0h x = , µε σύνολο ορισµού εκάστης το D. 

 

5. Ακέραιες εξισώσεις. 
Ορισµός. Μια εξίσωση λέγεται ακέραια ή πολυωνυµική αν, και µόνο αν,   

τα  µέλη της είναι πολυωνυµικές συναρτήσεις. 
     Για παράδειγµα, καθεµία από τις παρακάτω εξισώσεις είναι ακέραια: 

                     22 2 3 2x x x− = − + ,   35 7 2 0x x− + = ,  2 3 2 1x x− = +   

     Προφανώς, το σύνολο ορισµού µιας ακεραίας εξίσωσης ταυτίζεται µε το 

σύνολο αναφοράς της 

 Αν σε µία ακέραια εξίσωση: g(x)=h(x), όπου g και h είναι πολυωνυµικές 

συναρτήσεις, µεταφέρουµε όλους τους όρους της στο πρώτο µέλος και κάνουµε  

όλες τις δυνατές απλοποίησης, τότε βρίσκουµε µια ισοδύναµη εξίσωση της 

µορφής: f(x)=0, όπου f είναι µια πολυωνυµική συνάρτηση της οποίας ο τύπος 

έχει τη µορφή ενός (ανηγµένου) πολυωνύµου (µε απροσδιόριστο το x). ∆ηλαδή, 

τότε, βρίσκουµε µια ισοδύναµη εξίσωση της µορφής: 

                         1

1 1 0... 0x x x
ν ν

ν να α α α−
−+ + + + =  ,                     (1) 

όπου ν ∗∈�  και 1 1 0, ,..., ,ν να α α α−  πραγµατικοί αριθµοί. H εξίσωση αυτή (1) λέµε 

ότι είναι η ανηγµένη µορφή της αρχικής εξίσωσης g(x) = h(x).  

Βαθµό της ακεραίας εξίσωσης (1) µε 0να ≠ , ονοµάζουµε τον βαθµό ν της 

πολυωνυµικής συνάρτησης του πρώτου µέλους.  

Βαθµό της ακεραίας εξίσωσης: g(x)=h(x), ονοµάζουµε το βαθµό της 

ισοδύναµης ανηγµένης εξίσωσης: g(x) h(x) 0− = . 

    Για παράδειγµα, έστω ότι θέλουµε να βρούµε το βαθµό της εξίσωσης: 
5 2 52 3 7 2 4 1x x x x− − = − + Επειδή:    

                5 2 5 22 3 7 2 4 1 3 4 1 0x x x x x x− − = − + ⇔ − + = ,  

η δοσµένη εξίσωση είναι δευτέρου βαθµού. 

 Λέµε ότι η εξίσωση (1) είναι η γενική µορφή των ακέραιων (πολυωνυµικών) 

εξισώσεων µε ένα άγνωστο x, βαθµού ν. Έτσι, η γενική µορφή των ακέραιων 

εξισώσεων µε ένα άγνωστο x: 
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• Πρώτου βαθµού είναι: 0xα β+ = , όπου ,α β ∈�  µε 0α ≠ . 

• ∆εύτερου βαθµού είναι: 2 0x xα β γ+ + =  , όπου , ,α β γ ∈�  µε 0α ≠ . 

•Τρίτου βαθµού είναι: 3 2 0x x xα β γ δ+ + + = ,όπου , , ,α β γ δ ∈�  µε  

               0α ≠ . 

                                                             κ.ο.κ. 

Σηµείωση 4. Η επίλυση των εξισώσεων 1
ου

  βαθµού είναι απλή. Υπάρχουν 

σχετικά απλοί τύποι µε ριζικά για την επίλυση των ακεραίων εξισώσεων  2
ου

 

βαθµού ( µε σύνολο αναφοράς το σύνολο �  των µιγαδικών αριθµών), τους 

οποίους διδάσκουµε στη µέση εκπαίδευση και τους οποίους θεωρούµε 

γνωστούς. Υπάρχουν λίγο πιο πολύπλοκοι τύποι (µε ριζικά ) για την επίλυση 

των ακεραίων εξισώσεων 3
ου

 και 4
ου

 βαθµού, οι οποίοι διδάσκονται στα 

Ανώτερα Μαθηµατικά. Αλλά, όπως απέδειξε ένας νεαρός, τότε, Νορβηγός 

µαθηµατικός, ο N.H.Abel (1802-1829), δεν υπάρχουν ανάλογοι τύποι για την 

επίλυση ακεραίων εξισώσεων βαθµού  5ν ≥ , αν και αποδεικνύεται θεωρητικά η 

ύπαρξη των ριζών τους.  

 

6. Ακέραιες εξισώσεις µε ακέραιους συντελεστές. 
Θεώρηµα. Αν η εξίσωση: 1

1 1 0... 0x x x
ν ν

ν να α α α−
−+ + + + = , όπου ν ∗∈�   

                   και 1 1 0, ,..., ,ν να α α α−  ακέραιοι αριθµοί µε 0να ≠  και 0 0α ≠ ,  

                    έχει ρίζα το ανάγωγο  κλάσµα 
κ
λ

 ( 0)κλ ≠ , τότε ο κ είναι  

                    διαιρέτης του 0α  και ο λ είναι διαιρέτης  του να .  

Πόρισµα. Αν η εξίσωση: 1

1 1 0... 0x x x
ν ν

ν να α α α−
−+ + + + = , όπου ν ∗∈�       

                 και 1 1 0, ,..., ,ν να α α α−  ακέραιοι αριθµοί µε 0να ≠  και 0 0α ≠ ,   

                  έχει ρίζα τον ακέραιο αριθµό 0κ ≠ , τότε ο κ είναι διαιρέτης  

                  του σταθερού όρου 0α . 

Σηµείωση 5. Αναφέρουµε και τα εξής δύο θεωρήµατα: 

i) Ακέραιες εξισώσεις µε ρητούς συντελεστές. 

 Θεώρηµα. Αν η εξίσωση : 1

1 1 0... 0x x x
ν ν

ν να α α α−
−+ + + + =  έχει ρητούς  

                    συντελεστές και έχει ρίζα έναν από τους δύο αριθµούς  

                    α β+  και α β− , όπου α και β  ρητοί αριθµοί µε 0β >   

                    και β  άρρητο ( ασύµµετρο), τότε θα έχει ρίζα και τον  

                     άλλο αριθµό .   

ii) Μιγαδικές ρίζες. 

 Θεώρηµα. «Αν η εξίσωση : 1

1 1 0... 0x x x
ν ν

ν να α α α−
−+ + + + =  έχει  

                     πραγµατικούς συντελεστές και έχει ρίζα το µιγαδικό  

                     αριθµό iα β+ , όπου α και β πραγµατικοί αριθµοί µε 0β ≠ ,  

                     τότε θα έχει ρίζα και τον συζυγή αυτού iα β− ». 
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7. Βαθµός πολλαπλότητας ρίζας.  
Ορισµός. Θεωρούµε µία ακέραια εξίσωση: f(x)=0, όπου f είναι µια 

πολυωνυµική συνάρτηση βαθµού 1ν ≥  και ένα αριθµόκ ∗∈� . Ένας αριθµός ξ 

λέµε ότι είναι µια ρίζα της εξίσωσης αυτής µε βαθµό πολλαπλότητας κ αν, 

και µόνο αν, υπάρχει πολυωνυµική συνάρτηση g µε: ( ) ( ) ( )f x x g xκξ= −  

και ( ) 0g ξ ≠ . 

     Έστω ότι ξ είναι ρίζα µιας ακεραίας εξίσωσης f(x)=0 µε βαθµό 

πολλαπλότητας κ. Αν κ=1, τότε το ξ λέγεται και απλή ρίζα της εξίσωσης αυτής. 

Αν κ=2 λέγεται διπλή κ.ο.κ.. 

 

8. Ρητές εξισώσεις. 
Ορισµός. Μια εξίσωση λέγεται ρητή αν, και µόνο αν, τα  µέλη της είναι 

ρητές συναρτήσεις. 
     Για παράδειγµα, καθεµία από τις παρακάτω εξισώσεις είναι ρητή: 

                           
2

2 1 3 2 3

1 1 1

x x

x x x

− +
− =

+ − −
,  21

2 1x x
x

− = − . 

 Αν σε µία ρητή  εξίσωση µε έναν άγνωστο x και µε  σύνολο ορισµού D 

µεταφέρουµε όλους τους όρους της στο πρώτο µέλος και εκτελέσουµε  όλες τις 

σηµειωµένες πράξεις ( αν υπάρχουν), τότε βρίσκουµε µια ισοδύναµη  εξίσωση 

στο D της µορφής: 
( )

0
( )

f x

g x
= , όπου f και g είναι δύο πολυωνυµικές συναρτήσεις, 

µε ( ) 0g x ≠ , για κάθε .x D∈  Εποµένως, έχουµε στο D:           

                                           
( )

0 ( ) 0
( )

f x
f x

g x
= ⇔ = . 

Συνεπώς , οι λύσεις της δοσµένης εξίσωσης είναι οι λύσεις της εξίσωσης 

( ) 0f x = , οι οποίες ανήκουν στο σύνολο D. 

Παράδειγµα. Να λυθεί η εξίσωση: 

                                      
2

2 2

1

x

x x x x
= +

− −
.                        (1) 

Λύση. Το σύνολο ορισµού της συνάρτησης του πρώτου µέλους τις εξίσωσης (1) 

είναι { }1−�  και εκείνης του δεύτερου µέλους είναι { }0,1−� . Η τοµή  των δύο 

αυτών συνόλων είναι το σύνολο ορισµού D της εξίσωσης (1). Βρίσκοµαι 

ότι: { }0,1D = −� . Έχουµε, για κάθε x D∈  

 ( οπότε 0x ≠  και 1x ≠ ): 

      

2
2 2 2

(1) 0 0 ( 2) 0
1 ( 1) ( 1)

   ( 0  x=2) 2

x x x
x x

x x x x x x

x xη

−
⇔ − − = ⇔ = ⇔ − =

− − −

⇔ = ⇔ =�

. 

Άρα η δοσµένη εξίσωση έχει τη µοναδική ρίζα x=2. 
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9. Εξισώσεις µε ριζικά. 
Ονοµάζουµε εξισώσεις µε ριζικά (ή άρρητες εξισώσεις), τις εξισώσεις στις 

οποίες ο άγνωστος x εµφανίζεται κάτω από σύµβολο ριζικού. 

1) Εξισώσεις της µορφής: ( ) ( )f x g x= .  

Το σύνολο ορισµού της εξίσωσης αυτής είναι:  

( ){ }| , f(x) 0  g(x) 0D x x και= ∈ ∈ Α∩Β ≥ ≥� , όπου  Α είναι το σύνολο ορισµού της 

συνάρτησης f και Β είναι εκείνο της g. Προφανώς στο D ισχύει η ισοδυναµία: 

                                    ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x= ⇔ = . 

2) Εξισώσεις της µορφής: ( ) ( )f x g x= .  

Το σύνολο ορισµού της εξίσωσης αυτής είναι:     

( ){ }| , f(x) 0D x x= ∈ ∈ Α∩Β ≥� , όπου  Α είναι το σύνολο ορισµού της 

συνάρτησης f και Β είναι εκείνο της g. Προφανώς στο D ισχύει η ισοδυναµία: 

 

                              
2

( ) 0
( ) ( )

( ) ( ).

g x
f x g x

f x g x

≥
= ⇔ 

=
      

3)   Εξισώσεις της µορφής: ( ) ( ) ( )f x g x h x+ = .   

Το σύνολο ορισµού της εξίσωσης αυτής είναι:  

( ){ }| , f(x) 0  g(x) 0D x x και= ∈ ∈ Α∩Β∩Γ ≥ ≥� , όπου  Α είναι το σύνολο ορισµού 

της συνάρτησης f, Β της g και Γ της h. Έχουµε στο D:        

2

2

( ) 0
( ) ( ) ( )

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )

( ) 0
                                     

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

h x
f x g x h x

f x g x f x g x h x

h x

f x g x h x f x g x

≥+ = ⇔ 
+ + =
≥

⇔ 
= − −

      

    Έτσι, φτάνουµε σε εξίσωση της δεύτερης µορφής. 

4)   Εξισώσεις της µορφής: ( ) ( ) ( )f x g x h x+ = .  

 Το σύνολο ορισµού της εξίσωσης αυτής είναι:  

( ){ }| , f(x) 0 ,  g(x) 0  h(x) 0D x x και= ∈ ∈ Α∩Β∩Γ ≥ ≥ ≥� , όπου  Α είναι το σύνολο 

ορισµού της συνάρτησης f, Β της g και Γ της h. Έχουµε στο D:                        

       
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )

                                        2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

f x g x h x f x g x f x g x h x

f x g x h x f x g x

+ = ⇔ + + =

⇔ = − −
      

Έτσι, φτάνουµε σε εξίσωση της δεύτερης µορφής. 

5)   Εξισώσεις της µορφής: ( ) ( ) ( )f x g x h x− = .   

Το σύνολο ορισµού της εξίσωσης αυτής είναι:  

( ){ }| , f(x) 0  g(x) 0D x x και= ∈ ∈ Α∩Β∩Γ ≥ ≥� , όπου  Α είναι το σύνολο ορισµού 

της συνάρτησης f, Β της g και Γ της h. Έχουµε στο D (§3, θεώρηµα  3 ): 
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:                     

( )

( )( )

2

2

( ) ( ) ( ) 0
          ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
                                  

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )

                                 

h x f x g x
f x g x h x

f x g x f x g x h x

h x f x g x f x g x

f x g x f x g x h x

 ⋅ − ≥− = ⇔ 
 + − =

 ⋅ − + ≥
⇔ 

 + − =

      

                                   
( )

2

( ) ( ) ( ) 0

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

h x f x g x

f x g x f x g x h x

− ≥
⇔ 

= + −
 

 Έτσι, φτάνουµε σε εξίσωση της δεύτερης µορφής. 

 

10. Επίλυση εξισώσεων. 
    Η επίλυση µιας εξίσωσης ξεκινάει µε την εύρεση του συνόλου ορισµού της. 

∆ηλαδή, πριν κάνουµε οτιδήποτε στην εξίσωση που θέλουµε να επιλύσουµε, 

θα πρέπει να βρίσκουµε το σύνολο ορισµού της. Ο λόγος είναι, όχι µόνο για 

να ξέρουµε για ποιες τιµές του x έχουν νόηµα τα µέλη της, αλλά και για να 

ξέρουµε για ποιες τιµές του x ισχύουν αυτά που θα πούµε στη συνέχεια. Το 

σύνολο ορισµού µιας εξίσωσης δεν είναι απαραίτητο να το γράφουµε υπό 

µορφή διαστήµατος ή ενώσεων διαστηµάτων του � . Άλλωστε αυτό στις 

περισσότερες περιπτώσεις δεν µπορούµε να το κάνουµε, αφού προς τούτο 

χρειάζεται να επιλύσουµε εξισώσεις και ανισώσεις ανώτερου βαθµού, που τα 

ίδια τα Μαθηµατικά δεν µπορούν να επιλύσουν!!! Βεβαίως, αν µας είναι 

χρήσιµο και µπορούµε, γράφουµε το σύνολο ορισµού της εξίσωσης υπό τη 

µορφή αυτή, δηλαδή υπό µορφή διαστήµατος ή ενώσεων διαστηµάτων του� . 

Στη συνέχεια, για να επιλύσουµε την εξίσωση εργαζόµαστε συνήθως µε έναν 

από τους παρακάτω δύο τρόπους. 

Πρώτος τρόπος. Με ισοδυναµίες. Συνήθως, για να επιλύσουµε µια εξίσωση, 

αφού βρούµε το σύνολο ορισµού της, χρησιµοποιούµε τα θεωρήµατα 

ισοδυναµιών που είδαµε παραπάνω (στα παρακάτω παραδείγµατα εννοούµε ότι 

σύνολο αναφοράς είναι το� ). 

Παράδειγµα 1. Να λυθεί η εξίσωση: 

                                             5 4x x x− − = −  .                                 (1) 

Λύση. Το σύνολο ορισµού της εξίσωσης αυτής είναι: 

{ }| 0 και 5 0D x x x x= ∈ ≥ − − ≥� . Για κάθε x D∈ , έχουµε:                      

        
( )2

4 0 4 0
(1)

5 4 5 16 8

4 16
   9

93

x x

x x x x x x x

x x
x

xx

 − ≥  − ≥ 
⇔ ⇔ 

− − = − − − = − + 

 ≤ ≤
⇔ ⇔ ⇔ = 

== 

. 

Ο αριθµός 9, όπως βρίσκουµε εύκολα, ανήκει στο σύνολο D. Συνεπώς, η 

δοσµένη εξίσωση έχει τη µοναδική ρίζα x=9. 
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Σχόλιο. Λύσαµε την παραπάνω εξίσωση χωρίς να γράψουµε το σύνολο ορισµού 

αυτής D υπό µορφή διαστήµατος η ενώσεων διαστηµάτων του� . Αν θέλαµε 

όµως θα µπορούσαµε να το βάλουµε υπό τη µορφή αυτή , εργαζόµενοι ως εξής: 

                 
2

2

0
0 0 5

5 0
11 25 05 0 5

10 25

11 21
                                  ... ( 7.79...).

2

x
x x x

x
x xx x x x

x x x

x

 ≥
≥ ≥ ≥    

⇔ ⇔ − ≥ ⇔   
− + ≥− − ≥ ≤ −     ≤ − +

+
⇔ ⇔ ≥ =

. 

Άρα: 
11 21

,
2

D
 +

= +∞ 
 

. 

Παράδειγµα 2. Να λυθεί η εξίσωση: 

                                            
7 2

7 2

6 3 2 1
1

6 2 5 1

x x x

x x x

− − −
=

− − +
.                                   (1) 

Λύση. Το σύνολο ορισµού της εξίσωσης αυτής είναι: 

{ }7 2| 6 2 5 1 0D x x x x= ∈ − − + ≠� . Για κάθε x D∈ , έχουµε:              

      
7 2 7 2 2

(1) 6 3 2 1 6 2 5 1 3 2 0

   ( 1 ή x=2)

x x x x x x x x

x

⇔ − − − = − − + ⇔ − + =

⇔ =
. 

Όπως βρίσκουµε εύκολα, ο αριθµός 1 δεν ανήκει στο σύνολο D, ενώ το 2 

ανήκει. Άρα, η δοσµένη εξίσωση έχει τη µοναδική ρίζα x=2. 

Σχόλιο. Το σύνολο ορισµού D της εξίσωσης αυτής δεν µπορούµε να το βάλουµε 

υπό µορφή διαστήµατος ή ενώσεων διαστηµάτων του� , γιατί δεν µπορούµε να 

λύσουµε την εξίσωση 7 26 2 5 1 0x x x− − + = . Εντούτοις, όπως είδαµε, αυτό δεν µας 

εµπόδισε να λύσουµε την δοσµένη εξίσωση. 

∆εύτερος τρόπος. Με συνεπαγωγές και επαλήθευση .  

Μερικές φορές, όταν θέλουµε να επιλύσουµε µια εξίσωση: f(x)=g(x), είναι 

δύσκολο να εφαρµόσουµε τα θεωρήµατα ισοδυναµιών, για να έχουµε κάθε φορά 

ένα σύστηµα σχέσεων ισοδύναµο µε την αρχική εξίσωση. Στις περιπτώσεις 

αυτές εργαζόµαστε ως εξής: 

• Βρίσκουµε το σύνολο ορισµού της D. 

• Μετά λέµε: « Έστω ότι Dρ ∈  είναι µια λύση της δοσµένης εξίσωσης 

f(x)=g(x)». Τότε, θα έχουµε την ισότητα ( ) ( )f gρ ρ=  και µε συνεπαγωγές 

βρίσκουµε το ρ. Αν δεν βρούµε κανένα ρ (φθάσουµε σε άτοπο) τότε η  εξίσωση 

είναι αδύνατη. Αν  βρούµε µια ή περισσότερες τιµές του ρ, έστω: 
1 2
, ,... νρ ρ ρ , τότε 

θα ήταν λάθος να σταµατήσουµε εδώ και να πούµε ότι αυτές είναι οι 

ζητούµενες λύσεις της  εξίσωσης, γιατί από πουθενά δεν µπορούµε να 

συµπεράνουµε ότι οι αριθµοί αυτοί  επαληθεύουν την  εξίσωση. Στη 

συνέχεια, θα πρέπει να εξετάσουµε ποιοι από τους αριθµούς αυτούς
1 2
, ,... νρ ρ ρ  

επαληθεύουν την εξίσωση. Όσοι, από τους αριθµούς αυτούς, την επαληθεύουν 

είναι οι ζητούµενες λύσεις. Αν κανένας δεν την επαληθεύει, τότε η εξίσωση 

είναι αδύνατη. 
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 Στην πράξη λέµε: «Έστω ότι x D∈  είναι µια λύση της εξίσωσης κτλ.»  

(δηλαδή, αντί το ρ. ή άλλο γράµµα, χρησιµοποιούµε το ίδιο το x και θεωρούµε 

την εξίσωση σαν µια ισότητα που ισχύει ). 

Σηµείωση 6. Εκ πρώτης όψεως ο τρόπος αυτός φαίνεται να είναι ευκολότερος 

από τον προηγούµενο, γιατί δεν προσέχουµε ώστε κάθε φορά να έχουµε 

ισοδύναµο σύστηµα σχέσεων µε την δοσµένη εξίσωση. Στην πράξη όµως συχνά 

συναντάµε δυσκολίες όταν πάµε να κάνουµε την επαλήθευση. Για παράδειγµα 

δεν είναι και τόσο εύκολο να ελέγξουµε αν ο αριθµός 
7 45

2 48
x =  είναι ή όχι ρίζα 

της εξίσωσης: 

                               2 21 1 7x x x x+ + + − + = . 

Παράδειγµα 3. Να λυθεί η εξίσωση: 

                                            7 4 1x xσυν ηµ+ = .                            (1) 

Λύση. Το σύνολο ορισµού της εξίσωσης είναι το � .  Έστω ότι x∈�  είναι µια 

λύση τις εξίσωσης αυτής. Βρίσκουµε εύκολα ότι: 

                            7 2
x xσυν συν≤    (2)  και  4 2x xηµ ηµ≤     (3) 

Αν σε µια τουλάχιστο από τη σχέσεις (2) και (3) ισχύει η ανισότητα τότε 

προσθέτοντας αυτές κατά µέλη θα είχαµε: 7 4 1x xσυν ηµ+ < , άτοπο λόγω της (1). 

Άρα: 

          
( )
( ) ( )

7 2 2 5

4 2 2 2

2 2

 και ( 1) 0 και

 ( 1) 0

0 ή συνx=1  και
0 ή συνx=1

1 0

x x x x

x x x x

x
x

x x

συν συν συν συν

ηµ ηµ ηµ ηµ

συν
συν

συν συν

 = − = 
⇒ ⇒ 

= − =  

=
⇒ = ⇒

− =

 

                       x=2 , όπου κ
2

x
π

κπ η κπ ⇒ = + ∈ 
 

� �  

Αντιστρόφως. Όπως βρίσκουµε εύκολα, οι αριθµοί:
2

x
π

κπ= +  και 2x κπ= , 

όπουκ ∈� , επαληθεύουν την δοσµένη εξίσωση και άρα αυτοί είναι οι 

ζητούµενες λύσεις. 

Παράδειγµα 4. Να λυθεί η εξίσωση:  

                                         
1 2 1

2 3

x
x

− + =  
.                                  (1) 

( Υπενθυµίζουµε ότι: Με α ∈� ,το σύµβολο [α]- ακέραιο µέρος του α- 

παριστάνει τον µεγαλύτερο  ακέραιο αριθµό, ο οποίος δεν υπερβαίνει τον α. 

Για κάθεα ∈� , ισχύει: [ ]1α α α− < ≤ . Περισσότερα βλέπε στο άρθρο µου στο 

mathematica -Φάκελος του καθηγητή. Άλγεβρα-  µε τίτλο :  «ΑΚΕΡΑΙΟ ΜΕΡΟΣ 

ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΥ ΑΡΙΘΜΟΥ»). 
Λύση. Το σύνολο ορισµού της εξίσωσης είναι το � .  Έστω ότι x∈�  είναι µια 

λύση τις εξίσωσης αυτής. Τότε, από την (1) έπεται ότι 
2 1

3

x −
∈� . Θέτουµε: 
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2 1

3

x
k

−
= , οπότε k∈�  και

3 1

2

k
x

+
= . Αντικαθιστώντας στην(1) βρίσκουµε 

ότι:
3 2

2

k
k

+  =  
. Έτσι έχουµε: 

        
3 2 3 2 3 2 3 2 3 2

1 1 ... 2 0
2 2 2 2 2

k k k k k
k k

+ + + + + − < ≤ ⇒ − < ≤ ⇒ ⇒ − ≤ <  
⇒(k=−2 ή 

k= 1− ). 

Με  k=−2  βρίσκουµε: x=
5

2
−  και µε k= 1−  βρίσκουµε: x= 1− . 

     Αντιστρόφως. Όπως βρίσκουµε εύκολα ,οι τιµές x=
5

2
−  και x= 1− , που 

βρήκαµε, επαληθεύουν την δοσµένη εξίσωση. 

• Άρα, οι ζητούµενες λύσεις είναι: x=
5

2
−  και x= 1−  

Σηµείωση 7. Πολλές φορές ,για να διατηρήσουµε τις ισοδυναµίες σε µια 

εξίσωση, εφαρµόζουµε την εξής πρόταση: 

Πρόταση. Αν (Σ) είναι µια σχέση ή ένα σύστηµα σχέσεων και για τις           

                  σχέσεις:  1 2, ,..., νσ σ σ  ισχύουν οι   συνεπαγωγές: 

                                        1 2( ) , ( ) ,..., ( ) νσ σ σΣ ⇒ Σ ⇒ Σ ⇒ ,               (1) 

                   τότε ισχύει η ισοδυναµία: 

                                              

1

2

( )

( ) .

.

.

ν

σ

σ

σ

Σ





Σ ⇔ 






 

Με άλλα λόγια: « Κάθε σχέση ( ή σύστηµα σχέσεων) ισοδυναµεί µε τον     

                           εαυτόν της µαζί µε όποιες και όσες σχέσεις θέλουµε από          

                           εκείνες που συνεπάγονται από τη σχέση αυτή». 

Απόδειξη. Έστω ότι οι σχέσεις του ( )Σ  είναι αληθείς. Τότε, λόγω των 

συνεπαγωγών (1), κάθε µία από τις σχέσεις
1, 2 ,..., νσ σ σ  είναι αληθής. Το 

αντίστροφο είναι προφανές. 

Παράδειγµα 5.  « Να λυθεί η εξίσωση: 
37z . = 1z  µε σύνολο αναφοράς το 

σύνολο�  των µιγαδικών αριθµών» ( Σχολικό βιβλίο Γ τάξης Θετικής και 

Τεχνολογικής Κατεύθυνσης σελίδα 122 άσκηση 5 ) 

Λύση. Το σύνολο ορισµού και δοσµένης εξίσωσης είναι το σύνολο� . Έχουµε, 

για κάθε :z∈�  

          

37 3 6 444 3
37

3 107

. 1 1. 1. . 1
. 1

1. 1 11

z z zz zz z z
z z

zz zz z

 =   ===   
= ⇔ ⇔ ⇔ ⇔ ⇔   

== = =   
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                   ( ) ( ) ( )4 2 2 z z z z- i -i1 1 1 0 =1 ή = 1 ή =  ή =z z z⇔ = ⇔ − + = ⇔ . 

Άρα οι ζητούµενοι αριθµοί είναι: z 1 , z -1 , z i και z -i.= = = =  

Σχόλιο. Το σχολικό βιβλίο στις λύσεις (σελίδα 105  α΄ τρόπος ) διακόπτει τις 

ισοδυναµίες µε τη λέξη «Εποµένως» που σηµαίνει : «Συνεπάγεται». Έτσι όµως 

όλες οι ισοδυναµίες που γράφει θα έπρεπε να είναι συνεπαγωγές και στο τέλος 

να επαληθεύσει αν οι αριθµοί που βρήκε επαληθεύουν την δοσµένη εξίσωση. 

Γιατί αυτό δεν συνάγεται από πουθενά, αφού οι ισοδυναµίες διακόπτονται ( 

βλέπε άρθρο µου στο mathematica -φάκελος του καθηγητή, Μαθηµατική 

απόδειξη και  λογική - µε τίτλο : « ΜΙΑ ΑΠΛΗ ΑΛΛΑ ΠΟΛΥ ΧΡΗΣΙΜΗ 

ΠΡΟΤΑΣΗ»). 

 

 11. Παραµετρικές εξισώσεις. ∆ιερεύνηση. 
     Μια εξίσωση λέµε ότι είναι παραµετρική εξίσωση  αν, και µόνο αν, εκτός 

από τον άγνωστο x περιέχει και άλλα γράµµατα ( ένα ή περισσότερα), τα οποία 

όµως υποθέτουµε ότι παριστάνουν  δοσµένους αριθµούς. Τα γράµµατα αυτά 

ονοµάζονται παράµετροι της εξίσωσης. 

• Η διαδικασία µε την οποία, για κάθε σύστηµα τιµών των παραµέτρων, 

βρίσκουµε αν υπάρχουν λύσεις της εξίσωσης και πόσες και, αν είναι δυνατόν, 

και ποιες είναι, ονοµάζεται διερεύνηση της εξίσωσης αυτής. 

 Όταν µια εξίσωση είναι παραµετρική στη λύση της συµπεριλαµβάνεται και η 

διερεύνηση. 

Παράδειγµα. Να λυθεί η εξίσωση: 

                                     x x λ λ+ + =                                   (1) 

                       µε άγνωστο το x και παράµετρο τολ∈� . 

Λύση. Το σύνολο ορισµού τις εξίσωσης είναι: 

{ }| 0 και x+ 0D x x xλ λ= ∈ + ≥ + ≥� . Παρατηρούµε ότι αν λ<0, τότε η εξίσωση 

είναι αδύνατη. Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι 0λ ≥ . Για κάθε x D∈  έχουµε: 

   ( )

2

2 2

2 2

22

2 22 2 4

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

0
(1)

( )

1 ή x=(2 1) 0

1
 ή  ή 

1 x= 1 x=

x

x
x x x x

x x

xx

xx x

x x

x x

λ
λ λ λ λ

λ λ

λλ

λ λ λ λλ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ

 − ≥
⇔ + + = ⇔ + = − ⇔ ⇔

+ = −

 ≤ ≤ 
⇔ ⇔ ⇔ 

= + + −− + + − = 

      ≤ ≤ + + ≤ − ≤   
⇔ ⇔ ⇔         = + + − = + + −         

⇔ 2=  (γιατί 0).λ λ λ− ≥

 

Όπως βρίσκουµε εύκολα, για κάθε 0λ ≥  οι αριθµοί που βρήκαµε 2
x λ λ= −  

ανήκουν στο σύνολο ορισµού D. 

 • Συνεπώς, η δοσµένη εξίσωση: 

     Για κάθε 0λ <  είναι αδύνατη και για κάθε 0λ ≥  έχει τη λύση 2
x λ λ= − . 
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12. Γενικές παρατηρήσεις και σχόλια. 
 1) Το σύµβολο της ισότητας στις εξισώσεις.  
     Κατά τη γνώµη µου το πιο αποτυχηµένο σύµβολο στα Μαθηµατικά είναι το  

σύµβολο της ισότητας στις εξισώσεις. Γιατί γράφουµε = διαβάζουµε «ίσον», 

αλλά στις εξισώσεις το = που γράφουµε δεν έχει την έννοια της ισότητας όπως 

την ξέρουµε στα µαθηµατικά. Ούτε έχει τις ιδιότητες αυτού. Οι εξισώσεις δεν 

είναι ισότητες. Το = σε µια εξίσωση f(x)=g(x) ούτε ισχύει ούτε ζητείται  να 

αποδειχθεί. Οι εξισώσεις δεν είναι ισότητες συναρτήσεων. Αυτό πρέπει να 

τονίζεται ιδιαίτερα στους µαθητές ώστε να µην αντιµετωπίζουν τις εξισώσεις 

σαν ισότητες και όταν έχουν να λύσουν µια εξίσωση, να µην λένε, για 

παράδειγµα, « παραγωγίζουµε και τα δύο µέλη», δηλαδή να µην θεωρούν ότι τα 

δύο µέλη µιας εξίσωσης είναι ίσες συναρτήσεις κτλ.. 

 Ένας τρόπος για να εµπεδώσουν οι  µαθητές την έννοια της εξίσωσης είναι να 

γράφουµε τις εξισώσεις ως εξής: 

                                                  
?

( ) ( )f x g x= . 

Ίσως αυτό να είναι κουραστικό. Συµφωνώ. Τουλάχιστον όµως ας τις γράφουµε 

στην αρχή έτσι έως ότου καταλάβουν οι µαθητές περί τίνος πρόκειται. Εγώ αυτό 

έκανα στα µαθήµατά µου και µπορώ να πω µε επιτυχία. 

2) Το σύµβολο της ισοδυναµίας στις εξισώσεις. 
Επισηµαίνουµε ότι, το σύµβολο της ισοδυναµίας «⇔ » έχει άλλη έννοια όταν το 

γράφουµε µεταξύ δύο προτάσεων και άλλη όταν το γράφουµε µεταξύ δύο 

εξισώσεων. 

• ∆εν είναι σωστό να προσπαθούµε να µάθουµε τους µαθητές, οποιασδήποτε 

τάξης, να λύνουν εξισώσεις χωρίς να τους έχουµε πει πότε δύο εξισώσεις είναι 

ισοδύναµες, γράφοντας την µία  κάτω από την άλλη. Γιατί, κατ' αυτόν τον 

µηχανικό τρόπο, οι µαθητές δεν ξέρουν τι σχέση πρέπει έχει  κάθε µια εξίσωση 

που γράφουν µε την προηγούµενη. Έτσι, ένας µαθητής µπορεί να σκεφτεί να 

πολλαπλασιάσει και τα δύο µέλη της εξίσωσης, για παράδειγµα, µε 2x −  ή να 

απλοποιήσει µε 2x −  ( αν είναι παράγοντας και στα δύο µέλη) ή, ακόµα 

χειρότερα, να γράψει µια δική του εξίσωση, άσχετη µε την προηγούµενη!!!  

Γιατί όχι; Αφού κανένας δεν του έχει πει ποια σχέση πρέπει να έχει η εξίσωση 

που θα γράψει µε την προηγούµενη. Ο ορισµός της ισοδυναµίας δύο εξισώσεων 

είναι πολύ απλός και µπορεί εύκολα να κατανοηθεί από ένα µαθητή, 

οποιασδήποτε τάξης. ∆εν υπάρχει λοιπόν καµία δικαιολογία να διδάσκονται οι 

εξισώσεις κατά αυτόν το µηχανικό και λανθασµένο τρόπο, τον οποίο, δυστυχώς, 

βλέπουµε και σε σχολικά βιβλία . 

3) Το σύνολο αναφοράς στις εξισώσεις. 
     Στην επίλυση µιας εξίσωσης παίζει πρωτεύοντα ρόλο το σύνολο αναφοράς 

της. Για παράδειγµα: 

•Η εξίσωση 2 5x = , µε σύνολο αναφοράς το σύνολο των ρητών αριθµών �  είναι 

αδύνατη. Με σύνολο αναφοράς το σύνολο των πραγµατικών θετικών 
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αριθµών ∗
+�  έχει τη µοναδική λύση 5 . Με σύνολο αναφοράς το σύνολο των 

πραγµατικών αριθµών�  έχει δύο λύσεις, τις 5  και  5− . 

•Η εξίσωση: ( )( 1) 3 0x x− − =  µε σύνολο αναφοράς το σύνολο �   των ακεραίων 

αριθµών έχει τη µοναδική λύση: 1x = . Ενώ, µε σύνολο αναφοράς το σύνολο των 

πραγµατικών αριθµών �  έχει δύο λύσεις, τις: 1x =  και 3x = . Επίσης, µε 

σύνολο αναφοράς το � , η παραπάνω εξίσωση  και η εξίσωση: 
1

( 1) 0
2

x x
 − − = 
 

 

είναι ισοδύναµες. Ενώ, µε σύνολο αναφοράς το�  δεν είναι ισοδύναµες. 

4) Ταυτοτικές και αόριστες εξισώσεις. 

•••• Έστω η εξίσωση: 3 3x x x x− = −  .  Όπως  βρίσκουµε εύκολα, το σύνολο 

ορισµού της είναι: { }1,0,1D = −  και το σύνολο λύσεων είναι: { }1,0,1S = − . 

Άρα S D=  και συνεπώς η εξίσωση αυτή είναι ταυτοτική ως προς x ( αλλά δεν 

έχει άπειρες λύσεις, δηλαδή δεν είναι αόριστη). 

• Έστω η εξίσωση: 1xσυν = . Το σύνολο ορισµού της είναιD = �  και το σύνολο 

λύσεων είναι: { }2 |S κπ κ= ∈� . Άρα η εξίσωση αυτή είναι αόριστη ( έχει άπειρες 

λύσεις, αλλά δεν είναι ταυτοτική ως προς x). 

• Έστω η εξίσωση: x x= . Το σύνολο ορισµού της είναιD = �  και το σύνολο 

λύσεων είναι: { } [ )| 0 0,S x x= ∈ ≥ = +∞� . Άρα η εξίσωση αυτή είναι αόριστη ( έχει 

άπειρες λύσεις, αλλά δεν είναι ταυτοτική ως προς x). 

•  Η εξίσωση: 0 0x⋅ =  είναι αόριστη και ταυτοτική ως προς x.                  

5) Σχετικά µε το βαθµό µιας εξίσωσης. 
Σύµφωνα µε τους παραπάνω ορισµούς, µιλάµε για βαθµό µιας εξίσωσης µόνο 

όταν η εξίσωση αυτή είναι ακέραια. Έτσι , δεν έχει νόηµα να ρωτάµε ποίου 

βαθµού είναι, για παράδειγµα οι εξισώσεις: 
3 1

3
1

x

x x

−
− =

+
, 3 1x x+ − = .  

• Η πρώτη εξίσωση, στο σύνολο ορισµού της { }1,0D = − −� , όπως βρίσκουµε 

εύκολα, είναι ισοδύναµη µε την εξίσωση: 22 7 1 0x x+ + = , η οποία βεβαίως είναι 

δεύτερου βαθµού. 

• Η επίλυση της δεύτερης εξίσωσης, στο σύνολο ορισµού της [ )3,D = − +∞ , όπως 

βρίσκουµε εύκολα, ανάγεται στην επίλυση ενός συστήµατος, το οποίο περιέχει 

µια εξίσωση δεύτερου βαθµού. 

6) Εξαφάνιση του αγνώστου.  

 Όταν λύνουµε µια εξίσωση δεν πρέπει να εξαφανίζουµε τον άγνωστο x, γιατί 

εξίσωση χωρίς άγνωστο δεν έχει νόηµα . Για παράδειγµα, είναι λάθος να 

γράφουµε:  

                                      2 3 2 1 3 1x x− = + ⇔ − = . 

Το σωστό είναι:                                       

           2 3 2 1 2 2 3 1 0 4x x x x x− = + ⇔ − = + ⇔ ⋅ = (αδύνατη). 
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7) Απορία ενός µαθητή. 

Κάποτε ένας µαθητής µε είχε ρωτήσει το εξής: « Γιατί όταν λύνουµε για 

παράδειγµα την εξίσωση: ( 1)( 2) 0x x− − =  λέµε ότι αυτή ισοδυναµεί µε: 

( 1 ή x=2 )x = , ενώ όταν µας λένε ποιες είναι οι λύσεις της λέµε:  1 και x=2x = ». 

∆ηλαδή η απορία του ήταν γιατί το «ή» τη δεύτερη φορά έγινε «και». Η 

απάντηση βέβαια είναι ότι όταν µας ρωτάµε ποιες είναι οι λύσεις µιας εξίσωσης, 

ουσιαστικά µας ρωτάνε ποια είναι τα στοιχεία του συνόλου λύσεων αυτής. Στο 

παράδειγµά µας ποια είναι τα στοιχεία του συνόλου{ }1,2 . Και η απάντηση 

φυσικά είναι 1 και 2. Γι' αυτό λέµε ότι οι λύσεις είναι: 1 x =  και 2x = . 

8) Άθροισµα συντελεστών 0. 
Είναι χρήσιµο να επισηµάνουµε ότι αν σε µία εξίσωση:  

                                 1

1 1 0... 0x x x
ν ν

ν να α α α−
−+ + + + =  

ισχύει: 1 1 0... 0ν να α α α−+ + + + = , τότε ( και αντιστρόφως) η εξίσωση αυτή έχει 

ρίζα τον αριθµό 1. Ειδικότερα, αν σε µια εξίσωση: 2 0x xα β γ+ + = , όπου 0α ≠ , 

ισχύει: 0α β γ+ + = , τότε οι ρίζες της είναι 1 και 
γ
α

. 

9) Ακέραιες εξισώσεις στο σύνολο �  των µιγαδικών αριθµών. 
Η γενική µορφή των ακέραιων εξισώσεων στο σύνολο�  των µιγαδικών 

αριθµών, ν βαθµού, είναι: 

                            1

1 1 0... 0x x x
ν ν

ν να α α α−
−+ + + + =  ,                 (1) 

όπου ν ∗∈�  και 1 1 0, ,..., ,ν να α α α−  µιγαδικοί αριθµοί .µε 0να ≠ . 

      Για τις εξισώσεις αυτές ισχύουν τα εξής θεωρήµατα: 

Θεώρηµα 1 (D’Alembert-Gauss). Κάθε εξίσωση της µορφής (1),   

                     βαθµού 1ν ≥  ( 0να ≠ ),  έχει µία τουλάχιστον ρίζα ( στο� )  

                     ( θεµελιώδες θεώρηµα της Άλγεβρας). 

Θεώρηµα 2.Κάθε εξίσωση της µορφής (1), βαθµού 1ν ≥  ( 0να ≠ ), έχει   

                     το λιγότερο µια και το πολύ ν διαφορετικές ρίζες ( στο� ). 

Θεώρηµα 3.Κάθε εξίσωση της µορφής (1), βαθµού 1ν ≥  ( 0να ≠ ), έχει ν   

                     ακριβώς ρίζες (στο� ), µε τη συνθήκη ότι κάθε ρίζα   

                      µετριέται τόσες φορές όσος είναι ο   βαθµός  

                      πολλαπλότητας αυτής. 

10) Σχετικά µε το βαθµό πολλαπλότητας µια ρίζας.  

Ισχύουν τα παρακάτω θεώρηµα, στα οποία f είναι µια πολυωνυµική µη µηδενική 

συνάρτηση και κ ένας φυσικός αριθµός µε 2κ ≥ : 

Θεώρηµα 1.    

                  
 απλή ρίζα  ρίζα της f(x)=0 και

της f(x)=0 ρ όχι ρίζα της f (x)=0 

ρ ρ   
⇔   ′   

 

Θεώρηµα 2.      

               
   ρίζα της f(x)=0  ρίζα της f(x)=0 και ρ ρίζα της

 µε βαθµό πολ/τος κ   f (x)=0 µε βαθµό πολ/τος κ-1 

ρ ρ   
⇔   ′   
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Θεώρηµα 3.       

      
( 1)

( )

   ρίζα της f(x)=0 ( ) ( ) ( ) ... ( ) 0

 µε βαθµό πολ/τος κ                   f ( ) 0

f f f f κ

κ

ρ ρ ρ ρ ρ

και ρ

−′ ′′ = = = = = 
⇔     ≠   

 

• Σύµφωνα µε τους ορισµούς που έχουµε δώσει παραπάνω, ο βαθµός 

πολλαπλότητας µιας ρίζας έχει νόηµα µόνο για τις ακέραιες (πολυωνυµικές) 

εξισώσεις ( όπως και για τις πολυωνυµικές συναρτήσεις). Σε προηγούµενα 

θεωρήµατα χρησιµοποιήσαµε την έννοια αυτή. 

Σηµείωση 8. Ο Θ. Ν. Καζαντζής (1937-1999) στο βιβλίο του «ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ» (εκδόσεις Σπηλιώτη, Αθήνα 1994) στη σελίδα 122 γράφει σε 

µια σηµείωση: 

« Με βάση την παραπάνω πρόταση ( εννοεί το παραπάνω θεώρηµα 3, το 

οποίο έχει αναφέρει προηγουµένως) µπορούµε να επεκτείνουµε την έννοια 

της πολ/λής ρίζας και σε συναρτήσεις όχι πολυωνυµικές. Συγκεκριµένα, 

συµφωνούµε να θεωρούµε ότι ο ρ είναι ρίζα της συνάρτησης f (κ 

τουλάχιστον φορές παραγωγίσιµης), βαθµού πολ/τας κ, τότε και µόνο, όταν 

είναι: ( 1) ( )( ) ( ) ... ( ) 0 και f ( ) 0f f f κ κρ ρ ρ ρ−′= = = = ≠ ». 

Στη συνέχεια (σελίδα 124) αποδεικνύει ότι ο αριθµός ρ=0 είναι διπλή ρίζα της 

συνάρτησης: ( ) (1 )f x x x xηµ συν= − − − . 

11. Σχετικά µε τις διαδοχικές ρίζες µιας εξίσωσης. 
Αν µια εξίσωση ή µια συνάρτηση έχει πραγµατικές και άνισες ρίζες δεν έχει 

πάντοτε νόηµα να µιλάµε για διαδοχικές ρίζες αυτής ακόµα και αν οι ρίζες  δεν 

αποτελούν διάστηµα. Για παράδειγµα: 

• Η εξίσωση: x x=  έχει σύνολο λύσεων το διάστηµα [ )0,S = +∞  και άρα δεν έχει 

νόηµα να µιλάµε για διαδοχικές ρίζες. 

• Η εξίσωση f(x)=0, όπου
1

,  αν x 0
( )

0  , αν x=0

x
f x x

ηµ ≠
= 


 έχει σύνολο λύσεων:             

                                        { } 1
0 |S κ

κπ
∗ = ∪ ∈ 

 
� . 

Tο σύνολο αυτό δεν είναι ένα διάστηµα. Παρατηρούµε ότι η ρίζα 0 µε καµία 

από τις άλλες δεν µπορούν να θεωρηθούν διαδοχικές, αφού µεταξύ τους υπάρχει 

πάντοτε άλλη ρίζα ( παρατηρήστε ότι η συνάρτηση αυτή f είναι ορισµένη και 

συνεχής στο σύνολο � των πραγµατικών αριθµών. Το  παράδειγµα αυτό είναι 

από ένα µήνυµα στο mathematica του καθηγητή του πανεπιστηµίου Κρήτης κ. 

Μιχάλη Λάµπρου). 

12. Εξισώσεις και Μαθηµατική Ανάλυση. 

     Η Μαθηµατική Ανάλυση µας παρέχει τρόπους µε τους οποίους, πολλές φορές 

, µπορούµε να αποδείξουµε την ύπαρξη πραγµατικών ριζών µιας εξίσωσης 

(θεώρηµα Bolzano, θεώρηµα Rolle κτλ.). Υπάρχουν όµως και περιπτώσεις , 

κατά τις οποίες µπορούµε να λύσουµε µια εξίσωση µε τη βοήθεια των 

θεωρηµάτων της Ανάλυσης. 
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Παράδειγµα 1. Να λυθεί η εξίσωση: 

                        2 4 21 (2 3) 4 12 10 0x x x x x+ + − − + = .                     (1) 

Λύση. Όπως βρίσκουµε εύκολα, το σύνολο ορισµού της εξίσωσης αυτής είναι 

το� . Έχουµε για κάθε x∈� : 

                     2 2 2 2
(1) ( ) 1 (2 3) (2 3) 1 0x x x x⇔ + + − − + = (2). 

Παρατηρούµε ότι οι δύο προσθετέοι του πρώτου µέλους της εξίσωσης αυτής, 

προκύπτουν από την συνάρτηση f µε τύπο: 2( ) 1f x x x= + , θέτοντας, για τον 

πρώτο προσθετέο, όπου x το 2
x  και για τον δεύτερο, όπου x το 2x-3. H 

συνάρτηση αυτή είναι ορισµένη και παραγωγίσιµη στο�  µε: 

                   
2

2

2
( ) 1 0

1

x
f x x

x
′ = + + >

+
, για κάθε x∈� . 

Συνεπώς, η f είναι γνησίως αύξουσα στο�  και άρα είναι 1 1− . 

Επίσης, παρατηρούµε ότι η συνάρτηση f είναι περιττή, δηλαδή 

ισχύει; ( ) ( )f x f x− = − , για κάθε x∈� . Έτσι έχουµε για κάθε x∈� :             

( )2 2 2(2) ( ) (2 3) 0 ( ) (2 3) ( 2 3)f x f x f x f x f x f x⇔ + − = ⇔ = − − ⇔ = − +  

                   2 22 3 2 3 0 ( 1 ή 3)x x x x x x⇔ = − + ⇔ + − = ⇔ = = − . 

Άρα, οι ρίζες της δοσµένης εξίσωσης είναι 1 και 3− . 

Παράδειγµα 2. Να λυθεί η εξίσωση: 

                                        2 2 5 ln 1x x x x x− + + = + .                                  

Λύση. Όπως βρίσκουµε εύκολα, το σύνολο ορισµού της εξίσωσης αυτής είναι 

το (0, )Α = +∞ . Έστω ότι ρ ∈Α  είναι µια ρίζα της εξίσωσης αυτής, οπότε θα 

ισχύει: 

                                     2
2 5 1 lnρ ρ ρ ρ ρ− + = + − .                      (1) 

Θεωρούµε τις συναρτήσεις: 2( ) 2 5f x x x= − +  και ( ) 1 lng x x x x= + − , µε σύνολο 

ορισµού καθεµιάς το Α. Έτσι  έχουµε, λόγω της (1): 

                                             ( ) ( )f gρ ρ= .                                        (2) 

      Οι συναρτήσεις f και g είναι παραγωγίσιµες στο Α µε: 

  
2

0,  αν x>1
1

( ) 0,  αν x=1
2 5

0,  αν 0<x<1

x
f x

x x

>
− ′ = =
− + <

και     

0,  αν 0<x<1

( ) ln 0,  αν x=1

0,  αν x>1

g x x

>
′ = − =
<

 

Συµπεραίνουν ότι: 

• Η συνάρτηση f έχει ελάχιστη τιµή στο x=1, ίση µε f(1)=2 και άρα 

ισχύει ( ) 2f x ≥ , για κάθε x∈Α ,µε το = µόνο για x=1. 

•  Η συνάρτηση g έχει µέγιστη τιµή στο x=1, ίση µε g(1)=2 και άρα 

ισχύει ( ) 2f x ≤ , για κάθε x∈Α ,µε το = µόνο για x=1. 

      Έτσι έχουµε, λόγω και της (2): 

               2 ( ) ( ) 2 2 ( ) 2 ( ) 2 1f g f fρ ρ ρ ρ ρ≤ = ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ = ⇒ = . 

Αντιστρόφως. Όπως βρίσκουµε εύκολα, ο αριθµός 1 είναι ρίζα της δοσµένης 

εξίσωσης και άρα αυτός είναι η µοναδική της ρίζα. 
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