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Π Α Ρ Α Γ Ω Γ Ο Ι  &  Ε Ξ Ι Σ Ω Σ Ε Ι Σ  
 
➢ ΧΡΗΣΙΜΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ 
 

� ΘΕΩΡΗΜΑ BOLZANO:     Αν f  συνεχής στο [α, β] και  
( ) ( ) 0,f fα βα βα βα β⋅ <⋅ <⋅ <⋅ <  τότε  η εξίσωση f(x) = 0  

έχει τουλάχιστον µια ρίζα στο (α,β). 
 

� ΘΕΩΡΗΜΑ ROLLE:     Αν f συνεχής στο [α, β] , παραγωγίσιµη στο 
 (α, β) µε ( ) ( ),f fα βα βα βα β====  τότε  
η εξίσωση f΄(x) = 0   έχει τουλάχιστον µια 
ρίζα στο (α, β). 

 
� ΘΕΩΡΗΜΑ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ:   Αν f συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιµη  

στο (α, β) τότε η εξίσωση 

( ) ( )
( )

f f
f x

β αβ αβ αβ α

β αβ αβ αβ α

−−−−
′′′′ ====

−−−−
   

έχει τουλάχιστον µία ρίζα στο (α, β). 
 

� ΘΕΩΡΗΜΑ ΕΝ∆ΙΑΜΕΣΩΝ ΤΙΜΩΝ: Αν f συνεχής στο [α, β]  µε ( ) ( )f fα βα βα βα β≠≠≠≠ ,  
τότε η εξίσωση f(x) = κ,  όπου f(α) < κ < f(β), 
έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο (α, β). 
 

� Σε συνδυασµό µε το 
 

� ΘΕΩΡΗΜΑ ΜΕΓΙΣΤΟΥ/ΕΛΑΧΙΣΤΟΥ: Αν f  συνεχής στο  [α, β] και  m, M η ελάχιστη        
και  η µέγιστη τιµή της f, τότε  
η εξίσωση f(x) = κ, όπου m k M≤ ≤≤ ≤≤ ≤≤ ≤ , έχει 
τουλάχιστον µια λύση στο [α, β]. 

 
 

➢ ΒΟΗΘΗΤΙΚΕΣ ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 
 

♦ Κάθε πολυωνυµική εξίσωση  περιττού βαθµού έχει τουλάχιστον µια πραγµατική ρίζα. 
 
♦ Κάθε γνησίως µονότονη συνάρτηση  έχει το πολύ µια ρίζα. 

 
♦ Αν f / A  και f ( A )  το σύνολο τιµών της, τότε αν το 0 ( )f A∈∈∈∈ , η εξίσωση f(x) = 0  

  έχει τουλάχιστον µια ρίζα στο Α, ενώ αν 0 f ( A ),∉∉∉∉  η εξίσωση είναι  αδύνατη. 
 

♦ Σύµφωνα µε το Θ. Rolle, µεταξύ δύο ριζών µιας παραγωγίσιµης συνάρτησης, υπάρχει  
  τουλάχιστον µια ρίζα της παραγώγου της. 
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➢ ΒΑΣΙΚΕΣ ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ ΑΣΚΗΣΕΩΝ 
   

(1η): Ν.∆.Ο. η εξίσωση f(x) = 0 έχει τουλάχιστον µια ρίζα στο (α, β) 
 
→ Εφαρµόζουµε το Θ. Bolzano. 

Αν αυτό δεν είναι δυνατό, εφαρµόζουµε το Θ. Rolle  για  την συνάρτηση F, που είναι 
τέτοια ώστε: F / = f  (F: παράγουσα της f). 

 
→ Η ύπαρξη της ρίζας µπορεί να αποδειχτεί και µε την βοήθεια του συνόλου τιµών της f , 

εφόσον το  0 ( ).f A∈∈∈∈  
 
ΣΗΜΕΙΩΣΗ:   Για να βρούµε το ( )f A  θα πρέπει να γνωρίζουµε τη µονοτονία της .f   
 
Π.χ. 
Αν f συνεχής και   1 ( ) xx f x e+ ≤ ≤+ ≤ ≤+ ≤ ≤+ ≤ ≤  (1)   για κάθε x∈ℜ∈ℜ∈ℜ∈ℜ   ν.δ.ο.  η  εξίσωση:   2( )f x e x= ⋅= ⋅= ⋅= ⋅         
έχει µια τουλάχιστον λύση στο .R  
 
Λύση  
→ Θέτουµε 2( ) ( ) ,g x f x e x= − ⋅= − ⋅= − ⋅= − ⋅  Rx∈∈∈∈ . 

→ Από την (1) προκύπτει ότι: (((( ))))2 2 21 ( ) 1xx f x e x e x f x e x e e xχχχχ+ ≤ ≤ ⇔ + − ⋅ ≤ − ⋅ ≤ − ⋅ ⇔+ ≤ ≤ ⇔ + − ⋅ ≤ − ⋅ ≤ − ⋅ ⇔+ ≤ ≤ ⇔ + − ⋅ ≤ − ⋅ ≤ − ⋅ ⇔+ ≤ ≤ ⇔ + − ⋅ ≤ − ⋅ ≤ − ⋅ ⇔  

(((( ))))2 21 xx e x g x e e x+ − ⋅ ≤ ≤ − ⋅+ − ⋅ ≤ ≤ − ⋅+ − ⋅ ≤ ≤ − ⋅+ − ⋅ ≤ ≤ − ⋅  (2) 

→ Για χ = 1, από την (2) έχουµε:  (((( ))))2 22 1e g e e− ≤ ≤ −− ≤ ≤ −− ≤ ≤ −− ≤ ≤ − ,  άρα: (((( ))))1 0g <<<<  

→ Για χ = 0, από την (2) έχουµε:  (((( ))))1 0 1,g≤ ≤≤ ≤≤ ≤≤ ≤   άρα:  (((( ))))0 1 0g = >= >= >= >  

→ Εποµένως:  (((( )))) (((( ))))0 1 0g g⋅ <⋅ <⋅ <⋅ <  και g   συνεχής στο [[[[ ]]]]0,1 , άρα από το Θ. Bolzano υπάρχει µια 

τουλάχιστον λύση στο (0,1), άρα και στο R  για την εξίσωση: (((( )))) (((( )))) 20g x f x e x= ⇔ = ⋅= ⇔ = ⋅= ⇔ = ⋅= ⇔ = ⋅ . 

 
Π.χ. 
Να δειχτεί ότι η εξίσωση  3 510 0x x xηµηµηµηµ− ⋅ + =− ⋅ + =− ⋅ + =− ⋅ + =  , έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο .R  
 
Λύση   
→ Έστω (((( )))) 3 510 , .Rf x x x x xηµηµηµηµ= − ⋅ + ∈= − ⋅ + ∈= − ⋅ + ∈= − ⋅ + ∈  

 

→ Τότε: (((( )))) (((( )))) (((( ))))
5

3
2 3

10
lim lim 1 1 0 0
x x

x
f x x

x x
ηµηµηµηµ

→−∞ →−∞→−∞ →−∞→−∞ →−∞→−∞ →−∞

    
= − + = −∞ − + = −∞= − + = −∞ − + = −∞= − + = −∞ − + = −∞= − + = −∞ − + = −∞    

    
 

Άρα υπάρχει 1 Rx ∈∈∈∈   ώστε (((( )))) (((( ))))1 0 1 .f x <<<<  

 
→ Επίσης lim ( )

x
f x

→+∞→+∞→+∞→+∞
= +∞= +∞= +∞= +∞  οπότε υπάρχει 2 Rx ∈∈∈∈  ώστε  (((( )))) (((( ))))2 0 2 .f x >>>>  

 
→ Από (1), (2) είναι 1 2( ) ( ) 0f x f x⋅⋅⋅⋅ ≺≺≺≺   και f : συνεχής στο [x1, x2].  Άρα από το Θ. Bolzano 

υπάρχει   µια   τουλάχιστον ρίζα στο (x1, x2) άρα και στο R  για την ( ) 0f x ==== . 
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Π.χ. 

Αν 
3

( ) 7,   [ 4,4],
16
x

f x xηµπχηµπχηµπχηµπχ= − + ∈ −= − + ∈ −= − + ∈ −= − + ∈ −   να δείξετε ότι η εξίσωση  
7

( )
2

f x ====  έχει τουλάχιστον 

µια ρίζα στο (-4,4). 
 
Λύση 
→ f συνεχής στο [-4,4], ως αποτέλεσµα πράξεων συνεχών συναρτήσεων. 

→ 
64

( 4) ( 4 ) 7 4 7 3
16

f ηµ πηµ πηµ πηµ π
−−−−

− = − − + = − + =− = − − + = − + =− = − − + = − + =− = − − + = − + =  

→ 
64

(4) 4 7 4 7 11
16

f ηµ πηµ πηµ πηµ π= − + = + == − + = + == − + = + == − + = + =  

→ Σύµφωνα µε το Θ. Ενδιαµέσων τιµών επειδή  
7

( 4) (4)
2

f f− < <− < <− < <− < <  θα υπάρχει τουλάχιστον 

ένα 
7

( 4,4) : ( ) ,
2o ox f x∈ − =∈ − =∈ − =∈ − =  δηλαδή η εξίσωση 

7
( )

2
f x ====   έχει τουλάχιστον µία ρίζα στο   

(-4,4). 
 
ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Η παραπάνω άσκηση θα µπορούσε να λυθεί εφαρµόζοντας Θ. Bolzano στη  

 συνάρτηση  
3 7

( ) 7
16 2
x

g x ηµπχηµπχηµπχηµπχ= − + −= − + −= − + −= − + −  ,  στο [-4,4]. 

 
Π.χ. 
∆είξτε ότι για κάθε Rλλλλ ∈∈∈∈  η εξίσωση 5χ4 – 8χ3 – λχ + λ  = 0 έχει τουλάχιστον µία ρίζα στο (0,2). 
 
Παρατήρηση:  
Εξετάζουµε αν το Θ. Bolzano εφαρµόζεται για  την  ( )f x ====  5χ4–8χ3–λχ + λ   στο [0, 2].       
Είναι: (0) (2) (16 )f f λ λλ λλ λλ λ⋅ = ⋅ −⋅ = ⋅ −⋅ = ⋅ −⋅ = ⋅ − ,  που για κάποιες τιµές του Rλλλλ ∈∈∈∈  είναι θετικό και για άλλες 
αρνητικό, άρα δεν εφαρµόζεται το Θ. Bolzano. 

Έτσι εξετάζουµε αν εφαρµόζεται το Θ. Rolle για την 5 4 2( ) 2 ,
2

F x x x x
λλλλ

λχλχλχλχ= − − += − − += − − += − − +               

όπου :  F → παράγουσα της f  ( ).F f′′′′ ====  
 
Λύση 

Έστω  5 4 2( ) 2 ,   [0,2]
2

F x x x x x
λλλλ

λχλχλχλχ= − − + ∈= − − + ∈= − − + ∈= − − + ∈  

Τότε     :F  συνεχής στο [0, 2], ως   πολυωνυµική. 
  :F  παραγωγίσιµη στο (0, 2) ως  πολυωνυµική. 
 

 
(0) 0

(0) (2)
(2) 0

F
F F

F

====
⇒ =⇒ =⇒ =⇒ =

====
. 

 
Άρα σύµφωνα µε το Θ. Rolle η εξίσωση  / 4 3( ) 0 5 8 0,F x x x λχ λλχ λλχ λλχ λ= ⇔ − − + == ⇔ − − + == ⇔ − − + == ⇔ − − + =  έχει τουλάχιστον 
µία λύση στο (0, 2). 
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(2η ): Ν.∆.Ο. η εξίσωση f(x) = 0 έχει το πολύ µια ρίζα στο (α, β) 
 
→ Αποδεικνύουµε ότι η f είναι γνήσια µονότονη στο (α, β).  Αν αυτό δεν είναι εφικτό,  

 
υποθέτουµε ότι η εξίσωση έχει 2 ρίζες ρ1, ρ2 στο (α, β) µε ρ1<ρ2, οπότε µε τη βοήθεια του  
 
Θ. Rolle καταλήγουµε σε άτοπο!! ( άτοπο – Rolle ).  
 

 
Π.χ. 

∆είξτε ότι η εξίσωση 
2

7 3
3

x

x
    

= −= −= −= −    
    

 έχει το πολύ µια ρίζα στο R . 

Λύση 

Έστω: (((( )))) 2
7 3,   .

3
R�

x

f x x x
    

= − + ∈= − + ∈= − + ∈= − + ∈    
    

 

Για Rx∈∈∈∈ : / 2 2
( ) ln 7 0

3 3

x

f x
    

= ⋅ − <= ⋅ − <= ⋅ − <= ⋅ − <    
    

,  άρα :    Rf στοστοστοστο↓↓↓↓ , οπότε η εξίσωση  (((( )))) 0f x ====  έχει το  

 
πολύ µια ρίζα στο .R  
 
 
 
Π.χ. 
∆είξτε ότι η εξίσωση:  3 2 22 3 6 0,   0x ax a x aββββ+ + + = ≠+ + + = ≠+ + + = ≠+ + + = ≠  έχει το πολύ µια ρίζα στο .R  
 
Λύση 
� Έστω: 3 2 2( ) 2 3 6 ,   Rf x x ax a x xββββ= + + + ∈= + + + ∈= + + + ∈= + + + ∈ ,  η οποία είναι παραγωγίσιµη στο R   
 
µε   / 2 2( ) 6 6 6f x x ax a= + += + += + += + + . 
 

� Υποθέτουµε πως η εξίσωση  ( ) 0f x ====   έχει δύο ρίζες στο  R , τις ρ1, ρ2  µε  ρ1<ρ2.  
 
Τότε f(ρ1) = f(ρ2) = 0, η f είναι παραγωγίσιµη στο [ρ1, ρ2],  άρα σύµφωνα µε το Θ. Rolle    
   
 η εξίσωση   / 2 2( ) 0 6 6 6 0f x x ax a= ⇔ + + == ⇔ + + == ⇔ + + == ⇔ + + =    θα έπρεπε να έχει ρίζα στο (ρ1, ρ2),   
 
 άτοπον,    αφού  ∆ = -3α2 < 0. 
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(3η): Ν.∆.Ο. η εξίσωση f(x)=0 έχει µοναδική ρίζα στο (α , β) 
 
→ Αποδεικνύουµε ότι έχει τουλάχιστον µία ρίζα (1η ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ) και µετά ότι έχει το πολύ  

 
µια ρίζα (2η ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ). 

 
Π.χ. 
 
Ν.∆.Ο.  η εξίσωση:  ln 2 0x x+ =+ =+ =+ =  , έχει µοναδική ρίζα στο (0, )+∞+∞+∞+∞ . 
 
Λύση 
→ Έστω: ( ) ln 2 ,   0f x x x x= + >= + >= + >= + >  

→ Για  / 1
0 : ( ) 2 0,x f x

x
> = + >> = + >> = + >> = + >   άρα  :f ↑↑↑↑ στο (0, )+∞+∞+∞+∞ . 

Τότε: (((( ))))
0

( ) lim ( ),   lim ( ) ( ,   ) R
xx

f A f x f x
++++ →+∞→+∞→+∞→+∞→→→→

= = −∞ + ∞ == = −∞ + ∞ == = −∞ + ∞ == = −∞ + ∞ = . 

 
Παρατηρούµε ότι το  0 ( )f A∈∈∈∈  άρα η εξίσωση ( ) 0f x ====   θα έχει τουλάχιστον µία ρίζα στο 

(0, )+∞+∞+∞+∞   που θα είναι µοναδική  διότι  :f ↑↑↑↑  στο  (0, ).+∞+∞+∞+∞  
 
Π.χ. 
Ν.∆.Ο. η εξίσωση:  2xx e⋅ =⋅ =⋅ =⋅ =  έχει µοναδική ρίζα στο (0,1). 
 
Λύση 
→ Έστω  ( ) 2,xf x x e= ⋅ −= ⋅ −= ⋅ −= ⋅ −  ,Rx∈∈∈∈  η οποία είναι συνεχής στο R , αφού και στο [0,1],  όπου  

 
(0) (1) 2 ( 2) 0,f f e⋅ = − ⋅ − <⋅ = − ⋅ − <⋅ = − ⋅ − <⋅ = − ⋅ − <  έτσι σύµφωνα µε το Θ. Bolzano, η ( ) 0f x ====  έχει ρίζα στο (0,1) 

 
→ Για  /(0,1) : ( ) ( 1) 0,xx f x e x∈ = ⋅ + >∈ = ⋅ + >∈ = ⋅ + >∈ = ⋅ + >  άρα :f ↑↑↑↑ στο [0,1] 
 

Οπότε θα έχει το πολύ µια ρίζα σ’ αυτό και επειδή έχει τουλάχιστον µια ρίζα στο (0,1)  
 
αυτή είναι και µοναδική!! 

 
 
Π.χ. 
Ν.∆.Ο. η εξίσωση 2xx e⋅ =⋅ =⋅ =⋅ =  έχει µοναδική ρίζα στο R . 

 
Λύση 
Έστω:  ( ) 2,   .Rxf x x e x= ⋅ − ∈= ⋅ − ∈= ⋅ − ∈= ⋅ − ∈  

 

 Για :Rx∈∈∈∈  
/

/

( ) ( 1)

( ) 0 1

x x xf x e x e e x

f x x

= + ⋅ = ⋅ += + ⋅ = ⋅ += + ⋅ = ⋅ += + ⋅ = ⋅ +

= ⇔ = −= ⇔ = −= ⇔ = −= ⇔ = −
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● Για χ = -1 η f παρουσιάζει ελάχιστο, 

   το   
1

( 1) 2 0f
e

− = − − <− = − − <− = − − <− = − − <  . 

● Βρίσκουµε τις οριακές τιµές της f στo   
 
   ±∞±∞±∞±∞ . 

                               

(((( ))))
(((( ))))

(((( ))))
(((( ))))

0

2

Έχουµε:

lim ( 2) ( ) ( ) 2 .

Eπίσης:

lim 2 2.

1 1
lim lim lim lim

1 1

lim 0 0.

x

x

x

x

x
xx x x x

x x
x

x

x

x e

x e

x
x e

e
e ee

e

→+∞→+∞→+∞→+∞

→−∞→−∞→−∞→−∞

−∞−∞−∞−∞
−∞ ⋅−∞ ⋅−∞ ⋅−∞ ⋅ +∞+∞+∞+∞

→−∞ →−∞ →−∞ →−∞→−∞ →−∞ →−∞ →−∞→−∞ →−∞ →−∞ →−∞→−∞ →−∞ →−∞ →−∞

→−∞→−∞→−∞→−∞

⋅ − = +∞ ⋅ +∞ − = +∞⋅ − = +∞ ⋅ +∞ − = +∞⋅ − = +∞ ⋅ +∞ − = +∞⋅ − = +∞ ⋅ +∞ − = +∞

⋅ − = −⋅ − = −⋅ − = −⋅ − = −

⋅ = = =⋅ = = =⋅ = = =⋅ = = =
−−−−−−−−

= − = − == − = − == − = − == − = − =

 
Τότε αν: 

(((( ]]]] (((( ))))

[[[[ )))) (((( ))))

1 1

2 2

1
, 1 2, 2

1
1, 2,

f
e

f
e

    
∆ = −∞ − → ∆ = − − −∆ = −∞ − → ∆ = − − −∆ = −∞ − → ∆ = − − −∆ = −∞ − → ∆ = − − −        

    
∆ = − +∞ → ∆ = − − +∞∆ = − +∞ → ∆ = − − +∞∆ = − +∞ → ∆ = − − +∞∆ = − +∞ → ∆ = − − +∞     

 

 
Παρατηρούµε ότι το  10 ( ),f∉ ∆∉ ∆∉ ∆∉ ∆   άρα η εξίσωση  ( ) 0f x ==== ,  δεν έχει ρίζα στο ∆1.  Επίσης το  
 

20 ( )f∈ ∆∈ ∆∈ ∆∈ ∆ , άρα η εξίσωση  ( ) 0f x ====   έχει ρίζα στο ∆2  και µάλιστα µοναδική αφού: f ↑↑↑↑  στο  
 
∆2. 

 

 

 

(4η): Ν.∆.Ο η εξίσωση f(x) = 0 έχει τουλάχιστο κ ρίζες στο (α, β) 
 
→ Χωρίζουµε το (α, β) σε κ διαστήµατα και εφαρµόζουµε την «µεθοδολογία» της 

 
1ης  ΚΑΤΗΓΟΡΙΑΣ  ΣΕ  ΚΑΘΕΝΑ  ΑΠΟ  ΑΥΤΑ. 

 
 
 
 
 

x -∞                  -1                      +∞  

f ′′′′  −−−−  ++++  

f  -2                      +∞  
min 

1
2

e
− −− −− −− −  
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(5η ): Ν.∆.Ο η εξίσωση f (x) = 0 έχει το πολύ κ ρίζες στο (α, β) 
 
→ Υποθέτουµε ότι η εξίσωση έχει  (κ+1)  ρίζες στο (α, β) και µε διαδοχικές εφαρµογές του     

Θ. Rolle   καταλήγουµε σε άτοπο! ( άτοπο – Rolle ). 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  Το παραπάνω θέµα µπορεί να αντιµετωπισθεί µε την βοήθεια της             
µονοτονίας της f. 
 
☼ Ειδικότερα αν f: πολυωνυµική  συνάρτηση  κ – βαθµού, τότε η εξίσωση  ( ) 0f x ====  έχει το 
πολύ  κ – ρίζες. 
 
 
Π. χ. 
∆είξτε ότι η εξίσωση  2 3xe x x= + += + += + += + +   έχει το πολύ τρείς άνισες ρίζες. 
 
Λύση 
Θεωρούµε τη συνάρτηση: (((( )))) 2 3,   .xf x e x x x= − − − ∈= − − − ∈= − − − ∈= − − − ∈R   Υποθέτουµε πως η εξίσωση    

 

(((( )))) 0f x ====  έχει  τέσσερις ρίζες τις  1 2 3 4, , ,ρ ρ ρ ρρ ρ ρ ρρ ρ ρ ρρ ρ ρ ρ , οπότε: (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))1 2 3 4 0f f f fρ ρ ρ ρρ ρ ρ ρρ ρ ρ ρρ ρ ρ ρ= = = == = = == = = == = = = . 

 
Έστω  1 2 3 4ρ ρ ρ ρρ ρ ρ ρρ ρ ρ ρρ ρ ρ ρ< < << < << < << < < . 

 
Τότε η f ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ. Rolle σε καθένα από τα διαστήµατα : 
 

1 2 2 3 3 4, ,  , ,  ,ρ ρ ρ ρ ρ ρρ ρ ρ ρ ρ ρρ ρ ρ ρ ρ ρρ ρ ρ ρ ρ ρ                                           οπότε υπάρχουν (((( )))) (((( )))) (((( ))))1 1 2 2 2 3 3 3 4, ,   , ,   ,ξ ρ ρ ξ ρ ρ ξ ρ ρξ ρ ρ ξ ρ ρ ξ ρ ρξ ρ ρ ξ ρ ρ ξ ρ ρξ ρ ρ ξ ρ ρ ξ ρ ρ∈ ∈ ∈∈ ∈ ∈∈ ∈ ∈∈ ∈ ∈        

 
  ώστε: (((( )))) (((( )))) (((( ))))1 2 3' ' ' 0f f fξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ= = == = == = == = = ,  όπου (((( ))))' 2 1,   xf x e x x= − − ∈= − − ∈= − − ∈= − − ∈R� 

 
Αντίστοιχα η  f ′′′′  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ. Rolle σε καθένα από τα διαστήµατα:  
 

1 2 2 3, ,   ,ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ                           οπότε υπάρχουν 1 1 2( , )x ξ ξξ ξξ ξξ ξ∈∈∈∈  και  (((( ))))2 2 3,x ξ ξξ ξξ ξξ ξ∈∈∈∈   ώστε: (((( )))) (((( ))))/ / / /
1 2 0f x f x= == == == =   

 
όπου (((( ))))/ / 2,   .xf x e x= − ∈= − ∈= − ∈= − ∈R  

 
Τέλος η f ′′′′′′′′  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ. Rolle στο 1 2,x x          ,  οπότε υπάρχει  

 

(((( ))))0 1 2,x x x∈∈∈∈  : (((( )))) (((( ))))3
0 0f x ====   άτοπον, διότι (((( )))) (((( ))))3 0xf x e= >= >= >= >   για κάθε x∈∈∈∈R . Άρα η (((( )))) 0f x ====   

 
έχει το πολύ τρείς ρίζες στο R . 
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(6η): Ν.∆.Ο η εξίσωση f(x) = 0  έχει κ ρίζες στο ( α ,β ) 
 
→ Εφαρµόζουµε την µεθοδολογία της 4ης και της 5ης κατηγορίας . 
 
Π.χ.  

Να δειχτεί ότι η εξίσωση: 2x x x xηµ συνηµ συνηµ συνηµ συν= ⋅ += ⋅ += ⋅ += ⋅ +  έχει ακριβώς δύο ρίζες στο  , .
2 2
π ππ ππ ππ π    

−−−−    
    

 

Λύση 
Θεωρούµε τη συνάρτηση (((( )))) 2f x x x x xηµ συνηµ συνηµ συνηµ συν= − ⋅ −= − ⋅ −= − ⋅ −= − ⋅ − ,  η οποία είναι συνεχής στα διαστήµατα  

 

,0 ,   0,
2 2
π ππ ππ ππ π            

−−−−                        
  ,  µε     (((( ))))

2 2

0,    0 1 0,    0
2 4 2 2 4 2

f f f
π π π π π ππ π π π π ππ π π π π ππ π π π π π            

− = − > = − < = − − >− = − > = − < = − − >− = − > = − < = − − >− = − > = − < = − − >            
            

,      

 

   άρα   (((( ))))0 0
2

f f
ππππ    

− ⋅ <− ⋅ <− ⋅ <− ⋅ <    
    

  και  (((( ))))0 0
2

f f
ππππ    

⋅ <⋅ <⋅ <⋅ <    
    

.  Έτσι σύµφωνα µε το Θ. Bolzano, η  f  έχει  

 

από µια τουλάχιστον ρίζα σε καθένα  από τα διαστήµατα: ,0    0,
2 2
π ππ ππ ππ π

καικαικαικαι            
−−−−            

            
,  άρα έχει 

τουλάχιστον δύο ρίζες στο , .
2 2
π ππ ππ ππ π    

−−−−    
    

 

 

Για (((( )))) (((( ))))/, :   2
2 2

x f x x x
π ππ ππ ππ π

συνσυνσυνσυν    
∈ − = ⋅ −∈ − = ⋅ −∈ − = ⋅ −∈ − = ⋅ −    
    

.  Τότε: ( ) 0 0,   διότι 2.f x x xσυνσυνσυνσυν′′′′ = ⇔ = ≠= ⇔ = ≠= ⇔ = ≠= ⇔ = ≠  

 

χ     
2
ππππ

−−−−                         0                           
2
ππππ

                                                      

( )f x′′′′    
−−−−  

+  

( )f x    
  

  

 

Για (((( ))))/,0 : 0 :
2

x f x f
ππππ    

∈ − < ⇒ ↓∈ − < ⇒ ↓∈ − < ⇒ ↓∈ − < ⇒ ↓    
    

 στο ,0
2
ππππ    

−−−−        
,    οπότε η (((( )))) 0f x ====  έχει το πολύ µια ρίζα 

σ’ αυτό. 
 

Για (((( ))))/0, : 0 :
2

x f x f
ππππ    

∈ > ⇒ ↑∈ > ⇒ ↑∈ > ⇒ ↑∈ > ⇒ ↑    
    

 στο 0,
2
ππππ    

        
οπότε η (((( )))) 0f x ====  έχει το πολύ µια ρίζα σ’ αυτό. 

 

Έτσι η f έχει το πολύ 2 ρίζες στο ,
2 2
π ππ ππ ππ π    

−−−−        
 και επειδή έχει τουλάχιστον δύο ρίζες αυτές θα 

είναι µοναδικές. 
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(7η ): Να βρεθεί το πλήθος των ριζών της  f(x) = 0   
 
→ Σχηµατίζουµε τον πίνακα µεταβολής της f  και µε την βοήθεια των συνόλων τιµών των 

επιµέρους διαστηµάτων στα οποία χωρίζεται το πεδίο ορισµού της f προσδιορίζουµε το 
πλήθος των ριζών της. 

 
Π. χ. 
Να βρεθεί το πλήθος των πραγµατικών ριζών της εξίσωσης: 4 3 23 8 6 24 5 0.x x x x+ − − + =+ − − + =+ − − + =+ − − + =  
 
Λύση 
Έστω (((( )))) 4 3 23 8 6 24 5,   .f x x x x x x= + − − + ∈= + − − + ∈= + − − + ∈= + − − + ∈R� 

 
Για (((( ))))/ 3 2:   12 24 12 24x f x x x x∈ = + − −∈ = + − −∈ = + − −∈ = + − −R  

 

(((( ))))/ 0 2  ή  1  ή  1.f x x x x= ⇔ = − = − == ⇔ = − = − == ⇔ = − = − == ⇔ = − = − =  

 
 

χ -∞             -2                   -1                    1             +∞  
f / (x) −−−−  + −−−−  + 

f(x) +∞    +∞  

 
 
 

(((( ))))lim
x

f x
→±∞→±∞→±∞→±∞

= +∞= +∞= +∞= +∞   

 
Αν:  (((( ]]]] (((( ]]]] (((( ]]]] (((( ))))1 2 3 4, 2 ,    2, 1 ,    1,1 ,    1,∆ = −∞ − ∆ = − − ∆ = − ∆ = +∞∆ = −∞ − ∆ = − − ∆ = − ∆ = +∞∆ = −∞ − ∆ = − − ∆ = − ∆ = +∞∆ = −∞ − ∆ = − − ∆ = − ∆ = +∞  

 
Τότε: (((( )))) [[[[ )))) (((( )))) (((( ]]]] (((( )))) [[[[ )))) (((( )))) (((( ))))1 2 3 413, ,   13,18 ,   14,18 ,   14,f f f f∆ = +∞ ∆ = ∆ = − ∆ = +∞∆ = +∞ ∆ = ∆ = − ∆ = +∞∆ = +∞ ∆ = ∆ = − ∆ = +∞∆ = +∞ ∆ = ∆ = − ∆ = +∞  

 
Παρατηρούµε ότι: το (((( ))))10 f∉ ∆∉ ∆∉ ∆∉ ∆  και (((( ))))20 f∉ ∆∉ ∆∉ ∆∉ ∆  οπότε η ( ) 0f x ====   δεν έχει ρίζες στα  

 
διαστήµατα ∆1 και ∆2.  Όµως (((( ))))30 f∈ ∆∈ ∆∈ ∆∈ ∆   οπότε η  ( ) 0f x ====   έχει ρίζα στο ∆3  και µάλιστα  

 
µοναδική αφού :f ↓↓↓↓  στο ∆3 

 
Οµοίως το (((( ))))40 f∈ ∆∈ ∆∈ ∆∈ ∆  κατά συνέπεια η  ( ) 0f x ====   έχει ρίζα και στο ∆4 και µάλιστα µοναδική  

 
αφού :f ↑↑↑↑ στο ∆4. 
 
Συµπέρασµα: Η εξίσωση 4 3 23 8 6 24 5 0x x x x+ − − + =+ − − + =+ − − + =+ − − + =  έχει ακριβώς δύο ρίζες στο R . 
 
 
 

13 
τ.ε
 

18 
τ.µ

-14 
τ.ε
. 
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Π.χ.  
Πόσες πραγµατικές ρίζες έχει η εξίσωση  4 4 0,x x λλλλ− + =− + =− + =− + =  λλλλ ∈∈∈∈R  
 
ΛΥΣΗ 
➢ Θεωρούµε τη συνάρτηση  4( ) 4 ,   xf x x x λλλλ= − + ∈= − + ∈= − + ∈= − + ∈R  
 
➢ Για :x∈∈∈∈R  / 3( ) 4 4f x x= −= −= −= −  
 

  / 3 3( ) 0 4 4 0 1 1f x x x x= ⇔ − = ⇔ = ⇔ == ⇔ − = ⇔ = ⇔ == ⇔ − = ⇔ = ⇔ == ⇔ − = ⇔ = ⇔ =  
 
  4lim ( ) lim ( 4 )

x x
f x x x λλλλ

→±∞ →±∞→±∞ →±∞→±∞ →±∞→±∞ →±∞
= − + = +∞= − + = +∞= − + = +∞= − + = +∞  

 
 

x -∞∞∞∞                                   1                             +∞∞∞∞  

f / (x) −  +  

f(x)   

 
 
  

� Έστω:    (((( ]]]]1 ,1∆ = −∞∆ = −∞∆ = −∞∆ = −∞  τότε (((( )))) (((( )))) (((( )))) [[[[ ))))1 1 , lim 3,
x

f f f x λλλλ
→−∞→−∞→−∞→−∞

    ∆ = = − +∞∆ = = − +∞∆ = = − +∞∆ = = − +∞
    

 

 

και  (((( ))))2 1,∆ = +∞∆ = +∞∆ = +∞∆ = +∞   τότε (((( )))) (((( ))))(((( )))) (((( ))))2
1

lim , lim ( ) 3,
xx

f f x f x λλλλ
++++ →+∞→+∞→+∞→+∞→→→→

∆ = = − +∞∆ = = − +∞∆ = = − +∞∆ = = − +∞  

 
� Αν: 3 0 3λ λλ λλ λλ λ− > ⇔ >− > ⇔ >− > ⇔ >− > ⇔ >  τότε: (((( )))) (((( ))))1 20   0f fκαικαικαικαι∉ ∆ ∉ ∆∉ ∆ ∉ ∆∉ ∆ ∉ ∆∉ ∆ ∉ ∆  άρα  η  εξίσωση  είναι  αδύνατη 

στο .R  
 
� Αν:  3 0 3λ λλ λλ λλ λ− < ⇔ <− < ⇔ <− < ⇔ <− < ⇔ <  τότε: (((( ))))10 f∈ ∆∈ ∆∈ ∆∈ ∆  οπότε η εξίσωση  (((( )))) 0f x ====  έχει µοναδική ρίζα  

 
στο ∆1 (αφού :f ↓↓↓↓ στο ∆1).  Όµοια έχει µοναδική ρίζα και στο ∆2, έτσι η εξίσωση έχει δύο  
 
ακριβώς ρίζες στο .R  
 

� Αν λ = 3,  τότε η εξίσωση έχει µοναδική ρίζα στο R την χ = 1  αφού (((( )))) [[[[ ))))1 0,f ∆ = +∞∆ = +∞∆ = +∞∆ = +∞     και  

 
(((( )))) (((( ))))2 0,f ∆ = +∞∆ = +∞∆ = +∞∆ = +∞ . 

 
 
 
 
 

min 
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(8η): Να λυθεί στο ℜ  η εξίσωση ( ) 0f x =   
 
→ Βρίσκουµε τις προφανείς ρίζες της εξίσωσης και αποδεικνύουµε ότι είναι µοναδικές  
 
 
Π.χ  
Να λυθεί στο R  η εξίσωση:  (((( )))) 2ln 1 6 0.x x x− + + − =− + + − =− + + − =− + + − =   

 
 
ΛΥΣΗ 
� Θεωρούµε τη συνάρτηση  (((( )))) (((( )))) 2ln 1 6,   1f x x x x x= − + + − >= − + + − >= − + + − >= − + + − > . Παρατηρούµε ότι για         

χ = 2:  (((( ))))2 0f ====   άρα ο αριθµός 2 είναι ρίζα της εξίσωσης (((( )))) 0.f x ====  

� Για χ > 1: (((( ))))/ 1
2 1 0

1
f x x

x
= + + >= + + >= + + >= + + >

−−−−
, άρα :f ↑↑↑↑  στο (((( ))))1,+∞+∞+∞+∞   οπότε το 2 είναι η µοναδική 

ρίζα της (((( )))) 0.f x ====  

 
 
 
 
Π.χ  
Να λυθεί στο R  η εξίσωση:  3 4 5 .x x x+ =+ =+ =+ =  
 
 
ΛΥΣΗ 

� Η εξίσωση γράφεται: 
3 4 3 4

1 1 0
5 5 5 5

x xx x

x x

            
+ = ⇔ + − =+ = ⇔ + − =+ = ⇔ + − =+ = ⇔ + − =            

            
 

Θεωρούµε τη συνάρτηση (((( )))) 3 4
1,   

5 5

x x

f x x
            

= + − ∈= + − ∈= + − ∈= + − ∈            
            

R  

 
Παρατηρούµε ότι για χ = 2: (((( ))))2 0f ==== , άρα ο αριθµός 2 είναι ρίζα της εξίσωσης 

 

Για (((( ))))/ 3 3 4 4
:  ln ln 0

5 5 5 5

x x

x f x
            

∈ℜ = + ⋅ <∈ℜ = + ⋅ <∈ℜ = + ⋅ <∈ℜ = + ⋅ <            
            

, άρα :f ↓↓↓↓  στο R  οπότε το 2 είναι η  

 
µοναδική ρίζα της (((( )))) 0.f x ====  
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Π.χ 
Λύστε στο R την εξίσωση: (((( ))))4 5 3 6  1x x x x+ = ++ = ++ = ++ = +  

 
ΛΥΣΗ 
Η (((( )))) (((( ))))1 5 3 6 4   2x x x x⇔ − = −⇔ − = −⇔ − = −⇔ − = −  

 
Θεωρούµε τη συνάρτηση (((( )))) xf t t====  η οποία είναι παραγωγίσιµη στο (((( ))))0,+∞+∞+∞+∞ µε  

 
(((( ))))/ 1xf t x t −−−−= ⋅= ⋅= ⋅= ⋅  

 
Τότε  f  παραγωγίσιµη σε καθένα από τα διαστήµατα [[[[ ]]]]3,5 και [[[[ ]]]]4,6  οπότε από Θ. Μ. Τ  

 
υπάρχουν   (((( ))))1 3,5ξξξξ ∈∈∈∈   και   (((( ))))2 4,6ξξξξ ∈∈∈∈  τέτοια ώστε: 

 

(((( )))) (((( )))) (((( ))))/ 1 1
1 1 1

5 3 5 3
2 5 3

5 3 2

x x
x x x xf f

f x xξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ− −− −− −− −−−−− −−−−
= ⇔ ⋅ = ⇔ = −= ⇔ ⋅ = ⇔ = −= ⇔ ⋅ = ⇔ = −= ⇔ ⋅ = ⇔ = −

−−−−
 

 

και  (((( )))) (((( )))) (((( ))))/ 1 1
2 2 2

6 4 6 4
2 6 4

6 4 2

x x
x x x xf f

f x xξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ− −− −− −− −−−−− −−−−
= ⇔ ⋅ = ⇔ = −= ⇔ ⋅ = ⇔ = −= ⇔ ⋅ = ⇔ = −= ⇔ ⋅ = ⇔ = −

−−−−
 

 

Τότε η  (((( )))) (((( ))))1 1 1 1
1 2 1 22 2 2 2 0 0x x x xx x x xξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ− − − −− − − −− − − −− − − −⇔ = ⇔ − = ⇔ =⇔ = ⇔ − = ⇔ =⇔ = ⇔ − = ⇔ =⇔ = ⇔ − = ⇔ =   ή  1 1

1 2 0x x xξ ξξ ξξ ξξ ξ− −− −− −− −= ⇔ == ⇔ == ⇔ == ⇔ =         

 

  ή   
1

1

2

1 0
x

x
ξξξξ
ξξξξ

−−−−
    

= ⇔ == ⇔ == ⇔ == ⇔ =    
    

  ή  1x ==== . 

 
 
 
 

 
 
 
 


