Τίτλος.
Εισαγωγή στην έλλειψη και τις ιδιότητές της

Ταυτότητα του σεναρίου.

Συγγραφέας :. Κολόμβας Ιωάννης
Γνωστική περιοχή των μαθηματικών: Αναλυτική Γεωμετρία

Θέμα : Η έλλειψη και μερικές ιδιότητές της
Βασική ιδέα : Οι μαθητές ανακαλύπτουν το λογισμικό δυναμικής Γεωμετρίας Geogebra, κατασκευάζουν μια έλλειψη και μελετούν μερικές από τις ιδιότητές της.
Σκεπτικό της δραστηριότητας.
Η χρήση του λογισμικού όπως περιγράφεται στην πρόταση διδασκαλίας προσφέρει στους μαθητές τη δυνατότητα της κατασκευής από τους ίδιους και με αυστηρά μαθηματικό τρόπο της καμπύλης της έλλειψης. Η κατασκευή αυτή δεν μπορεί με την ίδια ακρίβεια και ποιότητα να πραγματοποιηθεί με παραδοσιακά εποπτικά μέσα (πίνακας κιμωλίας κ.λ.π.) καθώς περιλαμβάνει την κίνηση του σημείου τομής δύο κύκλων με σταθερό άθροισμα ακτίνων. Η δυνατότητα που προσφέρει το λογισμικό (και που αποτελεί καινοτομία για την εκπαιδευτική διαδικασία) μετατρέπει το μαθητή από παθητικό θεατή μιας επιχειρούμενης από τον διδάσκοντα κατασκευής όπως αυτός μπορούσε, σε ενεργητικό παράγοντα διδασκαλίας και αυτοδιδασκαλίας με προφανή οφέλη για τα επίπεδα κατανόησης του διδασκόμενου αντικειμένου. 

Παράλληλα η χρήση του λογισμικού επιτρέπει την οπτικοποίηση της αλλαγής παράστασης των μαθηματικών εννοιών και κατασκευών. Ετσι, ενώ παλαιότερα μόνο μαθητές με αυξημένη μαθηματική «φαντασία» μπορούσαν να «δούν» τη μεταβολή ενός σχήματος καθώς διάφοροι παράγοντές του μεταβάλλονται, αυτό γίνεται τώρα εύκολα κτήμα κάθε μαθητή. Με αυτόν τον τρόπο όχι μόνο παύει ο αποκλεισμός του από τη διδασκαλία αλλά αυτός καθίσταται ενεργό μέλος της.

Η χρήση λοιπόν του μαθηματικού λογισμικού στο πλαίσιο της καθοδηγούμενης από τον διδάσκοντα ανακάλυψης, προσφέρει πρωτόγνωρες δυνατότητες και αναμένεται να συμβάλλει στην αύξηση της κατανόησης των εισαγόμενων μαθηματικών εννοιών. 
Πλαίσιο εφαρμογής.
Η παρούσα πρόταση διδασκαλίας αφορά σε τμήμα Θετικής ή Τεχνολογικής Κατεύθυνσης Β΄Λυκείου και χρειάζεται να δαπανηθούν 4 διδακτικές ώρες (προτείνεται να είναι 2 δίωρα). Πρόκειται για το εισαγωγικό μάθημα στην έννοια της έλλειψης και οι μαθητές χρειάζεται να γνωρίζουν τις ήδη διδαχθείσες έννοιες του κύκλου και της ευθείας.

Οι μαθητές θα χρησιμοποιήσουν το σχολικό εργαστήριο Η/Υ σε ομάδες των 2 ατόμων. Στους υπολογιστές απαιτείται να είναι εγκατεστημένο το λογισμικό Geogebra και οι μαθητές θα λάβουν από ένα φύλλο εργασίας με σχετικές οδηγίες- ερωτήσεις, το οποίο θα συμπληρώσουν κατά τη διάρκεια της διδασκαλίας. Επειδή ένας από τους σκοπούς της διδασκαλίας είναι η επαφή και η εξοικείωση με το λογισμικό, προτείνεται να μην διαχωριστούν οι ρόλοι των μαθητών (π.χ. χειρισμός Η/Υ, συμπλήρωση του φύλλου εργασίας) αλλά όλοι οι μαθητές να χειριστούν τον Η/Υ. Ο ρόλος του διδάσκοντα είναι συμβουλευτικός παροχής οδηγιών και ενθαρρυντικός-καθοδηγητικός στα σημεία όπου από το φύλλο εργασίας επιχειρείται εμβάθυνση-γενίκευση των παρουσιαζόμενων μαθηματικών εννοιών.
Οι επιδιωκόμενοι διδακτικοί στόχοι είναι:

· Οι μαθητές να μάθουν τη χρήση του λογισμικού Geogebra και μερικές από τις δυνατότητές του. Το λογισμικό αυτό, όντας freeware προσφέρει τη δυνατότητα στους μαθητές να το ανακτήσουν νόμιμα και δωρεάν από το διαδίκτυο και να το χρησιμοποιούν για τις ανάγκες τους.
· Να αντιληφθούν οι μαθητές τη στενή σχέση Άλγεβρας και Γεωμετρίας, που αποτελεί και βασικό χαρακτηριστικό της Αναλυτικής Γεωμετρίας, μέρος της οποίας αποτελεί και η διδασκαλία της έλλειψης.
· Οι μαθητές να αναπτύξουν συνεργατικό πνεύμα με τους συμμαθητές τους αλλά ταυτόχρονα την ικανότητα να εκτελούν οδηγίες του καθηγητή τους, ακολουθώντας μια δομημένη και σχεδιασμένη από αυτόν διδασκαλία.
· Να εμβαθύνουν αλλά και να γενικεύουν μαθηματικές έννοιες και δομήματα εκκινώντας από τη διατυπωμένη ερώτηση στο φύλλο εργασίας, εκφράζονας κάποια υπόθεση και ελέγχοντάς την με το λογισμικό ή με αναλυτικό τρόπο.

Ανάλυση της πρότασης διδασκαλίας.
Η διδασκαλία προτείνεται να πραγματοποιηθεί σε δύο στάδια, διάρκειας δύο διδακτικών ωρών το καθένα.

1ο ΣΤΑΔΙΟ (2 διδακτικές ώρες)

 
Δίνεται σε κάθε μαθητή ένα φύλλο εργασίας με οδηγίες και δραστηριότητες, το οποίο πρέπει να συμπληρωθεί κατά τη διάρκεια της διδασκαλίας. Το φύλλο δόθηκε χωρίς να περιέχει εικόνες από το Geogebra, όπως γίνεται στη συνέχεια.
1ο ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ

1)Κατασκευάστε το σημείο Α(-8,8)

2)Κατασκευάστε το σημείο Β(0,8)

3) Kατασκευάστε το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ.

Πόση είναι η απόσταση των σημείων Α και Β ;…………………………..

4)Κατασκευάστε σημείο  C πάνω στο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ.


Μετρήστε τις  αποστάσεις AC=……………..  και  BC=…………….…

5)Μετονομάστε την AC σε d1 και  την BC σε d2

6)Κατασκευάστε σημεία Ε΄ (-3,0) και Ε (3,0)


Η απόσταση Ε΄Ε είναι ………………………………………..………

7)Κατασκευάστε τον κύκλο με κέντρο Ε΄ και ακτίνα d1.


Ποια είναι η εξίσωσή του ;

8)Κατασκευάστε τον κύκλο με κέντρο Ε  και ακτίνα d2.


Ποια είναι η εξίσωσή του ;

Ποια είναι τα σημεία τομής των δύο κύκλων;   D (….…….) και  F(….…..). Πως βρίσκουμε τα σημεία αυτά με αναλυτικό τρόπο ;
…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

Είναι βέβαιο ότι οι κύκλοι θα τέμνονται ;………………………………..

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….
(ΣΧΟΛΙΟ : Διαφαίνεται η προσπάθεια του συντάκτη του φύλλου εργασίας να εντρυφήσουν οι μαθητές σε δίαφορες δυνατότητες του λογισμικού. Στον κενό χώρο της ερώτησης (8) οι μαθητές λύνουν το σύστημα των εξισώσεωντων δύο κύκλων για να βρούν τα σημεία τομής τους που ήδη έχουν βρέι μέσα από το λογισμικό. Αν κριθεί σκόπιμο, ο διδάσκων μπορεί να λύσει στον πίνακα του εργαστηρίου το σύστημα αυτό.)
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9)Κατασκευάστε τα ευθύγραμμα τμήματα E΄D και DF και  μετονομάστε τα σε ……………..….. και ……………….…………. αντίστοιχα.

10)Καταστήστε ενεργό το ίχνος των σημείων D και F.

11)Πιέζοντας σταθερά το αριστερό πλήκτρο του mouse σύρετε το σημείο C δεξιά-αριστερά.

Το σχήμα που δημιουργούν τα ίχνη των σημείων D και F ονομάζεται έλλειψη, με εστίες τα σημεία Ε΄ και Ε. ¨Έχει άξονες συμμετρίας……………….
……………………………………….. και κέντρο το σημείο……..…

12)Πόσο είναι το άθροισμα d1 + d2;………………Αλλάζει καθώς μετακινείται το σημείο C ;…….…...


Παρατηρούμε ότι η έλλειψη είναι ένα σύνολο σημείων (……………………… τόπος )  των οποίων το άθροισμα των αποστάσεων από τα σταθερά σημεία Ε΄ και Ε είναι ……………….. και ίσο με ……… και μεγαλύτερο του μήκους του ευθύγραμμου τμήματος ……………….……………………

13)Γιατί πρέπει να είναι μεγαλύτερο της απόστασης  E΄Ε;..........................................

.....................................................................................................................................
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14) Ονομάσετε K’, K τα σημεία όπου η έλλειψη τέμνει τους ημιάξονες  Οχ΄ και Οχ αντίστοιχα και Μ΄, Μ τα σημεία όπου η έλλειψη τέμνει τους ημιάξονες Οy΄ και Οy αντίστοιχα. Τα σημεία αυτά λέγονται κορυφές της έλλειψης. 

Οι συντεταγμένες των κορυφών είναι…………………………………...

15) Τα ευθύγραμμα τμήματα Κ΄Κ και Μ΄Μ λέγονται αντίστοιχα μεγάλος και μικρός άξονας της έλλειψης.

 Τα μήκη τους είναι………………… και ………….…………….

16) Ποια σχέση υπάρχει μεταξύ των τετραγώνων των μηκών ΟΕ, ΟΜ και ΟΚ ;


Είναι……………………………………………………………………………………………………………………………………………….

Τι θα ίσχυε αν αντί για έλλειψη είχαμε κύκλο;…………………………

………………………………………………………………..…………
17) Τι σχήμα είναι το τετράπλευρο Ε΄Μ΄ΕΜ ; ………………………………


Είναι πάντα έτσι ; Ποιές είναι οι απαραίτητες συνθήκες για να αλλάξει σχήμα το Ε΄Μ΄ΕΜ;……………………………………………………………….…

………………………………………………………………………
ΣΧΟΛΙΟ : Σ’ αυτό το σημείο τελειώνει το 1ο δίωρο. Οι μαθητές κατασκεύασαν με αυστηρά μαθηματικό τρόπο μια έλλειψη και συμπληρώνοντας το φύλλο εργασίας είδαν διάφορα σημαντικά χαρακτηριστικά της καμπύλης. Τους προτάθηκε να αποκτήσουν μέσω του διαδικτύου στον υπολογιστή της κατοικίας τους (όλοι δήλωσαν ότι διαθέτουν στο σπίτι υπολογιστή και σύνδεση με το διαδίκτυο) μια έκδοση του Geogebra για μελλοντική χρήση.

2ο ΣΤΑΔΙΟ (2 διδακτικές ώρες)

ΣΧΟΛΙΟ : Το 2ο διδακτικό δίωρο ξεκινά με την εν νέου κατασκευή της έλλειψης, για λόγους επανάληψης και καλύτερης εμπέδωσης της χρήσης του προγράμματος. Αναμένεται η επανακατασκευή να μην απαιτήσει περισσότερα από 20 λεπτά της ώρας. 
2ο ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ

1) Εισάγετε την εξίσωση  χ2/16 + y2/7 = 1. Τι παρατηρείτε;…………………...

………………………………………………………...………………..…

……….……………………………………………………………………
2) Αποκρύψτε το τετράπλευρο  Ε΄Μ΄ΕΜ,  τους αρχικούς κύκλους και τα ευθύγραμμα τμήματα E’D και DE.

3)Ονομάσετε σημείο Η της έλλειψης και κατασκευάσετε την εφαπτομένη της έλλειψης στο σημείο Η.


Ποια είναι η εξίσωσή της ;…………………………………………….


Ο συντελεστής διεύθυνσής της είναι ……………..…………………….

Αν το σημείο Η έχει συντεταγμένες (χ1, y1) να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης  (χ*χ1)/16+( y* y1)/7. Τι παρατηρείται ;………………………..

……………………………………………………………………………

4) Αν μια έλλειψη έχει εξίσωση χ2/9+ y2/4 = 1. να γράψετε τις τιμές των χαρακτηριστικών μεγεθών της (εστίες, άξονες κ.λ.π) καθώς και την εξίσωση μιας εφαπτομένης της …………………………………………………………….

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………….……….
5) Κατασκευάστε την κάθετη ευθεία στην εφαπτομένη της έλλειψης στο σημείο Η.


Ο συντελεστής διεύθυνσής της είναι……………………..………………


Το γινόμενο των δύο συντελεστών διεύθυνσης είναι………………………..

6)Ονομάσετε σημείο Ι πάνω στην κάθετη ευθεία και εσωτερικό της έλλειψης.

Κατασκευάσετε τα ευθύγραμμα τμήματα Ε΄Η και ΗΕ και την ημιευθεία ΗΙ.

Μετρήστε τις γωνίες Ε΄ΗΙ  και ΙΗΕ.
Τι παρατηρείτε ;........................................

7)Μετακινήστε το σημείο Η πάνω στην έλλειψη. Τι παρατηρείτε ;………………

…………………………………………………………………………….


Η ιδιότητα αυτή λέγεται …………………………… ιδιότητα της έλλειψης.
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2ο ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ

1) Εισάγετε την εξίσωση  χ2/16 + y2/7 = 1. Τι παρατηρείτε;…………………...

………………………………………………………...………………..…

……….……………………………………………………………………
2) Αποκρύψτε το τετράπλευρο  Ε΄Μ΄ΕΜ,  τους αρχικούς κύκλους και τα ευθύγραμμα τμήματα E’D και DE.

3)Ονομάσετε σημείο Η της έλλειψης και κατασκευάσετε την εφαπτομένη της έλλειψης στο σημείο Η.


Ποια είναι η εξίσωσή της ;…………………………………………….


Ο συντελεστής διεύθυνσής της είναι ……………..…………………….

Αν το σημείο Η έχει συντεταγμένες (χ1, y1) να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης  (χ*χ1)/16+( y* y1)/7. Τι παρατηρείται ;………………………..

……………………………………………………………………………

4) Αν μια έλλειψη έχει εξίσωση χ2/9+ y2/4 = 1. να γράψετε τις τιμές των χαρακτηριστικών μεγεθών της (εστίες, άξονες κ.λ.π) καθώς και την εξίσωση μιας εφαπτομένης της …………………………………………………………….

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………….……….
5) Κατασκευάστε την κάθετη ευθεία στην εφαπτομένη της έλλειψης στο σημείο Η.


Ο συντελεστής διεύθυνσής της είναι……………………..………………


Το γινόμενο των δύο συντελεστών διεύθυνσης είναι………………………..

6)Ονομάσετε σημείο Ι πάνω στην κάθετη ευθεία και εσωτερικό της έλλειψης.

Κατασκευάσετε τα ευθύγραμμα τμήματα Ε΄Η και ΗΕ και την ημιευθεία ΗΙ.

Μετρήστε τις γωνίες Ε΄ΗΙ  και ΙΗΕ.
Τι παρατηρείτε ;........................................

7)Μετακινήστε το σημείο Η πάνω στην έλλειψη. Τι παρατηρείτε ;………………

…………………………………………………………………………….


Η ιδιότητα αυτή λέγεται …………………………… ιδιότητα της έλλειψης.
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ΣΧΟΛΙΟ : Στο 2ο διδακτικό δίωρο οι μαθητές γνωρίζουν την εξίσωση της έλλειψης και μελετούν ορισμένες ιδιότητές της (εφαπτομένη και εξίσωση, ανακλαστική ιδιότητα, διάμετρος). 

Επέκταση της δραστηριότητας.
Επεκτείνοντας τη δραστηριότητα, μπορούμε να μελετήσουμε και τις υπόλοιπες ιδιότητες της έλλειψης (εκκεντρότητα, συνθήκη για να είναι μια ευθεία εφαπτομένη, πολική ευθεία, κ.ά. ) καθώς και να χρησιμοποιήσουμε το λογισμικό για να πραγματοποιήσουμε μια πρώτη λύση-προσέγγιση των ασκήσεων του σχολικού εγχειριδίου.
Βιβλιογραφία
Το σχολικό βιβλίο των Μαθηματικών Β΄ Λυκείου Θετικής και Τεχνολογικής Κατεύθυνσης.

Αξιολόγηση μετά την εφαρμογή

Το σχολικό εργαστήριο αποτελούνταν από 14 παλαιάς τεχνολογίας Η/Υ. Κατά την διάρκεια της 1ης δίωρης διδασκαλίας, εμφανίστηκε πρόβλημα σε 3 από αυτούς και απαιτήθηκε η συνέχιση σε άλλον υπολογιστή ( ευτυχώς υπήρχε η σχετική δυνατότητα, καθώς το τμήμα της Θετικής κατεύθυνσης όπου έγινε η διδασκαλία αποτελούνταν από μόνο 17 μαθητές, δηλαδή 9 ομάδες).Δημιουργήθηκε κάποιος σχετικός εκνευρισμός και απώλεια διδακτικού χρόνου περίπου 5 λεπτών. Ένας από τους Η/Υ είχε εγκατεστημένη έκδοση του Geogebra στην Αγγλική γλώσσα. Απαιτήθηκε έτσι η χορήγηση των οδηγιών χρήσης του λογισμικού και σε αυτή τη γλώσσα, χωρίς όμως να παρουσιαστεί κάποιο σχετικό πρόβλημα.
Οι μαθητές εξοικειώθηκαν πολύ εύκολα και πολύ γρήγορα με το λογισμικό , εκτελώντας με ευκολία τις κατασκευές που περιέχονταν στο φύλλο εργασίας. (Μερικοί μαθητές δεν χρειάστηκαν καθόλου βοήθεια ή υποδείξεις από τον διδάσκοντα). Εντυπωσιάστηκαν από την αναγραφή στο παράθυρο της Άλγεβρας των εξισώσεων ευθειών και κύκλων και των διαφόρων σημείων τομής. Η κατασκευή της έλλειψης από τα ίχνη των δύο σημείων έγινε δεκτή με ενθουσιασμό, ενώ έδειξαν σημαντική ικανότητα γενίκευσης των μαθηματικών δομημάτων που εμφανίστηκαν. Ανταποκρίθηκαν με επιτυχία στα ερωτήματα του φύλλου εργασίας
Το γεγονός όμως που ιδιαίτερα χαροποίησε τον διδάσκοντα και ταυτόχρονα δικαιολόγησε τη χρησιμοποίηση του λογισμικού ως διδακτικού εργαλείου είναι η ενεργοποίηση ορισμένων μαθητών, που ενώ κατά τη διάρκεια της παραδοσιακής μετωπικής και δασκαλοκεντρικής διδασκαλίας επιδείκνυαν μειωμένο ενδιαφέρον και είχαν μικρή έως ανύπαρκτη συμμετοχή στην εκπαιδευτική διαδικασία, ξαφνικά επέδειξαν αξιοσημείωτο ζήλο για το μάθημα και αυξημένο ενδιαφέρον. 







