
  
  

  

  
  
  
  

ΣΣΟΟΛΛΩΩΜΜΟΟΥΥ    2299    ΑΑΘΘΗΗΝΝΑΑ          221100..3388..2222..115577  ––  449955  
wwwwww..aarrnnooss..ggrr    ––    ee--mmaaiill  ::  iinnffoo@@aarrnnooss..ggrr  

  
  
  

ΟΟΛΛΟΟΚΚΛΛΗΗΡΡΩΩΜΜΕΕΝΝΗΗ  ΣΣΤΤΗΗΡΡΙΙΞΞΗΗ  ΦΦΟΟΙΙΤΤΗΗΤΤΩΩΝΝ  --  ΜΜΑΑΘΘΗΗΤΤΩΩΝΝ  
  

111155

          ΠΠααγγκκόόσσμμιιοο  χχωωρριιόό  γγννώώσσηηςς  

  

  
  

ΣΣΥΥΝΝΑΑΡΡΤΤΗΗΣΣΕΕΙΙΣΣ  
  

88οο  ΜΜΑΑΘΘΗΗΜΜΑΑ  
  

22..77..11  ΣΣύύννοολλοο  ττιιμμώώνν    ff((AA))    ττηηςς    ff    //    AA  ⇒⇒  BB  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
    
  
  
  
ΟΟρριισσμμόόςς::    ΤΤοο  σσύύννοολλοο  ττιιμμώώνν  ττηηςς  σσυυννάάρρττηησσηηςς  f  / Α Β→       ππεερριιλλααμμββάάννεειι  
εεκκεείίνναα  τταα  y∈Β     γγιιαα  τταα  οοπποοίίαα  υυππάάρρχχεειι    x∈Α ::  

««ΗΗ  εεξξίίσσωωσσηη    ( )y f x=     νναα  έέχχεειι  λλύύσσηη  ωωςς  ππρροοςς    x »»  

  ΤΤοο  σσύύννοολλοο  ττιιμμώώνν  μμιιααςς  σσυυννάάρρττηησσηηςς,,  σσυυμμββοολλίίζζεεττααιι  μμεε    ( )f Α ..  
  
  ΔΔεενν  ππεερριιλλααμμββάάννεειι  εεκκεείίνναα  τταα    y∈Β     γγιιαα    τταα  οοπποοίίαα    ηη    εεξξίίσσωωσσηη    ( )y f x=     έέχχεειι  
λλύύσσηη    γγιιαα    x∉Α ..  
  
    

ΆΆρραα  γγιιαα  νναα  ββρρίίσσκκοουυμμεε  ττοο  σσύύννοολλοο  ττιιμμώώνν    ( )f Α   ττηηςς  σσυυννάάρρττηησσηηςς    

f /Α→Β     λλύύννοουυμμεε  ττηηνν  εεξξίίσσωωσσηη    ( )y f x=   μμεε  άάγγννωωσσττοο  ττοο  x     κκααιι  
θθέέττοουυμμεε  όόλλοουυςς  ττοουυςς    κκααττάάλλλληηλλοουυςς  ππεερριιοορριισσμμοούύςς  γγιιαα  ττοο  y∈Β     ώώσσττεε  ττοο  
x∈Α ..  ΤΤοο  σσύύννοολλοο  ττωωνν  ππεερριιοορριισσμμώώνν  πποουυ  θθέέττοουυμμεε  γγιιαα  ττοο  y   δδίίννεειι  ττοο  
ζζηηττοούύμμεεννοο  ( )f Α ..  

  
  
  ΠΠΑΑΡΡΑΑΔΔΕΕΙΙΓΓΜΜΑΑ  ΑΑνν  υυπποοττεεθθεείί  όόττιι  ηη  σσυυννάάρρττηησσηη    ff  μμεε  ττύύπποο::  

f (x) 2x 3 /  = + Α     
  έέχχεειι  ππεεδδίίοο  οορριισσμμοούύ    [ ]1,5Α = − ,,    νναα  ββρρεείίττεε  ττοο  ( )f Α ..  
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  ΛΛύύσσηη::    ΘΘέέττωω    ( )f x y= ,,    δδηηλλααδδήή    y 2x 3= +     κκααιι    λλύύννωω  ωωςς  ππρροοςς    x ,,  
πποουυ  εείίννααιι::  

y 3x
2
−

=   

  ΕΕππεειιδδήή  ιισσχχύύεειι      1 x 5− ≤ ≤ ,,  έέχχοουυμμεε::  
  

y 31 5
2
−

− ≤ ≤         ⇔⇔        2 y 3 10− ≤ − ≤         ⇔⇔          1 y 13≤ ≤   

  
  ΕΕπποομμέέννωωςς  ττοο  σσύύννοολλοο  ττιιμμώώνν  ττηηςς  σσυυννάάρρττηησσηηςς,,  εείίννααιι::  
  

( ) [ ]f 1,  13Α =   
    
  ΣΣηημμεείίωωσσηη::  ΟΟιι  ττιιμμέέςς    11    κκααιι    1133    οοννοομμάάζζοοννττααιι  οολλιικκάά  αακκρρόότταατταα    ττηηςς    ff..    
μμάάλλιισστταα  εείίννααιι::  

( )min f (x) 1=       κκααιι        ( )max f (x) 13=   
  
  
  
  

22..77..22..  ΑΑννττίίσσττρροοφφηη  σσυυννάάρρττηησσηη  ττηηςς    ff  //  AA  ⇒⇒  BB  
  
  
  
  
  
  
    
  
  
  
  
              
    
  
  

ΟΟρριισσμμόόςς::  ΑΑννττίίσσττρροοφφηη    ττηηςς  σσυυννάάρρττηησσηηςς    f /Α→Β     εείίννααιι  ηη  
ααππεειικκόόννιισσηη  ττοουυ  σσυυννόόλλοουυ  ΒΒ  σσττοο  σσύύννοολλοο  ΑΑ,,  ώώσσττεε    αανν    x∈Α     κκααιι  
υυππάάρρχχεειι    y∈Β ::      

( )y f x=   
ττόόττεε  μμεε  y∈Β     υυππάάρρχχεειι    x∈Α ::  

1x f (y)−=   
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ΠΠααρρααττηηρρήήσσεειιςς::  
  
11      ΗΗ  σσυυννάάρρττηησσηη    f /Α→Β     ααννττιισσττρρέέφφεεττααιι,,  δδηηλλααδδήή  έέχχεειι  ααννττίίσσττρροοφφηη,,    
μμόόννοο  αανν  εείίννααιι    ««11--11»»  

  
22      ΑΑνν    ηη    σσυυννάάρρττηησσηη    f /Α→Β     έέχχεειι  ααννττίίσσττρροοφφηη      ττηηνν    1f /− Β→ Α     
ττόόττεε  ππρροοφφααννώώςς    εείίννααιι    ( )fΒ = Α ,,    πποουυ  σσηημμααίίννεειι  όόττιι  ττοο  ππεεδδίίοο  οορριισσμμοούύ  ττηηςς  μμιιααςς  
εείίννααιι  σσύύννοολλοο  ττιιμμώώνν  ττηηςς  άάλλλληηςς..  

  
33      ΟΟ  ττύύπποοςς  ττηηςς    ααννττίίσσττρροοφφηηςς    1f (x)−     ββρρίίσσκκεεττααιι  αανν  ηη  σσχχέέσσηη    y f (x)=     
λλυυθθεείί  ωωςς  ππρροοςς  χχ    ((  δδιιόόττιι    1x f (y)−=     ))..    ΣΣυυννήήθθωωςς    ααλλλλάάζζοουυμμεε  μμεεττάά  ττοουυςς  
ααγγννώώσσττοουυςς    x, y   μμεεττααξξύύ  ττοουυςς..  

  
44    ΠΠρροοφφααννώώςς    ιισσχχύύεειι::  

( ) ff
11 =

−−   
  

55      ΟΟιι  γγρρααφφιικκέέςς  ππααρραασσττάάσσεειιςς  ττωωνν  σσυυννααρρττήήσσεεωωνν    ( )f x       κκααιι    ( )1f x−   αανν  
γγίίννοουυνν  σσττοο  ίίδδιιοο  σσύύσσττηημμαα  ααξξόόννωωνν  εείίννααιι  σσυυμμμμεεττρριικκέέςς  ωωςς  ππρροοςς  ττηηνν  δδιιχχοοττόόμμοο  ττηηςς  
ππρρώώττηηςς,,  ττρρίίττηηςς    γγωωννίίααςς  ττωωνν  ααξξόόννωωνν..  ΔΔηηλλααδδήή  εείίννααιι  σσυυμμμμεεττρριικκέέςς  μμεε  άάξξοονναα  
σσυυμμμμεεττρρίίααςς  ττηηνν  εευυθθεείίαα    y x= ..  

  
66      ΗΗ  εεξξίίσσωωσσηη    1f (x) f (x)− =     εείίννααιι  ιισσοοδδύύννααμμηη    μμεε  ττηηνν  εεξξίίσσωωσσηη    f (x) x=     
μμόόννοο  όότταανν    ηη    ff    εείίννααιι  γγννηησσίίωωςς  ααύύξξοουυσσαα..  ΑΑυυττόό  σσυυμμββααίίννεειι,,  λλόόγγωω  ττηηςς  
σσυυμμμμεεττρρίίααςς  ααυυττήήςς  ωωςς  ππρροοςς  ττηη  δδιιχχοοττόόμμοο    (( y x= ))  πποουυ  έέχχεειι  ωωςς  σσυυννέέππεειιαα  νναα  
ιισσχχύύεειι::  

  
1f (x) f (x) x y− = = =   

  
  
  
  
ΠΠααρρααδδεείίγγμμαατταα    σσυυννόόλλοουυ  ττιιμμώώνν  ––  ααννττίίσσττρροοφφηηςς  
  

11..      ΑΑνν    [ )2x 1f (x) / 2,3
x 1
+

= Α =
−

,,    νναα  ββρρεείίττεε  ττοο  ( )f Α ..  

  ΛΛύύσσηη::    ΘΘέέττωω    
2x 1y
x 1
+

=
−

  ((11))      μμεε    2 x 3≤ < ..  ΤΤηηνν  εεξξίίσσωωσσηη  ααυυττήή  

λλύύννοουυμμεε    ωωςς  ππρροοςς  x   κκααιι  έέχχοουυμμεε::  
  

((11))      ⇔⇔      ( )y x 1 2x 1− = +       ⇔⇔      yx 2x y 1− = +       ⇔⇔        ( )y 2 x y 1− = +     ((22))  
  



  
  

  

  
  
  
  

ΣΣΟΟΛΛΩΩΜΜΟΟΥΥ    2299    ΑΑΘΘΗΗΝΝΑΑ          221100..3388..2222..115577  ––  449955  
wwwwww..aarrnnooss..ggrr    ––    ee--mmaaiill  ::  iinnffoo@@aarrnnooss..ggrr  

  
  
  

ΟΟΛΛΟΟΚΚΛΛΗΗΡΡΩΩΜΜΕΕΝΝΗΗ  ΣΣΤΤΗΗΡΡΙΙΞΞΗΗ  ΦΦΟΟΙΙΤΤΗΗΤΤΩΩΝΝ  --  ΜΜΑΑΘΘΗΗΤΤΩΩΝΝ  
  

111188

          ΠΠααγγκκόόσσμμιιοο  χχωωρριιόό  γγννώώσσηηςς  

  ΠΠααρρααττηηρροούύμμεε  όόττιι  εείίννααιι    y 2≠   δδιιόόττιι  σσττηηνν  ααννττίίθθεεττηη  ππεερρίίππττωωσσηη,,  έέχχοουυμμεε    
( )2 2 x 2 1− = +   δδηηλλααδδήή    0 3= ,,  πποουυ  εείίννααιι  ααδδύύννααττοο..    ΕΕππεειιδδήή    λλοοιιππόόνν  εείίννααιι  y 2≠ ,,  
ιισσοοδδύύννααμμαα  ττηηςς  ((22)),,  έέχχοουυμμεε::  

y 1x
y 2
+

=
−

  

  
  ΔΔεεδδοομμέέννοουυ  όόττιι    ααππόό  ττοο  ππεεδδίίοο  οορριισσμμοούύ  ιισσχχύύεειι    2 x 3≤ <     έέχχοουυμμεε::  
  

y 12 3 y 2
y 2
+

≤ < με ≠
−

        

  
  ΕΕίίννααιι  ππρροοφφααννέέςς  όόττιι  οοιι  λλύύσσεειιςς  ττηηςς  ππρροοηηγγοούύμμεεννηηςς  ααννίίσσωωσσηηςς  εείίννααιι  οοιι  κκοοιιννέέςς    
λλύύσσεειιςς  ττωωνν::  

  
y 12
y 2
+

≤
−

    ((33))            κκααιι              
y 1 3
y 2
+

<
−

    ((44))  

  ΠΠααρρααττηηρροούύμμεε  όόττιι::  
  

((33))    ⇔⇔    
y 10 2
y 2
+

≤ −
−

      ⇔⇔      
y 1 2y 4 0

y 2
+ − +

≥
−

        ⇔⇔      
y 5 0

y 2
− +

≥
−

        ⇔⇔  

  
( )( )y 5 y 2 0− + − ≥             ⇔⇔            

  
  2 y 5< ≤       ((55))  

ΑΑκκόόμμηη  έέχχοουυμμεε::  

((44))      ⇔⇔      
y 1 3
y 2
+

<
−

      ⇔⇔        
y 1 3y 6 0

y 2
+ − +

<
−

        ⇔⇔  

  
2y 7 0
y 2

− +
<

−
        ⇔⇔        ( )( )2y 7 y 2 0− + − <         ⇔⇔  

  
7y 2 ή y
2

< <           ((66))  

  
ΑΑππόό  ττιιςς  σσχχέέσσεειιςς    ((55))    κκααιι    ((66))    κκααιι  μμεε  ττηηνν  ββοοήήθθεειιαα    ττοουυ    άάξξοονναα  ττωωνν  ππρρααγγμμααττιικκώώνν  
ααρριιθθμμώώνν::    
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ΠΠρροοκκύύππττεειι  όόττιι  ττοο  σσύύννοολλοο  ττιιμμώώνν  ττηηςς  σσυυννάάρρττηησσηηςς,,  εείίννααιι::  
  

7f ( ) ,5
2

⎛ ⎤Α = ⎜ ⎥⎝ ⎦
  

ΠΠρροοφφααννώώςς  εείίννααιι    ( )max f x 5= ,,    εεννώώ  δδεενν  υυππάάρρχχεειι  εελλάάχχιισσττηη  ττιιμμήή,,  γγιιααττίί  ττοο  ππεεδδίίοο  
ττιιμμώώνν  ααππόό  ααρριισσττεερράά  εείίννααιι  ααννοοιικκττόό..  

  
  
  

22..    ΑΑνν  ηη  σσυυννάάρρττηησσηη  ff    //  ΑΑ    έέχχεειι  ττύύπποο::  
2x 1f (x)

5
−

=   

μμεε      ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=Α 4,

2
1

,,  νναα  λλυυθθεείί  ηη  εεξξίίσσωωσσηη::  

1f (x) f (x)− =   
ΛΛύύσσηη::    ΗΗ  ff  εείίννααιι    ««11--11»»,,  δδιιόόττιι      όότταανν      1 2f (x ) f (x )= ,,    έέχχοουυμμεε::  

  
1 22x 1 2x 1
5 5
− −

=       ⇒⇒            1 22x 1 2x 1− = −       ⇒⇒        1 2x x=   

  
ΆΆρραα    ηη      ff    ααννττιισσττρρέέφφεεττααιι..    ΘΘέέττοουυμμεε    f (x) y=     κκααιι  έέχχοουυμμεε::  

  
2x 1y

5
−

=       ⇒⇒        2x 5y 1= +         ⇒⇒        
5y 1x

2
+

=   

ΕΕππεειιδδήή    εείίννααιι    
1 x 4
2
≤ ≤ ,,    σσυυννεεππάάγγεεττααιι::  

  
1 5y 1 4
2 2

+
≤ ≤               ⇔⇔          1 5y 1 8≤ + ≤             ⇔⇔          

70 y
5

≤ ≤   

  
ΕΕπποομμέέννωωςς  έέχχωω::  

1 5y 1 7f (y) ,  y 0,  
2 5

− + ⎡ ⎤= ∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
  

  
ΑΑλλλλάάζζοοννττααςς  τταα  γγρράάμμμμαατταα    ππρροοκκύύππττεειι::  

  
1 5x 1 7f (x) ,  x 0,  

2 5
− + ⎡ ⎤= ∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦

  

  
    ΠΠρροοκκεειιμμέέννοουυ  νναα  λλύύσσοουυμμεε  ττηηνν  εεξξίίσσωωσσηη    1f (x) f (x)− =       ((11)),,    μμπποορροούύμμεε  
νναα  αακκοολλοουυθθήήσσοουυμμεε  δδυυοο  ττρρόόπποουυςς..  
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αα΄́  ττρρόόπποοςς::    ΗΗ    ((11))    εείίννααιι  ιισσοοδδύύννααμμηη  μμεε  ττηηνν  εεξξίίσσωωσσηη::  
  

    
5x 1 2x 1

2 5
+ −

=             ⇔⇔            25x 5 4x 2+ = −               ⇔⇔          21x 7= −               ⇔⇔  

1x
3

= −   

ΗΗ  ρρίίζζαα  ααυυττήή  ααπποορρρρίίππττεεττααιι,,  γγιιααττίί  εείίννααιι  εεκκττόόςς    ττοουυ    ππεεδδίίοουυ  οορριισσμμοούύ..  
  

ββ΄́  ττρρόόπποοςς::    ΗΗ  σσυυννάάρρττηησσηη    
2x 1f (x)

5
−

=       εείίννααιι  γγννηησσίίωωςς  ααύύξξοουυσσαα,,  εεππεειιδδήή  

0
5
2
> ,,  άάρραα    ηη  εεξξίίσσωωσσηη    1f (x) f (x)− =     εείίννααιι  ιισσοοδδύύννααμμηη  μμεε  ττηηνν    εεξξίίσσωωσσηη::  

  

f (x) x=         ⇔⇔          
2x 1 x

5
−

=         ⇔⇔        2x 1 5x− =         ⇔⇔          1 3x− =           ⇔⇔  

1x
3

= −             ίίδδιιαα    λλύύσσηη  μμεε  ττοονν  αα΄́  ττρρόόπποο..  

πποουυ  ααπποορρρρίίππττεεττααιι..                
  
  
  
  
  
  
  

22..77..33..    ΣΣύύννθθεεσσηη  σσυυννααρρττήήσσεεωωνν  
  

ΟΟρριισσμμόόςς::      
ΟΟννοομμάάζζοουυμμεε  σσύύννθθεεσσηη  ττηηςς  σσυυννάάρρττηησσηηςς    f /Α     μμεε  ττηηνν    g /Β     

κκααιι  σσυυμμββοολλίίζζοουυμμεε      fg   μμιιαα  ννέέαα  σσυυννάάρρττηησσηη  πποουυ  έέχχεειι  ττύύπποο::  
( ) ( )g f (x) g f (x)=   

  μμεε  ππεεδδίίοο  οορριισσμμοούύ  ττοο      ( ){ }1 x :  f xΑ = ∈Α ∈Β       όόπποουυ    Α⊆Α1     κκααιι    

1Α ≠∅ ..  
  
  
ΣΣηημμεείίωωσσηη::  ΑΑνν  έέχχοουυμμεε  ττιιςς  σσυυννααρρττήήσσεειιςς      f /Α→Β     κκααιι      g /Β→Γ ,,    ττόόττεε  εείίννααιι::  

g f /Α→Γ   
ΔΔηηλλααδδήή  έέχχοουυμμεε    1Α = Α   
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ÕÕ  ΙΙΔΔΙΙΟΟΤΤΗΗΤΤΕΕΣΣ    
  

XX    ΗΗ  ααννττιιμμεεττααθθεεττιικκήή  ιιδδιιόόττηητταα  δδεενν  ιισσχχύύεειι,,  δδιιόόττιι  δδεενν  ιισσχχύύεειι  ππάάνντταα..    
ΔΔηηλλααδδήή  γγεεννιικκάά    έέχχοουυμμεε::  

gffg ≠   
  

  ΥΥππάάρρχχεειι  ηη  ππεερρίίππττωωσσηη  νναα  ιισσχχύύεειι  γγιιαα  μμεερριικκέέςς  σσυυννααρρττήήσσεειιςς,,  όόππωωςς  γγιιαα  ττιιςς  
σσυυννααρρττήήσσεειιςς::  

( )f x 3x 2 /= +         κκααιι      ( )g x 2x 1/= +   
ααλλλλάά  ααυυττόό  δδεενν  σσυυμμββααίίννεειι    γγιιαα  όόλλεεςς..    

  
YY    ΗΗ  ππρροοσσεεττααιιρριισσττιικκήή    ιιδδιιόόττηητταα  ιισσχχύύεειι..  ΔΔηηλλααδδήή  ππάάνντταα  έέχχοουυμμεε::  
  

( ) ( )g f h g f h=   
  

ZZ    ΑΑνν  ηη  f /Α→Β     εείίννααιι    ««11--11»»,,  ττόόττεε  υυππάάρρχχεειι  ηη  ααννττίίσσττρροοφφηη  ααυυττήήςς    1f −   
κκααιι  ιισσχχύύοουυνν::  

( ) ( )1 1 1f f (x) f f (x) f (y) x− − −= = =         ττααυυττοοττιικκήή  σσττοο  ΑΑ  
  

( ) ( )1 1f f (y) f f (y) f (x) y− −= = =       ττααυυττοοττιικκήή  σσττοο  ΒΒ  
  

[[    ΑΑνν  οοιι  δδυυοο  σσυυννααρρττήήσσεειιςς      ff  //  AA    κκααιι    gg  //    ΒΒ    εείίννααιι  γγννηησσίίωωςς  μμοοννόόττοοννεεςς    
κκααιι  ττοουυ  ίίδδιιοουυ  εείίδδοουυςς  μμοοννοοττοοννίίααςς,,  ττόόττεε  οοιι  σσυυννααρρττήήσσεειιςς::  

  
fg       κκααιι      gf   

  εείίννααιι  γγννηησσίίωωςς  ααύύξξοουυσσεεςς..  
  

\\    ΑΑνν  οοιι  ff  //  AA    κκααιι    gg  //  BB      εείίννααιι  γγννηησσίίωωςς  μμοοννόόττοοννεεςς,,  ααλλλλάά  δδιιααφφοορρεεττιικκοούύ  
εείίδδοουυςς  μμοοννοοττοοννίίααςς,,  ττόόττεε  οοιι  σσυυννααρρττήήσσεειιςς::  
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fg     κκααιι      gf   

  εείίννααιι  γγννηησσίίωωςς  φφθθίίννοουυσσεεςς..    
  
  
  
  
  
  
  
  

ÕÕ  ΣΣΥΥΝΝΘΘΕΕΣΣΗΗ  ––  ΜΜΕΕΘΘΟΟΔΔΟΟΛΛΟΟΓΓΙΙΑΑ    ΓΓΙΙΑΑ  ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΕΕΙΙΣΣ  
  

ΠΠααρράάδδεειιγγμμαα    11οο  
  
    ΘΘεεωωρροούύμμεε  ττιιςς  σσυυννααρρττήήσσεειιςς::  

23x 1 x 0
f (x) 2 x 0

x

⎧ + με ≤
⎪= ⎨

με >⎪⎩

        κκααιι          2

2x 3 x 2
g(x)

x 4 x 2
+ με >⎧

= ⎨ − με ≤⎩
  

  ΝΝαα  ββρρεεθθεείί  ηη  σσυυννάάρρττηησσηη    gf ..  
ΛΛύύσσηη::    ΠΠααρρααττηηρρώώ  όόττιι  εείίννααιι::  
  
  

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

22
1

22 2 2
2

3

2
42

3x 1 3x 3 3 2x 3 1 /

3x 1 x 4 3 x 4 1 /

f g (x)
2 22x 3 /
x 2x 3

2 2x 4 /
x x 4

⎧
+ + = + + Ρ⎪

⎪
⎪
⎪ ⎧ + − = − + Ρ⎪ ⎪⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎨
⎪ ⎪

+ = Ρ⎪ ⎪ +⎩⎪
⎪
⎪
⎪ − = Ρ
⎪⎩ −

  

  
  

  όόπποουυ::  
}{1 x 2 2x 3 0Ρ = > και + ≤ = ∅   

}{ [ ]2
2 x 2 x 4 0 2, 2Ρ = ≤ και − ≤ = −   

}{ ( )3 x 2 2x 3 0 2,Ρ = > και + > = +∞   

}{ ( )2
4 x 2 x 4 0 , 2Ρ = ≤ και − > = −∞ −   
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ΣΣηημμεείίωωσσηη::  ΚΚααννοοννιικκάά  ηη  σσυυννάάρρττηησσηη    gf     έέχχεειι    44    κκλλάάδδοουυςς..    ΕΕππεειιδδήή  όόμμωωςς  
εείίννααιι    ΡΡ11==∅∅    έέχχεειι  ττεελλιικκάά      33    κκλλάάδδοουυςς..  

  
  

ΠΠααρράάδδεειιγγμμαα    22οο  
  
    ΑΑνν  ιισσχχύύοουυνν::  

g(x) 2x 5 /= − +         κκααιι          ( ) ( )f g (x) f g(x) 6x 17 /= = − +   
  ΝΝαα  ββρρεεθθεείί  οο  ττύύπποοςς  ττηηςς  ff..  
  ΛΛύύσσηη::    ΠΠααρρααττηηρρώώ  όόττιι  ιισσχχύύεειι::  
  

( )f g (x) 6x 17= − +   
  

  ΔΔηηλλααδδήή  έέχχοουυμμεε    ( )f g(x) 6x 17= − +       άάρραα    ιισσχχύύεειι::  
  
  

f ( 2x 5) 6x 17− + = − +                 ((11))  
  
  

  ΣΣττηη  σσυυννέέχχεειιαα    οο  ττύύπποοςς  ττηηςς    ff    νναα  μμπποορρεείί  νναα  ππρροοσσδδιιοορριισσθθεείί  μμεε  δδυυοο  ττρρόόπποουυςς..  
  
  

αα΄́  ττρρόόπποοςς::  

    ΣΣττηηνν  ιισσόόττηητταα  ((11)),,  θθέέττωω    y 2x 5= − +       ⇔⇔      
5 yx

2
−

=     κκααιι  εεπποομμέέννωωςς  

έέχχοουυμμεε::  

f (y) 6x 17= − +       ⇔⇔      
5 yf (y) 6 17

2
−⎛ ⎞= − ⋅ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
        ⇔⇔  

  
f (y) 3(5 y) 17= − − +         ⇔⇔          f (y) 3y 2= +   

  ΣΣυυννεεππώώςς  εείίννααιι::  
f (x) 3x 2= +   

  
ββ΄́  ττρρόόπποοςς::  
    ΣΣττηηνν  ((11)),,  θθέέττοουυμμεε::  

y 2x 5= − +       ((22))  
  ΆΆρραα  έέχχοουυμμεε::  
  

f ( 2x 5) 3( 2x) 17− + = − +         ⇔⇔        f ( 2x 5) 3( 2x 5 5) 17− + = − + − +   
  

  ΑΑππ’’    ααυυττήή  κκααιι  λλόόγγωω  ττηηςς  ((22)),,  ππρροοκκύύππττεειι::  
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f (y) 3(y 5) 17 3y 15 17= − + = − +           
  ΔΔηηλλααδδήή  έέχχοουυμμεε::  

f (y) 3y 2= +   
  ΆΆρραα::  

f (x) 3x 2= +   
  

    ΚΚααττάά  ττοονν  ββ΄́  ττρρόόπποο,,  ππρροοσσππααθθώώ  νναα  εεμμφφααννίίσσωω  ττοο  y   σσττοο  δδεεύύττεερροο  
μμέέλλοοςς..  

  
  
  
  

ÕÕ  ΣΣΥΥΝΝΑΑΡΡΤΤΗΗΣΣΙΙΑΑΚΚΕΕΣΣ    ΣΣΧΧΕΕΣΣΕΕΙΙΣΣ  
  

  ΥΥππάάρρχχεειι  μμιιαα  εειιδδιικκήή  κκααττηηγγοορρίίαα  αασσκκήήσσεεωωνν  σσττιιςς  οοπποοίίεεςς  δδεενν  δδίίννεεττααιι  οο  
ττύύπποοςς  ττηηςς    f /Α→Β     ααλλλλάά  κκάάπποοιιαα  σσχχέέσσηη    ((ιιδδιιόόττηητταα)),,  ηη  οοπποοίίαα  ιισσχχύύεειι  γγιιαα  
κκάάθθεε  x∈Α     ((ήή    γγιιαα  κκάάθθεε  x, y∈Α   κκ..  λλ..  ππ..  ))    κκααιι  ηη  οοπποοίίαα  ααφφοορράά  ττηηνν  ff..  ΜΜεε  
ττηηνν  ββοοήήθθεειιαα  ααυυττήήςς  ττηηςς  σσχχέέσσηηςς,,  δδίίννοοννττααςς  σστταα  x, y,...     κκάάπποοιιεεςς  ττιιμμέέςς  ααππόό  ττοο  
ΑΑ,,  ααννάάλλοογγαα  μμεε  ττηηνν  κκρρίίσσηη  μμααςς,,  ββρρίίσσκκοουυμμεε  τταα  ζζηηττοούύμμεενναα..  

  
  

ΠΠααρράάδδεειιγγμμαα::  
        ΑΑνν    f / →     εείίννααιι  σσυυννάάρρττηησσηη    όόχχιι  σσττααθθεερρήή    κκααιι  ιισσχχύύεειι::  
  

f (x y) f (x y) 2f (x) f (y)+ + − = ⋅       x, y∀ ∈       ((11))  
  ΔΔεείίξξττεε  όόττιι::  
  αα..  ( )f 0 1= ,,      ββ..  ( ) ( )f x f x x, y− = ∀ ∈   

  γγ..  ΑΑνν      ( )f 0ρ = ,,    ττόόττεε  ιισσχχύύεειι    ( ) ( )f x 4 f x x+ ρ = ∀ ∈   
  ΛΛύύσσηη::    
  αα..  ΕΕππεειιδδήή  ηη  ((11))    ιισσχχύύεειι    γγιιαα  κκάάθθεε  x, y∀ ∈     ιισσχχύύεειι  κκααιι  όότταανν  y 0= ..    ΓΓιιαα  

ττηηνν  ττιιμμήή  ααυυττήή  ττοουυ  y   κκααιι  γγιιαα  κκάάθθεε  x∈ ,,  έέχχοουυμμεε::  
  

f (x) f (x) 2 f (x) f (0)+ = ⋅ ⋅       ⇒⇒        f (x) f (x) f (0)= ⋅         x∀ ∈           ⇒⇒  
  

( )f (x) 1 f (0) 0− =       x∀ ∈   

  ΑΑππόό  ττηηνν  ιισσόόττηητταα  ααυυττήή,,  εεππεειιδδήή  δδεενν  μμπποορρεείί  νναα  ιισσχχύύεειι    ( )f x 0 x= ∀ ∈     
δδιιόόττιι  ηη  ff  δδεενν  εείίννααιι  σσττααθθεερρήή,,  ππρροοκκύύππττεειι::  

  
( )f 0 1=   
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  ββ..  ΣΣττηηνν  ((11)),,  θθέέττοοννττααςς    x 0= ,,    έέχχωω::  
  

f (y) f ( y) 2f (0) f (y) y+ − = ⋅ ∀ ∈           
  

ΑΑππ’’    ααυυττήή  κκααιι  λλόόγγωω  ττοουυ  εερρωωττήήμμααττοοςς  ((αα)),,  έέχχωω    f ( y) f (y)− =     y∀ ∈ ,,    άάρραα    
ιισσχχύύεειι::  
  

f ( x) f (x) x− = ∀ ∈       
  
  

γγ..  ΘΘέέττωω  σσττηηνν  ((11))    y = ρ     κκααιι  έέχχωω::  
  

f (x ) f (x ) 2f (x) f ( ) x+ρ + −ρ = ⋅ ρ ∀ ∈         
  

ΑΑππ’’    ααυυττήή  κκααιι  εεππεειιδδήή    ( )f 0ρ = ,,    έέχχωω::  
  
f (x ) f (x ) 0 x+ρ + −ρ = ∀ ∈           ⇒⇒        f (x ) f (x ) x+ρ = − −ρ ∀ ∈       ((22))  

  
ΣΣττηη  ((22))  θθέέττωω  όόπποουυ  x y 3= + ρ       κκααιι    σσττηη  σσυυννέέχχεειιαα    x y= +ρ   κκααιι  έέχχωω  
ααννττίίσσττοοιιχχαα::  
  

f (y 4 ) f (y 2 ) x+ ρ = − + ρ ∀ ∈             ((33))  
κκααιι  

f (y 2 ) f (y) x+ ρ = − ∀ ∈             ((44))  
  

ΑΑππόό  ττιι  σσχχέέσσεειιςς  ((33))  κκααιι  ((44)),,  ππρροοκκύύππττεειι::  
  

( )f (x 4 ) f (x 2 ) f (x) f (x)+ ρ = − + ρ = − − = ∀∈         
ΕΕπποομμέέννωωςς  έέχχοουυμμεε::  
  

f (y 4 ) f (y) x+ ρ = ∀ ∈         
  

  
  


