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ΣΣΥΥΝΝΑΑΡΡΤΤΗΗΣΣΕΕΙΙΣΣ  
77ΟΟ    ΜΜΑΑΘΘΗΗΜΜΑΑ  

2.5.1. Ίσες  συναρτήσεις  
  
    Οι συναρτήσεις  f ,  g  λέμε ότι είναι ίσες και συμβολίζουμε  f g= , 

όταν: 
      
    ÙÙ  Έχουν το ίδιο πεδία ορισμού  Α 
  
    ÙÙ  Για κάθε  x∈Α   ισχύει    ( ) ( )f x g x=     
 
 Αν  για τις συναρτήσεις: 

f : , g :Α→ Β→\ \  
 

υπάρχει υποσύνολο Γ των Α, Β ώστε για κάθε x∈Γ  να ισχύει  f g= , τότε 
λέμε ότι συναρτήσεις είναι ίσες στο σύνολο Γ.  
 
Παράδειγμα: 
 Για τις συναρτήσεις: 

( ) { }
2x 4f x  / Α= 2

x 2
−

= − −
+

\ ,     ( ) { }
2x 2xg x  / Β 0

x
−

= = −\  

Επειδή: 

( ) ( )( )2 x 2 x 2x 4f x x 2
x 2 x 2

− +−
= = = −

+ +
 

και 

( ) ( )2 x x 2x 2xg x x 2
x x

−−
= = = −  

Παρατηρούμε ότι είναι: 
 

( ) ( )f x g x  κάθε x= για ∈Γ  
 

όπου  { }2,0Γ = − −\ , υποσύνολο των Α, Β. Άρα οι συναρτήσεις είναι ίσες 
στο σύνολο Γ.  
 
 

2.5.2. Πράξεις με συναρτήσεις 
 

Ö Πρόσθεση:   
  

⇒+ gf           ( )f g (x) f (x) g(x)+ = +   //      Α Β∩     
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ΡΡίίζζεεςς    ττηηςς  εεξξίίσσωωσσηηςς::  
( )g x 0=   

  
Ö  Αφαίρεση:    

  
⇒− gf           ( )f g (x) f (x) g(x)− = −   //    Α Β∩   

  
Ö  Πολλαπλασιασμός  

  
f g⋅ ⇒           ( )f g (x) f (x) g(x)⋅ = ⋅     //      Α Β∩   

  
  

Ö  Διαίρεση:    
  

⇒
g
f

        
f 1(x) f (x)
g g(x)

⎛ ⎞
= ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
      //        *Α Β∩   

  Η συνάρτηση      
g
1g* =     ονομάζεται συμμετρική συνάρτηση  της  g   

  Δηλαδή      
g
1g* =     είναι η συνάρτηση με τύπο: 

* 1g (x)
g(x)

=     //      { }* g(x) 0Β = Β− =     

  
  ΠΠααρράάδδεειιγγμμαα::  

    ΑΑνν  έέχχοουυμμεε  ττηηνν  σσυυννάάρρττηησσηη        g   ::    
x 1g(x)
x 2
−

=
−

    //      { }2Β = −\     ττόόττεε  ηη  

σσυυμμμμεεττρριικκήή  ααυυττήήςς,,  εείίννααιι::  

{ }* * *x 2g :  g (x)  / 1, 2
x 1
−

= Β = −
−

\   

  
  

  
  

2.5.3. Άρτιες - περιττές  συναρτήσεις 
  

ΣΣηημμεείίωωσσηη::  
  
  ΜΜιιαα  σσυυννάάρρττηησσηη  γγιιαα  νναα  εείίννααιι  άάρρττιιαα  ήή  ππεερριιττττήή,,  ππρρέέππεειι  ττοο  ππεεδδίίοο  οορριισσμμοούύ  ττηηςς  
ΑΑ,,  νναα  εείίννααιι  σσυυμμμμεεττρριικκόό  δδιιάάσσττηημμαα  ωωςς  ππρροοςς  ττοο  00..  
ΌΌππωωςς::  
  

]5,5[−=Α       ήή      )5,5(−=Α         ήή        ( , 7) (7, )−∞ − +∞∪         ήή      ττοο    \         ήή    ττοο  *\   
  

►►  ΗΗ    σσυυννάάρρττηησσηη    f /Α     εείίννααιι  άάρρττιιαα,,  όότταανν  ιισσχχύύεειι::  
  

f ( x) f (x)− =        x∀ ∈Α   κκααιι    x− ∈Α   
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  ΠΠααρράάδδεειιγγμμαα::  ΘΘεεωωρροούύμμεε  ττηη  σσυυννάάρρττηησσηη    ( )f x x / = συν \ ..    ΠΠααρρααττηηρροούύμμεε  
όόττιι::  

( ) ( ) ( )f x x x f x− = συν − = συν =   
  ΆΆρραα  ηη  σσυυννάάρρττηησσηη  εείίννααιι  άάρρττιιαα..  
  
  ΗΗ  γγρρααφφιικκήή  ππααρράάσστταασσηη  μμιιααςς  άάρρττιιααςς  σσυυννάάρρττηησσηηςς,,  ππααρροουυσσιιάάζζεειι  σσυυμμμμεεττρρίίαα  ωωςς  ππρροοςς  

ττοονν  άάξξοονναα  y y′ ..  
  
  
  

  
  
    

    
  

  
  

  
►►  ΗΗ  σσυυννάάρρττηησσηη    ff  //ΑΑ    εείίννααιι  ππεερριιττττήή,,  όότταανν  ιισσχχύύεειι::        
    

)x(f)x(f −=−       x∀ ∈Α     κκααιι      x− ∈Α       
  

ΠΠααρράάδδεειιγγμμαα::  ΘΘεεωωρροούύμμεε  ττηη  σσυυννάάρρττηησσηη    ( )f x x / = ημ \ ..    ΠΠααρρααττηηρροούύμμεε  όόττιι::  

( ) ( ) ( )f x x x f x− = ημ − = −ημ = −       
  

  ΕΕπποομμέέννωωςς  ηη  σσυυννάάρρττηησσηη  εείίννααιι  ππεερριιττττήή..      
  
  ΗΗ  γγρρααφφιικκήή  ππααρράάσστταασσηη  μμιιααςς  ππεερριιττττήήςς  σσυυννάάρρττηησσηηςς,,  ππααρροουυσσιιάάζζεειι  σσυυμμμμεεττρρίίαα  ωωςς  
ππρροοςς  ττηηνν  ααρρχχήή  ττωωνν  ααξξόόννωωνν..    

  
  
  

22..55..44..  ΚΚλλααδδιικκέέςς  σσυυννααρρττήήσσεειιςς  
  

  ΈΈσσττωω  f  / \     μμιιαα  σσυυννάάρρττηησσηη  μμεε  ττύύπποο::  
f (x) 2x 1 3 x 2 5x 6= − + − + −   

ΜΜεε  ττηηνν  ββοοήήθθεειιαα  ττοουυ  ππίίνναακκαα::  
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ΠΠααρρααττηηρροούύμμεε  όόττιι::  
  
»»    ΓΓιιαα    x 2>     έέχχοουυμμεε::  

2x 1 0− >       κκααιι          x 2 0− >   
  ΗΗ  σσυυννάάρρττηησσηη  έέχχεειι  ττηη  μμοορρφφήή::  
  

f (x) 2x 1 3x 6 5x 6 10x 13, x 2= − + − + − = − >   
  

»»    ΓΓιιαα    
1 x 2
2
≤ ≤     έέχχοουυμμεε::  

2x 1 0− ≥       κκααιι        x 2 0− ≤   
  ΕΕπποομμέέννωωςς  ηη  σσυυννάάρρττηησσηη  έέχχεειι  ττηη  μμοορρφφήή::  
  

1f (x) 2x 1 3x 6 5x 6 4x 1, x 2
2

= − − + + − = − ≤ ≤   

  

»»    ΓΓιιαα    
1x
2

<     έέχχοουυμμεε::  

2x 1 0− <       κκααιι      x 2 0− <   
  ΆΆρραα  ηη  σσυυννάάρρττηησσηη  έέχχεειι  ττηη  μμοορρφφήή::  
  

1f (x) 2x 1 3x 6 5x 6 1, x
2

= − + − + + − = <   

  
    ΟΟιι  ππααρρααττηηρρήήσσεειιςς    πποουυ  έέγγιινναανν,,  μμααςς  οοδδηηγγοούύνν  σσττοο  σσυυμμππέέρραασσμμαα  όόττιι  ηη  

σσυυννάάρρττηησσηη  f  / Α     εείίννααιι  μμιιαα  κκλλααδδιικκήή  σσυυννάάρρττηησσηη  μμεε  γγεεννιικκόό  ττύύπποο::  
  

10x 13 ό x 2

1f (x) 4x 1 ό x 2
2

11 ό x
2

− ταν >⎧
⎪
⎪
⎪= ⎨ − ταν ≤ ≤
⎪
⎪

ταν <⎪
⎩

  

  
  ΑΑππόό  ττοονν  γγεεννιικκόό  ττύύπποο  ττηηςς  σσυυννάάρρττηησσηηςς    ππρροοκκύύππττοουυνν    γγιιαα  ππααρράάδδεειιγγμμαα  οοιι  ττιιμμέέςς::  

  
( ) ( ) ( ) ( )f 1 4 1 1 3, f 1000 1, f 2 4 2 1 7, f 0 1= ⋅ − = − = = ⋅ − − =   
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22..55..55..  ΜΜοοννοοττοοννίίαα  σσυυννάάρρττηησσηηςς  
  
    ΗΗ  σσυυννάάρρττηησσηη    ff  //AA    εείίννααιι::  
  
  ΓΓννηησσίίωωςς  ααύύξξοουυσσαα    κκααιι      σσυυμμββοολλίίζζεεττααιι      f         όότταανν::  
  

( ) ( )1 2 1 2  x x f x f x∀ < ⇔ <               
  
  ΓΓννηησσίίωωςς  φφθθίίννοουυσσαα    κκααιι  σσυυμμββοολλίίζζεεττααιι    f         όότταανν::  
  

( ) ( )1 2 1 2  x x f x f x∀ < ⇔ >             
  
  ΣΣττααθθεερρήή    κκααιι  σσυυμμββοολλίίζζεεττααιι    ( )f x c=         όότταανν::  
  

( ) ( )1 2 1 2  x x f x f x∀ < ⇔ =               
  
  
    ΑΑκκόόμμηη  ηη  σσυυννάάρρττηησσηη    ff  //ΑΑ    εείίννααιι::  
    
  ΑΑππλλάά  ααύύξξοουυσσαα    κκααιι  σσυυμμββοολλίίζζεεττααιι    ff            όότταανν::  
  

1 2 1 2  x x f (x ) f (x )∀ < ⇔ ≤                     
    

ΑΑππλλάά  φφθθίίννοουυσσαα    κκααιι  σσυυμμββοολλίίζζεεττααιι    ff              όότταανν::  
  

1 2 1 2  x x f (x ) f (x )∀ < ⇔ ≥                 
  
  ΗΗ  μμοοννοοττοοννίίαα  μμιιααςς    σσυυννάάρρττηησσηηςς,,  εεξξεεττάάζζεεττααιι    ππάάνντταα  σστταα  δδιιαασσττήήμμαατταα  ττοουυ  
ππεεδδίίοουυ  οορριισσμμοούύ  ττηηςς..    
  
  ΠΠρροοκκεειιμμέέννοουυ  νναα  ββρροούύμμεε  ττηηνν  μμοοννοοττοοννίίαα  μμιιααςς  σσυυννάάρρττηησσηηςς,,  έέχχοουυμμεε  δδυυοο  ττρρόόπποουυςς  
δδοουυλλεειιάάςς..    
  
    
  αα΄́  ττρρόόπποοςς::  ΕΕλλέέγγχχοουυμμεε  ττηηνν  μμοοννοοττοοννίίαα    ααυυττήήςς,,  εεξξεεττάάζζοοννττααςς  πποοιιοοςς  ααππόό  

ττοουυςς  οορριισσμμοούύςς  ααυυττήήςς  ιισσχχύύεειι..  ΟΟ  ττρρόόπποοςς  ααυυττόόςς  ππρροοσσδδιιοορριισσμμοούύ  ττηηςς  
μμοοννοοττοοννίίααςς,,  οοννοομμάάζζεεττααιι    σσυυννθθεεττιικκόόςς..  
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  ββ΄́  ττρρόόπποοςς::  ΟΟ  έέλλεεγγχχοοςς  ττηηςς  μμοοννοοττοοννίίααςς,,  γγίίννεεττααιι  μμεε  ττοονν  λλόόγγοο  μμεεττααββοολλήήςς  

ττηηςς  σσυυννάάρρττηησσηηςς,,  πποουυ  εείίννααιι::  
2 1

2 1

f (x ) f (x )
x x

−
λ =

−
    μμεε    1 2x x≠   

    
  
ΈΈττσσιι  λλοοιιππόόνν  έέχχοουυμμεε::  
    
  11  ΓΓιιαα        0>λ     ηη    f     εείίννααιι  γγννηησσίίωωςς  ααύύξξοουυσσαα..    
  
  22  ΓΓιιαα      0<λ       ηη    f     εείίννααιι  γγννηησσίίωωςς  φφθθίίννοουυσσαα..  
  
  33  ΓΓιιαα      0=λ       ηη    f     εείίννααιι    σσττααθθεερρήή..  
  
  44  ΓΓιιαα      0≥λ       ηη    f     εείίννααιι    ααππλλάά  ααύύξξοουυσσαα..  
  
  55  ΓΓιιαα      0≤λ       ηη    f     εείίννααιι    ααππλλάά  φφθθίίννοουυσσαα..  
  
  
  ΠΠααρράάδδεειιγγμμαα::    ΔΔίίννεεττααιι  ηη  σσυυννάάρρττηησσηη::  

f (x) 3x 5= − +   //    Α = \   
  ΝΝαα  ββρρεεθθεείί  ηη  μμοοννοοττοοννίίαα  ττηηςς..  
  ΛΛύύσσηη::    αα΄́  ττρρόόπποοςς    ((σσυυννθθεεττιικκάά))  
    ΈΈσσττωω  1 2x , x ∈Α = \     μμεε    1 2x x<   κκααιι  ππααρρααττηηρροούύμμεε  όόττιι::  
  

1 23x 3x− > −         ⇒           1 23x 5 3x 5− + > − +       ⇒         1 2f (x ) f (x )>   
  

  ΆΆρραα  ηη  σσυυννάάρρττηησσηη  ff  εείίννααιι  γγννηησσίίωωςς  φφθθίίννοουυσσαα..  
  
  
  
  ββ΄́  ττρρόόπποοςς::  ((λλόόγγοοςς  μμεεττααββοολλήήςς))  
    ΓΓιιαα    1 2x x≠   οο  λλόόγγοοςς  μμεεττααββοολλήήςς  ττηηςς  σσυυννάάρρττηησσηηςς,,  εείίννααιι::  
  

( ) ( )2 12 1

2 1 2 1

3x 5 3x 5f (x ) f (x )
x x x x

− + − − +−
λ = =

− −
              ⇒   

  
2 1

2 1

3(x x ) 3 0
x x

− −
λ = = − <

−
  

  
  ΆΆρραα  ηη  σσυυννάάρρττηησσηη  εείίννααιι      γγννηησσίίωωςς  φφθθίίννοουυσσαα..  
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22..55..66..  ΣΣυυννάάρρττηησσηη  έένναα  ππρροοςς  έένναα    ««  11  ––  11  »»  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
ΤΤοο  ππααρρααππάάννωω  δδιιάάγγρρααμμμμαα,,  εεκκφφρράάζζεειι  μμιιαα    σσυυννάάρρττηησσηη    f  / Α  Β→ ,,  πποουυ  εείίννααιι  ««11--11»»  
  
  
ΜΜιιαα  σσυυννάάρρττηησσηη    εείίννααιι    ««11--11»»    όότταανν    ιικκααννοοπποοιιεείί  έένναανν  ααππόό  ττοουυςς  ππααρραακκάάττωω  
οορριισσμμοούύςς::  
  
  
  ΟΟρριισσμμόόςς    11οοςς::    ΑΑνν  γγιιαα  κκάάθθεε    1 2x x≠     πποουυ  ααννήήκκοουυνν    σσττοο  ππεεδδίίοο  

οορριισσμμοούύ  ΑΑ    ιισσχχύύεειι    ( ) ( )1 2f x f x≠     ττόόττεε  ηη    f     εείίννααιι    ««11--11»»..  
  
  ΟΟρριισσμμόόςς    22οοςς::    ΑΑνν  μμεε  ττηηνν  υυππόόθθεεσσηη  όόττιι  ( ) ( )1 2f x f x=   

σσυυννεεππάάγγεεττααιι      1 2x x= ,,          ττόόττεε  ηη  σσυυννάάρρττηησσηη    f     εείίννααιι    ««11--11»»..  
  
  ΟΟρριισσμμόόςς    33οοςς::    ΑΑνν    ηη    σσυυννάάρρττηησσηη    f     εείίννααιι    γγννηησσίίωωςς  ααύύξξοουυσσαα    ήή    

φφθθίίννοουυσσαα,,  ττόόττεε  εείίννααιι    ««11--11»»..  
    
  
    
ΓΓιιαα  ττοονν  33οο  οορριισσμμόό,,  έέχχοουυμμεε  νναα  ππααρρααττηηρρήήσσοουυμμεε  όόττιι::  
    ΑΑνν  εείίννααιι    1 2x x<   ττόόττεε    ππρρέέππεειι  νναα  εείίννααιι    1 2f (x ) f (x )>     ήή    1 2f (x ) f (x )< ..    
ΔΔηηλλααδδήή    γγιιαα  κκάάθθεε    1 2x x≠     έέχχοουυμμεε    1 2f (x ) f (x )≠ ..  
  
  
ΠΠααρράάδδεειιγγμμαα    11::        ΝΝαα  εεξξεετταασσθθεείί  αανν  ηη  σσυυννάάρρττηησσηη    2f (x) 3x 1 / = + \       εείίννααιι            
««11--11»»..    
ΛΛύύσσηη::  ΥΥπποοθθέέττοουυμμεε  όόττιι  ιισσχχύύεειι    1 2f (x ) f (x )=     κκααιι  έέχχοουυμμεε::  
  

2 2
1 23x 1 3x 1+ = +       ⇒⇒      2 2

1 23x 3x=         ⇒⇒          2 2
1 2x x=         ⇒⇒  

  
1 2x x=           ⇒⇒          1 2x x=           ήή          1 2x x= −   
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ΕΕπποομμέέννωωςς  ηη  σσυυννάάρρττηησσηη  δδεενν  εείίννααιι    ««11--11»»..  
  
  
ΠΠααρράάδδεειιγγμμαα    22::  ΝΝαα  εεξξεετταασσθθεείί  αανν  ηη  σσυυννάάρρττηησσηη    ( )2g(x) 3x 1 / 3,10= +   εείίννααιι          
««11--11»»..  
ΛΛύύσσηη::    ΈΈσσττωω  όόττιι  εείίννααιι    1 2g(x ) g(x )=   ααππόό  ττηηνν  υυππόόθθεεσσηη  ααυυττήή,,  ππρροοκκύύππττεειι  
ττεελλιικκάά::  

2 2
1 2x x=       ⇒⇒        1 2x x=         ((11))  

  
ΕΕππεειιδδήή    ( )1 2x , x 3,10∈ ,,    σσυυννεεππάάγγεεττααιι    όόττιι      1 2x , x 0>     εεπποομμέέννωωςς  ααππόό  ττηηνν    ((11))  
ππρροοκκύύππττεειι::  

1 2x x=   
ΆΆρραα  ηη  σσυυννάάρρττηησσηη  εείίννααιι      ««11--11»»..  
  
  

  
  
  


