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44ΟΟ    ΜΜΑΑΘΘΗΗΜΜΑΑ  
  

  
  

11..1100..  ΣΣΧΧΕΕΣΣΕΕΙΙΣΣ    ΜΜΙΙΓΓΑΑΔΔΙΙΚΚΩΩΝΝ    ΚΚΑΑΙΙ  ΣΣΧΧΗΗΜΜΑΑΤΤΑΑ  
  

  
  ΣΣχχέέσσεειιςς  μμιιγγααδδιικκώώνν  ααρριιθθμμώώνν  κκααιι  σσχχήήμμαατταα  
  ΕΕππεειιδδήή  ττοο  σσύύννοολλοο  ττωωνν  μμιιγγααδδιικκώώνν  ααρριιθθμμώώνν  ααππεειικκοοννίίζζεεττααιι  σσττοο  εεππίίππεεδδοο,,  
οοιι  σσχχέέσσεειιςς  μμεεττααξξύύ  ττοουυςς  εεκκφφρράάζζοουυνν  εεππίίππεεδδαα  γγεεωωμμεεττρριικκάά  σσχχήήμμαατταα..  ΣΣττηηνν  
εεννόόττηητταα  ααυυττήή  δδίίννοουυμμεε  ββαασσιικκέέςς  σσχχέέσσεειιςς  μμεεττααξξύύ  ττωωνν  μμιιγγααδδιικκώώνν  ααρριιθθμμώώνν  κκααιι  τταα  
σσχχήήμμαατταα  πποουυ  εεκκφφρράάζζοουυνν..  
  ΈΈττσσιι  λλοοιιππόόνν  έέχχοουυμμεε::  
  
  11..    ΗΗ  σσχχέέσσηη::  

  z z+ = κ   
  

  γγιιαα  ττοονν  μμιιγγααδδιικκόό  ααρριιθθμμόό  z x yi= +   εεκκφφρράάζζεειι  ττηηνν  εευυθθεείίαα::  
  

  x
2
κ

=   

  
  

  22..    ΗΗ  σσχχέέσσηη::  
  z z i− = κ   

  
  γγιιαα  ττοονν  μμιιγγααδδιικκόό  ααρριιθθμμόό  z x yi= +   εεκκφφρράάζζεειι  ττηηνν  εευυθθεείίαα::  
  

y
2
κ

=   

  
    ΕΕίίννααιι  φφααννεερρόό  όόττιι  γγιιαα  0κ =   ααππόό  ττηηνν  ((11))  έέχχοουυμμεε  ττοονν  άάξξοονναα  ττωωνν  
ττεεττααγγμμέέννωωνν,,  εεννώώ  ααππόό  ττηηνν  ((22))  έέχχοουυμμεε  ττοονν  άάξξοονναα  ττωωνν  ττεεττμμηημμέέννωωνν..  
  

  
  

  33..    ΗΗ  σσχχέέσσηη::    
  

  *z , += κ ∈   
  

  δδίίννεειι  κκύύκκλλοο  πποουυ  έέχχεειι  κκέέννττρροο  ττηηνν  ααρρχχήή  ττωωνν  ααξξόόννωωνν  κκααιι  αακκττίίνναα  κκ..  
    ΠΠρράάγγμμααττιι  αανν  z x yi= + ,,  έέχχοουυμμεε::  
  

2 2 2x yi x y+ = κ ⇔ + = κ   
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  44..    ΗΗ  σσχχέέσσηη::  
  

( ) *z i , +− α +β = κ κ∈   
    

δδίίννεειι  κκύύκκλλοο  πποουυ  έέχχεειι  κκέέννττρροο  ττοο  σσηημμεείίοο  ( ),Λ α β   κκααιι  αακκττίίνναα  κκ..  
    ΠΠρράάγγμμααττιι  ααππόό  ττηηνν  σσχχέέσσηη  ααυυττήή  ππρροοκκύύππττεειι  όόττιι  οοιι  εειικκόόννεεςς  ττοουυ  z   έέχχοουυνν  
σσττααθθεερρήή  ααππόόσστταασσηη  κκ  ααππόό  ττηηνν  εειικκόόνναα  ττοουυ  μμιιγγααδδιικκοούύ  iα +β ..  ΆΆρραα  ππεερριιέέχχοοννττααιι  
σσττοονν  κκύύκκλλοο::  

  ( )( )Λ α β κ, ,   
ττοουυ  οοπποοίίοουυ  ηη  εεξξίίσσωωσσηη  εείίννααιι::  
  

( ) ( )2 2 2x y−α + −β = κ   
    
  

  55..    ΗΗ  σσχχέέσσηη::  
  

  z < κ   
  

εεκκφφρράάζζεειι  τταα  εεσσωωττεερριικκάά  σσηημμεείίαα  ττοουυ  κκύύκκλλοουυ  πποουυ  έέχχεειι  κκέέννττρροο  ττηηνν  ααρρχχήή  ττωωνν  
ααξξόόννωωνν  κκααιι  αακκττίίνναα  κκ,,  δδιιόόττιι  μμπποορρεείί  νναα  γγρρααφφεείί  μμεε  ττηηνν  μμοορρφφήή::  
  

  z − <0 κ   
  

πποουυ  σσηημμααίίννεειι  όόττιι  οοιι  εειικκόόννεεςς  ττοουυ  zz    ααππέέχχοουυνν  ααππόό  ττηηνν  ααρρχχήή  ααππόόσστταασσηη  μμιικκρρόόττεερρηη  
ττοουυ  κκ..  
  
  
  66..    ΟΟμμοοίίωωςς  ηη  σσχχέέσσηη::  
  

  z > κ     
  

εεκκφφρράάζζεειι  τταα  εεξξωωττεερριικκάά  σσηημμεείίαα  ττοουυ  ίίδδιιοουυ  κκύύκκλλοουυ..  
  
  
  77..    ΗΗ  σσχχέέσσηη::  
  

  ( ) ( )z i z i− + = − +α β γ δ   
  

εεκκφφρράάζζεειι  ττηηνν  μμεεσσοοκκάάθθεεττοο  ττοουυ  ττμμήήμμααττοοςς,,  ττοουυ  οοπποοίίοουυ  τταα  άάκκρραα  εείίννααιι  τταα  σσηημμεείίαα  
( ),Α α β   κκααιι  ( ),Β γ δ ..  
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    ΠΠρράάγγμμααττιι  ηη  σσχχέέσσηη  δδηηλλώώννεειι  όόττιι  οοιι  εειικκόόννεεςς  ττοουυ  z   ιισσααππέέχχοουυνν  ααππόό  ττιιςς  
εειικκόόννεεςς  ττωωνν  iα+β   κκααιι  iγ + δ ,,  άάρραα  ππεερριιέέχχοοννττααιι  σσττηηνν  μμεεσσοοκκάάθθεεττοο  ττοουυ  
ττμμήήμμααττοοςς  πποουυ  οορρίίζζοουυνν  οοιι  εειικκόόννεεςς  ααυυττέέςς..  
  
  
  

  
ΠΠααρρααδδεείίγγμμαατταα::  
  
11..    ΑΑνν  1z ,,    2z   εείίννααιι  δδύύοο  μμιιγγααδδιικκοοίί  ααρριιθθμμοοίί,,  νναα  δδεειιχχθθεείί  όόττιι::  

  z z z z z z1 2

2

1 2

2

1

2

2

2
2 2+ + − = +   

ΛΛύύσσηη::  
ΣΣυυμμββοουυλλέέςς  

    ΌΌτταανν  σσεε  μμιιαα  σσχχέέσσηη  έέχχοουυμμεε  ττεεττρράάγγωωνναα  μμέέττρρωωνν,,  οο  κκύύρριιοοςς  ττρρόόπποοςς  νναα  
δδοουυλλέέψψοουυμμεε,,  εείίννααιι  νναα  κκάάννοουυμμεε  χχρρήήσσηη  ττηηςς  ιισσόόττηηττααςς::  

2z zz=   
  
    ΠΠααρρααττηηρροούύμμεε  όόττιι::  
  

( )( ) ( )( )2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2z z z z z z z z z z z z+ + − = + + + − −             ⇒   

  
2 2

1 2 1 2 1 1 1 2 1 2 2 2 1 1 1 2 1 2 2 2z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z+ + − = + + + + − − +           ⇒   
  

2 2
1 2 1 2 1 1 2 2z z z z 2z z 2z z+ + − = +                 ⇒   

  
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2z z z z 2 z z+ + − = +   
  

  
    ΗΗ  σσχχέέσσηη  ααυυττήή  εείίννααιι  πποολλύύ  χχρρήήσσιιμμηη  γγιιαα  ττηηνν  ααννττιιμμεεττώώππιισσηη  δδιιααφφόόρρωωνν  

αασσκκήήσσεεωωνν  κκααιι  μμπποορρεείί  νναα  χχρρηησσιιμμοοπποοιιεείίττααιι  χχωωρρίίςς  ααππόόδδεειιξξηη..    
  
  
  
22..    ΑΑνν    ιισσχχύύεειι::  

z 2 i 5− − ≤       ((11))  
νναα  δδεειιχχθθεείί  όόττιι::  

8 z 14 6i 18≤ − − ≤           ((22))  
ΛΛύύσσηη::  

ΣΣκκέέψψεειιςς  
    ΣΣττηη  σσχχέέσσηη  ((11)),,  εεππιιδδιιώώκκοουυμμεε  νναα  εεμμφφααννιισσττεείί  οο  ααρριιθθμμόόςς::  

z 14 6i− −   
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ΙΙσσχχύύεειι::  
x x≤ α ⇔ −α ≤ ≤ α

    ΠΠααρρααττηηρροούύμμεε  όόττιι::  

( ) ( )z 2 i z 14 6i 12 5i− − = − − + +             
(1)

⇒   
  

( ) ( )z 14 6i 12 5i 5− − + + ≤   
ΑΑππόό  ττηηνν  ττρριιγγωωννιικκήή  ααννιισσόόττηητταα,,  ππρροοκκύύππττεειι::  
  

( ) ( )z 14 6i 12 5i z 14 6i 12 5i− − − + ≤ − − + +   
  

ΕΕπποομμέέννωωςς  ιισσχχύύεειι::  
  

z 14 6i 12 5i 5− − − + ≤             ⇔   
  

5 z 14 6i 12 5i 5− ≤ − − − + ≤             ⇔   
  

12 5i 5 z 14 6i 12 5i 5+ − ≤ − − ≤ + +   
  
ΕΕππεειιδδήή::  

12 5i 144 25 169 13+ = + = =   
έέχχοουυμμεε::  

8 z 14 6i 18≤ − − ≤   
  

  
  

ΓΓεεωωμμεεττρριικκήή  εερρμμηηννεείίαα    ττηηςς  άάσσκκηησσηηςς  
  

    ΟΟιι  εειικκόόννεεςς  ττωωνν  μμιιγγααδδιικκώώνν  ααρριιθθμμώώνν  πποουυ    ιικκααννοοπποοιιοούύνν  ττηηνν  ((11)),,  εείίννααιι  
εεσσωωττεερριικκάά  σσηημμεείίαα  ττοουυ  κκύύκκλλοουυ  ( )c   πποουυ  έέχχεειι  κκέέννττρροο  ττοο  σσηημμεείίοο    ( )2,1Λ   κκααιι  
αακκττίίνναα  5ρ = ,,  δδιιόόττιι::  

((11))          ⇔             ( )z 2 i 5− + ≤   
ΠΠοουυ  σσηημμααίίννεειι  όόττιι    οοιι  εειικκόόννεεςς  ττοουυ  z   έέχχοουυνν  ααππόόσστταασσηη  μμιικκρρόόττεερρηη  ήή  ίίσσηη  ττοουυ  55,,  ααππόό  
ττηηνν  εειικκόόνναα    ( )2,1Λ   ττοουυ  2 i+ ..  
  
    ΑΑππόό  ττηη  σσχχέέσσηη    ((22))    ιισσοοδδύύννααμμαα  
έέχχοουυμμεε::  
  

( )8 z 14 6i 18≤ − + ≤   
  

ΠΠοουυ  σσηημμααίίννεειι    όόττιι  οοιι  εειικκόόννεεςς  ττοουυ  z   πποουυ  ττηηνν  
ιικκααννοοπποοιιοούύνν,,  ππεερριιέέχχοοννττααιι  σσττοονν  κκυυκκλλιικκόό  
δδαακκττύύλλιιοο,,  οο  οοπποοίίοοςς  κκααθθοορρίίζζεεττααιι  ααππόό  ττοουυςς  
κκύύκκλλοουυςς::  
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( )1 1c : 14,6 ,  ρ 8Κ =   

( )2 2c : 14,6 ,  ρ 18Κ =   
  

    ΠΠααρρααττηηρροούύμμεε  όόττιι  εείίννααιι::  

( ) ( ) ( )2 2 2 214 2 6 1 12 5 13ΚΛ = − + − = + =   
ΜΜεε  σσυυννέέππεειιαα  νναα  ιισσχχύύοουυνν::  

( ) 15 8ΚΛ = + = ρ+ρ         ((33))  

( ) 218 5ΚΛ = − = ρ −ρ         ((44))  
    ΑΑππόό  ττηηνν  σσχχέέσσηη  ((33)),,  όόππωωςς  φφααίίννεεττααιι  κκααιι  σσττοο  σσχχήήμμαα,,  οο  κκύύκκλλοοςς    c   
εεφφάάππττεεττααιι  εεξξωωττεερριικκάά  ττοουυ  1c ,,    εεννώώ  ααππόό  ττηηνν  ((44))  ππρροοκκύύππττεειι  όόττιι  οο  c   εεφφάάππττεεττααιι  
εεσσωωττεερριικκάά  ττοουυ  2c ..    ΈΈττσσιι  λλοοιιππόόνν  γγίίννεεττααιι  φφααννεερρόό  όόττιι  οοιι  μμιιγγααδδιικκοοίί  ααρριιθθμμοοίί  πποουυ  
ιικκααννοοπποοιιοούύνν  ττηηνν  ((11)),,  ιικκααννοοπποοιιοούύνν  κκααιι  ττηηνν  ((22))..    
  
  
  

33..      ΑΑνν  γγιιαα  ττοουυςς  μμιιγγααδδιικκοούύ  ααρριιθθμμοούύςς    1 2z ,  z     ιισσχχύύεειι::  

1 2 1 2z z z z+ = =           ((11))  

μμεε    1z 0≠ ,,    νναα  δδεειιχχθθεείί  όόττιι::  

1 2 1z z 3 z− =   
ΛΛύύσσηη::  
    ΓΓιιαα  οοπποοιιοουυσσδδήήπποοττεε  μμιιγγααδδιικκοούύςς  ααρριιθθμμοούύςς,,  ιισσχχύύεειι::  
  

z z z z z z1 2

2

1 2

2

1

2

2

2
2 2+ + − = +         ((22))  

  
ΑΑππ’’    ααυυττήή  λλόόγγωω  ττηηςς  ((11)),,  έέχχοουυμμεε::  
  

2 2 2
1 1 2 1z z z 4 z+ − =                   ⇒             2

1 2 1z z 3 z− =               ⇒   
  

1 2 1z z 3 z− =   
  

ΑΑσσφφααλλώώςς  δδιιααππιισσττώώσσααττεε  ππόόσσοο  χχρρήήσσιιμμηη  εείίννααιι  ηη  σσχχέέσσηη    ((22))..    
  
  


