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� ΟΡΙΣΜΕΝΟ  ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 

 

Ορισµός: 

 

  Έστω f  µια συνάρτηση, συνεχής σ’ ένα διάστηµα [ ],α β .  Στο 

διάστηµα αυτό, έχει γίνει διαµέριση σε v ίσα διαστήµατα πλάτους 

dv
β−α
=
ν

. Η διαµέριση µπορεί να γίνει και µε τα σηµεία 

1 2x , x , x ,..., x ,...ο κ  και τότε το πλάτος του κάθε διαστήµατος, είναι  

1d x xκ κ−ν = − . Τα διαστήµατα, δεν είναι απαραίτητο να έχουν το ίδιο 

πλάτος.  

 

  Ονοµάζουµε ορισµένο ολοκλήρωµα της f από το α µέχρι το β και 

το συµβολίζουµε   f (x)dx

β

α
∫ , το παρακάτω όριο: 

v
1

lim f (x ).d
ν

κ→+∞
κ=

ν∑  

 ∆ηλαδή ισχύει: 

v
1

f (x)dx lim f (x ).d

β ν

κ→+∞
κ=α

= ν∑∫  

 

 

 Έστω το διάστηµα [ ],α β   και τα σηµεία  1 2x , x , x ,..., x ,..., xο κ ν   µέσα σ’ αυτό, 

που το διαµερίζουν σε διαστήµατα, πλάτους: 

d
β−α

ν =
ν

 

Παρατηρούµε ότι είναι: 
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ν

β−α
= α + κ

ν
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 Για να υπολογίσουµε ένα ολοκλήρωµα µε την µέθοδο Riemann  (ορισµός), 

χρησιµοποιούµε διαµέριση σε ν ίσα διαστήµατα, πλάτους: 

 

d
β−α

ν =
ν

 

µε συνέπεια να έχουµε τον τύπο: 

 

1

f (x)dx lim f

β ν

ν→+∞
κ=α

β−α β−α = α + κ ν ν 
∑∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

� ΑΜΕΣΕΣ  ΣΥΝΕΠΕΙΕΣ  ΤΟΥ  ΟΡΙΣΜΟΥ 

 

� Το ολοκλήρωµα  f (x)dx

β

α
∫ , εξαρτάται από την συνάρτηση f  και τα 

άκρα α  και β , όπου η f   είναι συνεχής συνάρτηση στο [ ],α β .  ∆εν 

εξαρτάται από την µεταβλητή x .  ∆ηλαδή ισχύει: 

 

f (x)dx f (y)dy f (z)dz f (t)dt ...

β β β β

α α α α

= = = =∫ ∫ ∫ ∫  
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� Γεωµετρική ερµηνεία του 

ορισµένου ολοκληρώµατος  f (x)dx

β

α
∫ , 

όταν  f (x) 0≥  για κάθε  [ ]x ,∈ α β . Το 

ορισµένο ολοκλήρωµα, εκφράζει το 

εµβαδόν του χωρίου που βρίσκεται 

ανάµεσα στο διάγραµµα c  της f  , τον 

άξονα x x′  και τις ευθείες  x = α   και  
x = β . 

� f (x)dx 0

α

α

=∫  

 

� f (x)dx f (x)dx

βα

β α

= −∫ ∫  

 

� ( )cdx c

β

α

= β−α∫  

 

 

 

� Γραµµικότητα  ολοκληρώµατος 

 

  Για συνεχείς συναρτήσεις στο [ ],∆ = α β ,  ισχύουν οι ιδιότητες: 

 

1111 f (x)dx f (x)dx

β β

α α

λ = λ∫ ∫  

 

2222 ( )f (x) g(x) dx f (x)dx g(x)dx ,

β β β

α α α

λ ⋅ +µ ⋅ = λ +µ λ µ∈∫ ∫ ∫ ℝ  

 

3333 f (x)dx f (x)dx f (x)dx

β γ β

α α γ

= +∫ ∫ ∫  σχέση  chasles 

 όπου , ,α β γ∈∆ ,  χωρίς να µας ενδιαφέρει η σειρά των , ,α β γ . 
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� ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ  ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ 

 

 Αν f ,g   είναι συνεχείς συναρτήσεις  στο [ ],α β  ,  ισχύουν οι παρακάτω 

συνεπαγωγές: 

 

�  Αν  [ ]f (x) 0 x ,≥ ∀ ∈ α β         ⇒⇒⇒⇒        f (x)dx 0

β

α

≥∫  

 

�  Αν   [ ]f (x) g(x) x ,≥ ∀ ∈ α β  ⇒⇒⇒⇒  f (x)dx g(x)dx

β β

α α

≥∫ ∫  

 

�  Εφ’ όσον  η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο [ ],α β , τότε και η f  

είναι συνεχής και ισχύει: 

f (x)dx f (x) dx

β β

α α

≤∫ ∫  

 

 

 

 

� ΘΕΩΡΗΜΑ  ΜΕΣΗΣ  ΤΙΜΗΣ 

 

 Αν f  είναι µια συνεχής συνάρτηση στο διάστηµα [ ],α β ,  τότε η f  θα έχει 

ολικά ακρότατα, έστω m ό ελάχιστο= ολικ   και  ό µέγιστοΜ = ολικ  στο [ ],α β  και 

θα ισχύει: 

( ) ( )m f (x)dx

β

α

β−α ≤ ≤ Μ β−α∫  

Υπάρχει ένα τουλάχιστον [ ],ξ∈ α β , ώστε: 

( )f (x)dx f ( )

β

α

= β−α ξ∫  

Θ.Μ.Τ.  στα ολοκληρώµατα 
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���� Γεωµετρική ερµηνεία του Θ.Μ.Τ. 

 

 Το εµβαδόν του χωρίου που παριστάνει το ολοκλήρωµα  f (x)dx

β

α
∫ , µε 

f (x) 0≥ , ισούται µε το εµβαδόν ενός ορθογωνίου που έχει διαστάσεις  

β−α  και  f ( )ξ . 

 

 

                           f 

f(ξ) 

 

 

 

           α                  ξ                           β      


