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ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 
 

Γραµµικό σύστηµα nm×  λέγεται ένα 
πλήθος m γραµµικών εξισώσεων µε n αγνώ-
στους των οποίων ζητάµε τις κοινές λύσεις. 
Η λέξη «γραµµικό» δηλώνει ότι όλοι οι 
όροι της εξίσωσης είναι πρώτου βαθµού 
ως προς τους αγνώστους. 
 

π.χ. 1  2× 2  Γραµµικό σύστηµα : 
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όπου αi, βi, γi ∈R, A 2× 2 πίνακας και  
         x

r , b
r

 πίνακες στήλη 2 1× . 
 

π.χ. 2  3×3  Γραµµικό σύστηµα  : 
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όπου αi, βi, γi, δi ∈  R, A 3× 3 πίνακας και 
x
r , b

r
 πίνακες στήλη 3 1× . 

Παρατηρούµε ότι το σύστηµα µε τη χρη-
σιµοποίηση πινάκων ισοδυναµεί µε εξί-
σωση.  Γι΄ αυτό οι µεθοδολογίες επίλυσής 
του βασίζονται στην αντίστοιχη θεωρία. 
Λύση ενός nm×  γραµµικού συστήµατος 
λέγεται κάθε διατεταγµένη n – άδα αριθ-
µών που επαληθεύει όλες τις εξισώσεις.  
Μερική (µία) λύση ενός συστήµατος λέ-
γεται κάθε διάνυσµα nT

nµ R)x,...,x,x(x ∈= 21
r  

που ικανοποιεί το σύστηµα:     bxµ

rr
=Α  

Γενική λύση (χώρος λύσεων) καλείται το 
σύνολο όλων των λύσεων του συστήµατος. 
Συµβιβαστό λέγεται ένα σύστηµα εξισώ-
σεων που έχει µία τουλάχιστον λύση. 
Αδύνατο λέγεται ένα γραµµικό σύστηµα 
που δεν έχει λύση. 

Οµογενές ονοµάζεται το γραµµικό σύ-
στηµα του οποίου οι σταθεροί όροι είναι 
όλοι ίσοι µε µηδέν. 
 

Σχόλιο: Τα οµογενή συστήµατα είναι πά-
ντοτε συµβιβαστά, καθώς έχουν προφανή 
(τετριµµένη) λύση τη µηδενική. 
Παραµετρικό λέγεται το γραµµικό σύ-
στηµα του οποίου οι συντελεστές των α-
γνώστων και οι σταθεροί όροι µπορεί να 
είναι µεταβλητές (παράµετροι), π.χ. λ, µ. 
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             οµογενές           παραµετρικό 
 

 
 
 
 

ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΑΠΑΛΟΙΦΗΣ ΤΟΥ GAUSS 
 

Με τη µέθοδο απαλοιφής του Gauss ή του 
επαυξηµένου πίνακα επιδιώκουµε: 
α) να καταλήξουµε στον  ελάχιστο δυνατό 
    αριθµό εξισώσεων και 
β) να  προκύψουν  εξισώσεις  µε όσο το  δυνα-     
    τόν  περισσότερους   µηδενικούς  συντελεστές. 
 

Επαυξηµένος πίνακας ενός nm×  γραµµι-
κού συστήµατος bx

rr
=Α  ονοµάζεται ο πίνα-

κας που έχει στοιχεία τους συντελεστές των 
αγνώστων και των σταθερών όρων.  
Όπως προαναφέραµε το σύστηµα ανάγεται µε 
τη βοήθεια πινάκων σε εξίσωση. Για το λόγο 
αυτό, αντί των εξισώσεων του συστήµατος 
χρησιµοποιούµε τον επαυξηµένο πίνακα. 
π.χ.   Για το 3× 3  γραµµικό σύστηµα:        

   x + 3y + 4z = 6 
         3x + 10y -10z = -3    (Σ) 

-2x - 4y + 11z = 9 
ο επαυξηµένος πίνακας είναι: 
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Σχόλιο: Οι πράξεις µεταξύ των εξισώσεων 
του (Σ) για την απαλοιφή των αγνώστων ε-
κτελούνται αντίστοιχα µεταξύ των γραµµών 
του επαυξηµένου πίνακα (γραµµοπράξεις). 
 

Μέθοδος απαλοιφής του Gauss :   
 

Βήµα 1ο Με εναλλαγή των γραµµών - εξι-
σώσεων γράφουµε πρώτη γραµµή αυτή 
που έχει στον πρώτο άγνωστο τον πιο α-
πλό µη  µηδενικό συντελεστή (συνήθως 
µονάδα).     
 

Βήµα 2ο Με οδηγό την πρώτη γραµµή - 
εξίσωση απαλείφουµε τον ίδιο άγνωστο 
(π.χ. το x) από όλες τις άλλες εξισώσεις. 
Συγκεκριµένα πολλαπλασιάζουµε την ή 
τις γραµµές – εξισώσεις µε αριθµό τέτοιο 
που αν τις προσθέσουµε  να απαλείφεται ο 
αντίστοιχος  άγνωστος. Αν εµφανιστεί 
γραµµή  0,0,…,0 = 0  τότε αυτή παραλείπεται. 
 

Βήµα 3ο  Με αφετηρία τη δεύτερη εξίσω-
ση εκτελούµε τα βήµατα 1ο , 2ο , κ.ο.κ.   
 π.χ. Για το παραπάνω σύστηµα έχουµε : 
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H εµφάνιση µηδενικών στοιχείων κάτω 
και πάνω από την κύρια διαγώνιο λέγεται 
κλιµακοποίηση του συστήµατος ή του 
επαυξηµένου πίνακα. 

ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΙΣ   ΛΥΣΗΣ   ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ 
ΜΕΤΑ ΤΗ ΜΕΘΟ∆Ο ΑΠΑΛΟΙΦΗΣ 

Α∆ΥΝΑΤΟ  όταν οι συντελεστές όλων των 
όρων µιας εξίσωσης είναι 0, ενώ ο σταθερός 
της όρος διάφορος του 0, δηλ.   0 = α. 

ΜΟΝΑ∆ΙΚΗ ΛΥΣΗ  όταν ο αριθµός των α-
γνώστων n είναι ίσος µε τον αριθµό των εξι-
σώσεων k  που αποµένουν (n = k). 

ΑΠΕΙΡΙΑ ΛΥΣΕΩΝ  όταν ο αριθµός των 
αγνώστων n είναι µεγαλύτερος από τον αριθ-
µό των εξισώσεων k  που αποµένουν (n > k),  
δηλαδή  m = n-k  ελεύθεροι άγνωστοι. 

 
 

ΜΕΘΟ∆ΟΣ CRAMMER   (ΟΡΙΖΟΥΣΩΝ) 
 

Η µέθοδος Crammer εφαρµόζεται σε nn×  
γραµµικά συστήµατα bx

rr
=Α .  Εφόσον ο Α-1 

υπάρχει, τότε από τη θεωρία πινάκων για το 
σύστηµα έχουµε  τη µοναδική λύση : 
      Α-1Α x

r  =  Α-1 b
r

 ⇔   bAx 1rr −=  
Θυµίζουµε :  ο Α-1 υπάρχει 0|A| ≠⇔  
Μοναδική λύση µε τη µέθοδο Crammer 
 

α) Για το 22×  γραµµικό σύστηµα (1), µε 
0Α ≠ , έχουµε: 

   
Α

Α
= xx  και  

Α

Α
=

yy    όπου: 

22
11

βα
βα

=Α  , 
22
11
βγ
βγ

=Αx , 
22
11

y γα
γα

A =  

β) Για το 33×  γραµµικό σύστηµα (2), µε 
0Α ≠ , έχουµε: 
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MODA: Η τιµή της ορίζουσας Α  καθο-
ρίζει το είδος της λύσης του συστήµατος: 
α) Όταν  0Α ≠   έχουµε  µοναδική  λύση  
    που βρίσκεται µε τη µέθοδο Crammer. 
β) Όταν 0=Α   χρησιµοποιούµε τη  µέθο- 
    δο απαλοιφής Gauss και αν προκύψει: 
β1) γραµµή [ ]α0.......0  µε α≠ 0 είναι αδύνατο  
β2) αριθµός αγνώστων n>αριθµό εξισώσεων k  
      τότε έχουµε απειρία λύσεων (αόριστο)       
       µε n-k ελεύθερους αγνώστους. 
 
 
 

ΟΜΟΓΕΝΗ    ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ  
 
 

1.  n× n  οµογενή συστήµατα 0x =Α
r : 

Κάθε οµογενές σύστηµα έχει προφανή 
λύση τη µηδενική (τετριµµένη λύση). 
Η ορίζουσα Α  καθορίζει το είδος της λύσης: 
α)  Όταν 0|| ≠Α , έχουµε µοναδική λύση  
     τη µηδενική.  
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β) Όταν 0|| =Α  έχουµε άπειρες λύσεις, 
αφού οι εξισώσεις που προκύπτουν εί-
ναι λιγότερες από τους αγνώστους. Η 
εύρεση του χώρου των λύσεων γίνεται 
µε τη µέθοδο απαλοιφής του Gauss. 

 

π.χ.               
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Η ορίζουσα του συστήµατος είναι : 

λ12
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−
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α)  Αν 12λ ≠  τότε 0≠Α . 
Το (Σ) έχει µοναδική λύση τη µηδενική. 
β) Αν  12λ =  τότε 0=Α . 

Οπότε :     
0y8x
0y24x3

=−
=−

   ή   y8x =  

Άρα  (x,y) = (8y,y)=y(8,1), δηλ. µονοπα-
ραµετρική απειρία λύσεων. 
 

2.  n×m  οµογενή συστήµατα: 
Εφαρµόζουµε τη µέθοδο απαλοιφής του 
Gauss όπως 1β. 
 
 

ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΑ   ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ  
 

1.  Για  n× n  παραµετρικά συστήµατα: 
Το είδος της λύσης του παραµετρικού συ-
στήµατος εξαρτάται από τις ρίζες 
λ1,λ2,…λi   της εξίσωσης  |Α|=0. 
∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις : 
α)  Όταν i21 λ...λ,λ≠λ  τότε 0≠|Α|  και  
     το σύστηµα έχει µοναδική λύση. 
β)  Όταν iλλ =  τότε  |Α| = 0. Για κάθε µια 

τιµή λi παίρνουµε το αντίστοιχο σύ-
στηµα και το λύνουµε µε τη µέθοδο 
απαλοιφής Gauss και θα προκύψει σύ-
στηµα αόριστο ή αδύνατο. 

 

π.χ.          
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Η ορίζουσα του συστήµατος είναι : 
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β) Αν 1λ −=  τότε 0Α = . 
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Το (Σ) είναι αδύνατο. 

 

γ) Αν 
3
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3/112 −=   άρα το (Σ) είναι αδύνατο. 

 
 

2.  Για  n×m παραµετρικά συστήµατα: 
Εφαρµόζουµε τη µέθοδο απαλοιφής του Gauss.  
 

ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ  ΜΕΓΕΘΗ 
(Ιδιοτιµές – Ιδιοδιανύσµατα) 
 

Η σχέση yxA)x,x(T 21
rr

==  δηλώνει  
ένα γραµµικό µετασχηµατισµό από το 
διάνυσµα x

r
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r
. Για παράδειγµα: 
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Ζητάµε τα διανύσµατα x
r

 που έχουν εικό-
να συγγραµµική (ανάλογη) προς αυτά:  
 

         ⇒= xλxΑ
rr    0x)Ιλ-Α( =

r        (1) 
 
 

Ιδιοτιµή ενός nn×  πίνακα Α καλείται κάθε 
τιµή του Rλ∈  που ικανοποιεί την (1). 
Ιδιοδιάνυσµα για λ = λi λέγεται κάθε διά-
νυσµα 0x ≠

r  που επαληθεύει την (1). 
 Για µ *R∈  τα x

r
⋅µ  είναι ιδιοδιανύσµατα. 

 

Εύρεση χαρακτηριστικών µεγεθών : 
 

Το παραµετρικό οµογενές σύστηµα (1) 
έχει λύσεις όταν 0λ =Ι−Α  
1ον Οι ιδιοτιµές λi είναι οι ρίζες της εξίσω- 
      σης  0λ =Ι−Α . 
2ον Για  λ = λi τα ιδιοδιανύσµατα ix

r
 είναι  

      ο χώρος λύσεων του οµογενούς  
      συστήµατος  (Α – λiΙ) ix

r
 = 0.  

Παρατηρήσεις: 
 

1) Όταν  η   ιδιοτιµή  είναι  απλή  ρίζα  της  
    εξίσωσης  0λ =Ι−Α ,  τότε  θα  έχουµε    
    βάση  του  ιδιοχώρου  ένα  και µόνο ένα 
    ιδιοδιάνυσµα. 
2) Όταν  η   ιδιοτιµή  είναι  διπλή ρίζα της εξί- 
    σωσης   0λ =Ι−Α ,  τότε θα έχουµε βαση 

µε οπωσδήποτε ένα , ίσως και δεύτερο ιδιο-
διάνυσµα. 

3) Όταν προκύπτει µηδενικό ιδιοδιάνυσµα,  
    τότε  σίγουρα έχουµε κάνει λάθος. 
4) Για να ελέγξουµε τα αποτελέσµατά µας  
    αρκεί να επαληθεύεται η   iii xλxΑ

rr
= . 
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Εύρεση ιδιοτιµών :  ⇒=Ι−Α 0λ  
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Άρα οι ιδιοτιµές είναι: 1λ1 =  και 2λ 2 =  
Εύρεση ιδιοδιανυσµάτων : 
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Άρα  (x1,x2)T = (x1,3x1)T = x1(1,3)T και 1v
r =(1,3)Τ 

Όµοια για  λ2 = 2 προκύπτει :  Τ
2 )2,1(v =
r

 
 
 

ΘΕΩΡΗΜΑ  GAYLEY – HAMILTON 
 

Χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 
Α λέγεται το:            Ι−Α=Φ λ)λ(  
Για το χαρακτηριστικό πολυώνυµο ισχύουν : 
 

1ον  Α=Φ )0(  (για λ = 0). Συνεπώς από το  
      Φ(0) υπολογίζουµε την ορίζουσα |Α|. 

2ον Αν  αντί  του λ  θέσουµε  τον πίνακα Α 
      προκύπτει η πολυωνυµική σχέση: =ΑΦ )( 0 
     που είναι το Θεώρηµα Gayley-Hamilton. 
 

π.χ.  Για τον πίνακα του παραπάνω παραδείγ-
µατος έχουµε: =ΑΦ )( 0 ⇒  =+− I2A3A2 0    
 

Σχόλιο: Ο σταθερός όρος του πολυωνύ-
µου Φ(Α) πολλαπλασιάζεται µε τον µονα-
διαίο πίνακα Ι. 
 

Εύρεση του αντίστροφου πίνακα Α-1 
Όταν  0)0( ≠Φ=Α , ο  Α-1 υπολογίζεται από 
το Θεώρηµα  Gayley – Hamilton ως εξής: 
Πολλαπλασιάζουµε την =ΑΦ )( 0 µε  Α-1. 
π.χ. Για τον πίνακα του παραπάνω παραδείγ-
µατος έχουµε:  =Ι+Α−ΑΑ− )23( 21 0 ⇒  

=Α+Ι−Α⇒ −123 0 Ι+Α−=Α⇒ −

2
3

2
11  

 
 
 

∆ΙΑΓΩΝΟΠΟΙΗΣΗ  ΠΙΝΑΚΩΝ 
 
 

Λέµε ότι ο nn×  πίνακας Α είναι διαγω-
νοποιήσιµος όταν είναι όµοιος µε ένα 
διαγώνιο πίνακα ∆. ∆ηλαδή υπάρχει αντι-
στρέψιµος πίνακας Ρ  έτσι ώστε: 
 
 

      ∆=ΑΡΡ−1    ή    1−Ρ∆Ρ=Α  
 

Ο διαγώνιος πίνακας  ∆ είναι της µορφής 
 
 

∆ = diag ( )n21 λ,...,λ,λ  και ο πίνακας  Ρ  
έχει στήλες τα ιδιοδιανύσµατα n21 x,...,x,x

rrr
 

που αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές n21 λ,...,λ,λ . 
Ο πίνακας Α διαγωνοποιείται όταν: 

 Έχει διαφορετικές ανά δύο (διακεκρι-
µένες) ιδιοτιµές. 

 Για  κάθε  ιδιοτιµή  πολλαπλότητας  k,  
      προκύπτουν   ακριβώς   k –  γραµµικά 
      ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα. 

 Είναι συµµετρικός,  δηλ.    ΑΤ = Α. 
 

∆εν διαγωνοποιείται όταν: 
 Σε ιδιοτιµή πολλαπλότητας k προκύ-
πτουν λιγότερα από   k – γραµµικά α-
νεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα. 

 Έχει µιγαδικές ιδιοτιµές. 
 

Μεθοδολογία διαγωνοποίησης 
 

1ον   Βρίσκουµε  τις  ιδιοτιµές  και τα αντί- 
        στοιχα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα Α. 
2ον   Ελέγχουµε αν είναι διαγωνοποιήσιµος  
        (βλέπε  παραπάνω).  
3ον    Εφόσον ο Α διαγωνοποιείται, γράφου- 
       µε µια διαγωνοποίησή του: 1−Ρ∆Ρ=Α  
 

Εύρεση ν-οστης δύναµης n× n πίνακα Α 
α)  Αν ο πίνακας Α διαγωνοποιείται ισχύει: 

-1νPP∆=Αν   όπου  )λ,...,λ, ν
2

ν ν
n

ν
1diαg(λ=∆  

β) Από  το  χαρακτηριστικό πολυώνυµο  µε  
    διαίρεση ή υποβιβασµό τάξης. 
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