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ΠΙΝΑΚΕΣ 
Ορισµοί 
Λέµε mn ×  πίνακα Α, µία διάταξη mn ⋅  
το πλήθος αριθµών, σε µορφή ορθογωνίου 
σχήµατος µε n γραµµές και m στήλες.  

 Το αij είναι το στοιχείο της  i-γραµµής 
και της j-στήλης του πίνακα.  
Ο πίνακας Α παριστάνεται µε : 
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 µε ni1 ≤≤  (γραµµές), mj1 ≤≤  (στήλες) 
 

 Πίνακας στήλη ονοµάζεται ένας 1n ×  
πίνακας Α  µε n γραµµές και µία στήλη. 

  Πίνακας γραµµή ονοµάζεται ένας n1×  
πίνακας Α  µε µία γραµµή και n στήλες. 

 Τετραγωνικός ονοµάζεται ένας nn ×  
πίνακας Α  όπου το πλήθος των γραµµών 
είναι ίσο µε το πλήθος των στηλών.  

 Η κύρια διαγώνιος, σ’ έναν  nn ×  τε-
τραγωνικό πίνακα, σχηµατίζεται από τα 
στοιχεία  α11, α22,…,αnn δηλ. τα  αij µε i=j. 

 Άνω τριγωνικός ονοµάζεται ένας nn ×  
τετραγωνικός πίνακας Α όταν τα στοιχεία 
κάτω από την κύρια διαγώνιο είναι µηδέν.  
 

Σχόλιο : Απλά και εποπτικά τα µη µηδε-
νικά στοιχεία του πίνακα από την κύρια 
διαγώνιο και πάνω σχηµατίζουν τρίγωνο. 
Όµοια ορίζεται ο κάτω τριγωνικός πίνακας. 
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         άνω τριγωνικός      κάτω τριγωνικός 
  ∆ιαγώνιος λέγεται ο τετραγωνικός πί-
νακας Α που όλα τα στοιχεία εκτός της 
κυρίας διαγωνίου είναι µηδέν. 

 ∆ύο πίνακες m×n  Α, Β είναι  ίσοι όταν 
έχουν ίσα τα αντίστοιχα στοιχεία τους και 
γράφουµε Α=Β. 
 
ΠΡΑΞΕΙΣ ΠΙΝΑΚΩΝ 
1. Πρόσθεση πινάκων 
Άθροισµα δύο mn ×  πινάκων, Α=[αij] και     
Β=[βij], λέγεται ο mn ×  πίνακας του οποί-
ου κάθε στοιχείο είναι το άθροισµα των 
αντίστοιχων στοιχείων των Α και Β.  
∆ηλαδή : 

]βα[ ijij +=Β+Α  
 

Παρατήρηση: ∆εν ορίζεται το άθροισµα 
διαφορετικού τύπου πινάκων. ∆ιότι είναι σαν 
να τοποθετούµε δυο ορθογώνια διαφορετικών 
διαστάσεων, το ένα πάνω στο άλλο. 
 

Ιδιότητες   
   Αντιµεταθετική  

Α+Β=Β+Α 
  Προσεταιριστική  

Α+(Β+Γ)=(Α+Β)+Γ 

  Μηδενικός πίνακας 
Ονοµάζεται ο mn ×  πίνακας του οποίου 
όλα τα στοιχεία είναι µηδέν. Συµβολίζεται 
µε 0 και ισχύει : 

Α+0=0+Α=Α 
  Αντίθετος ενός πίνακα 
Ονοµάζεται ο mn ×  πίνακας του οποίου 
όλα τα στοιχεία είναι τα αντίθετα των στοι-
χείων του Α.  ∆ηλ.  -Α=[-αij]  και  ισχύει:  

Α+(-Α)=(-Α)+Α=0 
 

2.  Βαθµωτός πολλαπλασιασµός 
Το γινόµενο ενός πραγµατικού αριθµού λ µε 
έναν πίνακα Α λέγεται βαθµωτός πολλαπλα-
σιασµός και προκύπτει αν πολλαπλασιάσουµε 
κάθε στοιχείο του Α µε το  λ, δηλαδή:  

 

]λα[]α[λλ ijij =⋅=Α⋅ ,   R∈λ  
 

Ιδιότητες  
 

1. ( ) Α⋅+Α⋅=Α⋅+ λκλκ , R∈λ,κ  
2. ( ) Β⋅+Α⋅=Β+Α⋅ λλλ  
3. ( ) ( )Α=Α=Α κλ)κ(λλκ  
4. Α=Α⋅1  
 

3. Πολλαπλασιασµός πινάκων 
Έστω Α ένας mn ×  πίνακας και Β ένας 

km × . Ορίζουµε γινόµενο του Α µε τον Β 
τον kn ×  πίνακα ΑΒ του οποίου το γij 
στοιχείο, προκύπτει από το εσωτερικό 
γινόµενο της i-γραµµής του Α µε την         
j-στήλη του Β. 

 

kj1n,iij ≤≤≤≤=Γ=Β⋅Α 1],γ[  

 

mjim2ji2ji1ij βα...βαβαγ 1 ⋅++⋅+⋅=  
 

Παρατηρήσεις  
1η Για να γίνει η πράξη του εσωτερικού γινο-
µένου πρέπει το µήκος της γραµµής (αριθµός 
στηλών) του πίνακα Α  να είναι ίσο µε το 
µήκος της στήλης (αριθµός γραµµών) του Β. 
Σχηµατικά :       ABBA →  
         n× mm × k         n× k 
π.χ.   
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Η δεύτερη γραµµή του ΑΒ προκύπτει από:  
 

14⋅ + 22)1(00 =⋅−+⋅ , )2(4 −⋅ + 91)1(30 −=⋅−+⋅  
14 ⋅ + 7)3()1(40 =−⋅−+⋅  

2η Μπορεί να ορίζεται το γινόµενο ΑΒ δύο 
πινάκων και να µην ορίζεται το ΒΑ.  
3η Στον πολλαπλασιασµό πινάκων δεν     
ισχύει η αντιµεταθετική ιδιότητα, διότι κι 
αν ακόµα ορίζονται τα γινόµενα ΑΒ και ΒΑ 
δεν έπεται αναγκαστικά ότι ΑΒ=ΒΑ.  
 

 

Ιδιότητες  
  Προσεταιριστική  

Α(ΒΓ)=(ΑΒ)Γ 
  Επιµεριστική 
Α(Β+Γ)=ΑΒ+ΑΓ ή (Β+Γ)Α=ΒΑ+ΓΑ 

  (λΑ) (µΒ)=(λµ)ΑΒ 

Μοναδιαίος πίνακας 
 

Ο nn ×  διαγώνιος πίνακας του οποίου όλα 
τα στοιχεία της κυρίας διαγωνίου είναι ίσα 
µε 1 και συµβολίζεται µε Ιn ονοµάζεται 
µοναδιαίος πίνακας, δηλαδή : 

 

Ιn = 
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Ισχύει:      AA =⋅=Ι⋅Α nn I  
 

Ο πίνακας Ιn συµβολίζεται απλούστερα µε Ι. 
 Ίχνος (trace) ενός nn ×  τετραγωνικού 
πίνακα Α ονοµάζεται το άθροισµα των στοι-
χείων της κυρίας διαγωνίου και συµβολίζε-
ται trΑ: 
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Ιδιότητες  
1. tr(λΑ+µΒ)=λtrA+µtrB Rµ,λ ∈  
2. tr(AB)=tr(BA) 
3. trA=trB αν οι πίνακες Α, Β είναι όµοιοι.  
 

Ανάστροφος πίνακας 
Αν οι γραµµές ενός m×n  πίνακα Α γί-
νουν στήλες µε την ίδια σειρά (δηλαδή η 
πρώτη γραµµή να γίνει πρώτη στήλη 
κ.ο.κ) τότε παίρνουµε τον ανάστροφο πί-
νακα και γράφουµε  ΑΤ. 

 

∆ηλαδή:      π.χ.         
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Ιδιότητες  
1.   A)( T =ΑΤ  
2.   ( ) TTT BABA +=+  
3.   ( ) TTT ABAB ⋅=  

 Συµµετρικός ονοµάζεται ο nn ×  τετραγω-
νικός  πίνακας, που έχει ίσα τα συµµετρικά 
στοιχεία ως προς την κύρια διαγώνιο αij=αji 
και  ισχύει :             ΤΑ=Α  
 
Αντίστροφος πίνακας 
Έστω Α ένας nn ×  τετραγωνικός πίνακας.  
Αν υπάρχει nn ×  πίνακας  που συµβολίζε-
ται µε A-1, τέτοιος ώστε να ισχύει: 

 

n
11 IAAAA =⋅=⋅ −−  

τότε ο Α λέγεται αντιστρέψιµος ή οµαλός  
και ο Α-1 αντίστροφος του Α. 
 

Ιδιότητες  
1.  A)A( 11 =−−  
2.  1κκ1 )()A( −− Α=  
3.  111)( −−− ΑΒ=ΑΒ  
4.  Τ−−Τ Α=Α )()( 11  
 

 Όµοιοι ονοµάζονται οι πίνακες Α και Β 
όταν υπάρχει πίνακας Ρ οµαλός έτσι ώστε: 

Α=ΡΒΡ-1 
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Ορθογώνιος πίνακας 
Ορθογώνιος λέγεται ένας τετραγωνικός 

nn ×  πίνακας Α=[αij]= 






 →→→

n21 x,...,x,x , όταν 

το σύνολο των διανυσµάτων των στηλών 
του  είναι ορθοκανονικό, δηλαδή : 
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Σχόλιο : το εσωτερικό γινόµενο των στη-
λών ανά δύο είναι µηδέν για ji ≠  (τα δια-
νύσµατα ανά δύο είναι κάθετα) και ένα για 
i=j (µοναδιαία). 

  Ένας nn ×  πίνακας Α=[αij] είναι ορθο-
γώνιος αν και µόνο αν έχει αντίστροφο  
και ισχύει :  

T1 AA =−  
 
 
 
 

ΟΡΙΖΟΥΣΕΣ 
Για έναν nn ×  τετραγωνικό πίνακα Α, λέµε 
ορίζουσα του πίνακα Α και γράφουµε       
detA= |A| τον πραγµατικό αριθµό που προκύ-
πτει από µία συγκεκριµένη διαδικασία υπολο-
γισµού. 

  Ορίζουσα ενός 22×  πίνακα : 
Η ορίζουσα ενός  22×  πίνακα Α είναι : 
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   Ορίζουσα ενός 33×  πίνακα : 
 

Η ορίζουσα ενός 33×  πίνακα Α υπολογί-
ζεται µε τη βοήθεια της ορίζουσας 2ης τά-
ξης ως εξής: 
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Σχόλιο: Τα στοιχεία κατά την ανάπτυξη έχουν 
πρόσηµο + ή – ανάλογα µε το αν το άθροισµα 
του δείκτη (θέση) του στοιχείου είναι άρτιο ή 
περιττό, δηλαδή ( ) ji1 +−  για το στοιχείο αij. 
 

Ιδιότητες Οριζουσών 
1η  Όταν αλλάζουµε τη θέση 2 γραµµών ή 
στηλών τότε η ορίζουσα αλλάζει πρόσηµο. 

 

π.χ. =−= 34
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2η  Όταν 2 γραµµές ή στήλες µιας ορίζου-
σας είναι ίσες ή ανάλογες τότε η ορίζουσα 
είναι ίση µε µηδέν. Επίσης όταν µια γραµ-
µή ή στήλη έχει όλα τα στοιχεία µηδέν 
τότε η ορίζουσα είναι µηδέν. 

 

π.χ.            0
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=    

3η  Η ορίζουσα άνω ή κάτω τριγωνικού ή 
διαγώνιου πίνακα είναι ίση µε το γινόµενο 
των στοιχείων της κύριας διαγωνίου. 

 
 

π.χ.       24)6(41
600

040
231

−=−⋅⋅=
−

 

4η  Μπορούµε να βγάλουµε κοινό παράγοντα 
από µια γραµµή ή στήλη µιας ορίζουσας, 

π.χ.           
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Ισχύει :  detA λdet(λΑ) n=  
5η  α) Μπορούµε να προσθέσουµε όλες τις 
γραµµές ή όλες τις στήλες σε µία γραµµή 
ή στήλη (ή και λιγότερες). 
β) Μπορούµε να πολλαπλασιάσουµε µια 
γραµµή ή στήλη µε έναν πραγµατικό αριθµό 
και να την προσθέσουµε σε κάποια άλλη. 
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(Προσθέσαµε και τις τρεις γραµµές στην 
πρώτη, δηλαδή :      1321 γγγγ ′→++ ) 
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(Αφαιρέσαµε στήλες :  
σ2-σ1 2σ′→     και   σ3-σ1 3σ′→ ) 
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6η  Για τους nn ×  πίνακες Α, Β, και τον 
ανάστροφο ΑΤ  ισχύουν: 

 

Α=ΑΒ⋅Α=Β⋅Α Τ
 

 

7η  Ο πίνακας Α είναι αντιστρέψιµος ή 
οµαλός όταν 0≠Α , δηλαδή υπάρχει ο 
αντίστροφός του Α-1 και ισχύει: 
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8η Όταν στην ορίζουσα ενός nn ×  πίνακα Α 
τα στοιχεία µιας στήλης (ή γραµµής) είναι 
άθροισµα κ-προσθετέων τότε η ορίζουσα |Α| 
γράφεται σαν άθροισµα κ οριζουσών. 
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Μεθοδολογία υπολογισµού ορίζουσας 
Σε µια ορίζουσα για τον υπολογισµό της ή 
την απόδειξη κάποιας σχέσης εξετάζουµε τα 
παρακάτω και ανάλογα πράττουµε : 
α) Αν από το άθροισµα όλων των γραµ-
µών ή των στηλών  βγαίνει κοινός παρά-
γοντας. Τότε προσθέτουµε τις γραµµές ή 
τις στήλες. 
β) Αν µε τον συνδυασµό δυο γραµµών ή 
στηλών (αφαίρεση ανά δυο ή πολ/σµός µε 
κ∈R και πρόσθεση) προκύπτει κοινός 
παράγοντας.   
γ) Ειδικά όταν σε µια γραµµή ή στήλη  
εµφανιστούν παντού πραγµατικοί αριθµοί  
τότε συνδυάζουµε τις στήλες ή τις γραµ-
µές  έτσι ώστε να εµφανιστούν µηδενικά.   
 
 
 
 

π.χ.  
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Συµβουλή : Φροντίζουµε µε τις ιδιότητες των 
οριζουσών να εµφανίσουµε κοινούς παράγο-
ντες ή όσα περισσότερα µηδενικά γίνεται. 
 
 

ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟΣ  ΠΙΝΑΚΑΣ  Α-1 
 

  Έστω ο nn ×   τετραγωνικός πίνακας Α=[αij]. 
Ελάσσονα ορίζουσα του στοιχείου αij ονο-
µάζεται η ορίζουσα που προκύπτει αν       
«κόψουµε» την i-γραµµή και την j-στήλη 
και συµβολίζεται µε |Μij|, όπου Μij ο αντί-
στοιχος (n-1)× (n-1) πίνακας.  

  Αλγεβρικό συµπλήρωµα του στοιχείου 
αij ονοµάζεται το γινόµενο (-1)i+j|Mij| και 
συµβολίζεται µε Αij . 

 

∆ηλαδή :     |M|)1( ij
ji+−=Αij  

 

π.χ.  Για τον πίνακα   Α= 
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  Όταν |Α| 0≠  τότε υπάρχει ο αντίστρο-
φος πίνακας και δίνεται από τη σχέση : 
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όπου : αdjA είναι ο συµπληρωµατικός ή 
προσηρτηµένος πίνακας που έχει στήλες  
τα αλγεβρικά συµπληρώµατα των γραµ-
µών του  Α. ∆ηλαδή :   
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π.χ.  Για τον 
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ο αντίστροφος είναι :  
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