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1.1. ΓΕΝΙΚΑ ΠΕΡΙ ΠΙΝΑΚΩΝ - ΟΡΙΣΜΟΙ 

 Ονοµάζουµε πίνακα Α n×m µία διάταξη n⋅m αριθµών  ija  όπου       i = 1,2,…, n  
και  j = 1, 2 , …, m,  σε  n  γραµµές και  m  στήλες. ∆ηλαδή: 
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 Έτσι όπως γράφεται ο πίνακας  Α,  ο αριθµός  ija , που λέγεται στοιχείο του 
πίνακα, βρίσκεται στην  i - γραµµή και στην  j - στήλη. 
 Ένας πίνακας  Α  n×1  µε  n  γραµµές και  µία  στήλη ονοµάζεται πίνακας 
στήλη, δηλαδή: 
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 Ενώ ένας πίνακας  Α,  n1×  µε µία γραµµή και  n  στήλες ονοµάζεται πίνακας 
γραµµή, δηλαδή: 

( )n21 ααα …=Α . 
 
Παρατήρηση 

Κάθε στοιχείο του χώρου  nR  µπορεί να θεωρηθεί σαν πίνακας στήλη 1n ×  ή 
σαν πίνακας γραµµή  n1× . 

Ορισµός 
Ένα πίνακας  Α  n×n  όπου το πλήθος των γραµµών είναι ίσο µε το πλήθος των 

στηλών λέγεται τετραγωνικός. ∆ηλαδή: 
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Τα στοιχεία  nn2211 α , , , …αα   του προηγούµενου τετραγωνικού πίνακα  Α  αποτελούν 
την κύρια διαγώνιό του. 
 
 
 

ΠΙΝΑΚΕΣ 
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 Ένας τετραγωνικός πίνακας  Α  nn×   θα λέγεται άνω τριγωνικός όταν τα 
στοιχεία κάτω της κύριας διαγωνίου είναι µηδέν. ∆ηλαδή όταν έχουµε  0ki =α   για  

ki > .   
 Όµοια θα λέγεται κάτω τριγωνικός όταν τα στοιχεία πάνω απ' την κύρια 
διαγώνιο είναι µηδέν. ∆ηλαδή έχουµε  0ki =α , για  ki < .  
 Όταν ο τετραγωνικός πίνακας Α είναι πάνω και κάτω τριγωνικός θα λέγεται 
διαγώνιος. 
 
Παράδειγµα 
 Για τους τετραγωνικούς πίνακες 
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έχουµε ότι ο Α είναι πάνω τριγωνικός, ο Β είναι διαγώνιος και ο Γ είναι κάτω 
τριγωνικός. 

 
1.2. ΠΡΑΞΕΙΣ ΠΙΝΑΚΩΝ 

α) Πρόσθεση πινάκων 
 Ας είναι οι n m×  πίνακες )(β=B ,)(A jijiα=  µε n,,2,1i …=  και  m,,2,1j …= . 
Ορίζουµε σαν άθροισµα των πινάκων  Α, Β  τον  n m×  πίνακα Α+Β  µε στοιχεία τα  

jiji βα + .   ∆ηλαδή:   

( )   mj1    ,ni1        jiji ≤≤≤≤+=Β+Α βα  

Ιδιότητες 
   Α+Β=Β+Α , )()( Γ+Β+Α=Γ+Β+Α  

    Α=+Α 0 ,  0)( =Α−+Α  

Με  0  συµβολίζουµε τον πίνακα που έχει όλα τα στοιχεία του ίσα µε 0. 

 
β) Βαθµωτός πολλαπλασιασµός 
 Ορίζουµε τον πολλαπλασιασµό πραγµατικού αριθµού  R∈λ  µε τον πίνακα  Α, 
σαν τον πίνακα που προκύπτει από τον πολλαπλασιασµό όλων των στοιχείων του  Α  
µε το λ. ∆ηλαδή: 

  m,,2,1j  ,n,,2,1i       ,)()(  jiji …… ====Α λααλλ  

π.χ.  
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Ιδιότητες 
   ,)( Β+Α=Β+Α λλλ  Α+Α=Α+ µλµλ )(  

   ,1 Α=Α⋅  )()( Α=Α µλλµ  
 

γ) Πολλαπλασιασµός πινάκων 
 Ας είναι οι πίνακες:  
   Α  mn ×  µε  )(A jiα= ,   mj1  ,ni1 ≤≤≤≤   και   

   Β  km ×  µε  )(B jβ= ,   k1  ,mj1 ≤≤≤≤  

 Ορίζουµε το γινόµενο  ΑΒ  των πινάκων  Α, Β  τον  kn×   πίνακα του οποίου τα 
στοιχεία προκύπτουν από τα εσωτερικά γινόµενα των γραµµών του Α µε τις στήλες του 
Β.  
 ∆ηλαδή το  iγ  στοιχείο του  ΑΒ  προκύπτει αν πάρουµε το εσωτερικό γινόµενο 
της  i-γραµµής του Α και της   στήλης του Β. 

iγ ) , , ,( ), , , ,( m21mi2i1i …… βββααα=  = 

 ∑
=

=+++=
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jjimmi22i11i … βαβαβαβα  

Συνεπώς          
 
 
         
 
 
 
 Για να γίνεται ο πολλαπλασιασµός πρέπει το πλήθος των στηλών του  Α  να 
είναι ίσο µε το πλήθος των γραµµών του Β. ∆ιότι προφανώς, για να έχουµε το  iγ  
στοιχείο του  ΑΒ το διάνυσµα γραµµή του  Α  και το διάνυσµα στήλη του  Β, είναι 
απαραίτητο να έχουν το ίδιο πλήθος συντεταγµένων. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

Να βρεθεί το γινόµενο του  3×3  πίνακα  Α  µε τον   3×2  πίνακα  Β, όπου: 
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Παρατήρηση 
Μπορεί το γινόµενο δύο πινάκων  ΑΒ  να ορίζεται και να µην ορίζεται το  ΒΑ,  

π.χ. αν ο  Α  είναι  23×  και ο  Β  είναι  22×   ο  ΑΒ  ορίζεται και είναι  23×  πίνακας 
ενώ ο  ΒΑ  δεν ορίζεται. 
 
Ιδιότητες 
1. )()( ΒΓΑ=ΓΑΒ  

2. ΑΓ+ΑΒ=Γ+ΒΑ )(   ή       ΒΓ+ΑΓ=ΓΒ+Α )(  

3. )()()( ΑΒ=ΒΑ=ΒΑ λλλ  

Φυσικά θα πρέπει τα παραπάνω γινόµενα να ορίζονται. 

Προσοχή:   Αν ορίζονται τα  ΑΒ  και  ΒΑ  δεν ισχύει γενικά ότι  ΑΒ = ΒΑ. 

 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

 Για τους πίνακες   
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εξετάστε αν  ΑΒ = ΒΑ. 

Έχουµε: 
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Προφανώς  ΒΑ≠ΑΒ . 
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1.3. ΜΟΝΑ∆ΙΑΙΟΣ – ΑΝΑΣΤΡΟΦΟΣ – ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟΣ ΠΙΝΑΚΑΣ 

Ο  n×n  πίνακας µε  1ji =α ,  για  ji =   και  0ji =α ,  για  ji ≠   λέγεται µοναδιαίος και 
συµβολίζεται µε  nI  ή απλώς Ι 

 Παρατηρούµε εύκολα ότι για έναν  n×m πίνακα  A  θα ισχύει: 

  AAI      ,AA  nm ==Ι  

Oρισµός 

Ας είναι ο n×m  πίνακας  )( jiα=Α .  Λέµε ανάστροφο του πίνακα  Α, τον  m×n  

πίνακα  )( ji
Τ β=Α ,  όπου  ijji αβ =   µε  n,,2,1j   ,m,,2,1i …… == .  

∆ηλαδή ο  ΤΑ  έχει στήλες τις γραµµές του  Α  και γραµµές τις στήλες του  Α. 
 
 
 
Παράδειγµα 
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 Συνεπώς αν σ' ένα πίνακα  Α  κάνουµε τις γραµµές στήλες παίρνουµε τον 
ανάστροφό του  ΤΑ . 
Ιδιότητες του ανάστροφου πίνακα 

1. ( ) Α=Α
ΤΤ  

2. ΤΤΤ)( Β+Α=Β+Α  

3. ΤΤΤ)( ΑΒ=ΑΒ  

Ορισµός 

Ένας τετραγωνικός n×n πίνακας που έχει ίσα τα συµµετρικά στοιχεία ως προς την 
κύρια διαγώνιο λέγεται συµµετρικός. ∆ηλαδή όταν  Α=ΑΤ . 

Παράδειγµα 

 Ο πίνακας   
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   είναι συµµετρικός, αφού  Α=ΑΤ . 
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Ορισµός 
Ένας τετραγωνικός  n×n πίνακας  Α  καλείται αντιστρέψιµος ή οµαλός όταν υπάρχει  
n×n  πίνακας, που συµβολίζεται µε  1−Α , τέτοιος ώστε:  

  Α  n
11 Ι=ΑΑ=Α −−  

Ιδιότητες του αντίστροφου πίνακα : 

1. ( ) Α=Α
−− 11  

2. ( ) ( ) 1kk1 A
−− =Α  

3. 111 AB)AB( −−− =  

4. ( ) ( )T11T AA −−
=  

 
 
1.4. OΡΘΟΓΩΝΙΟΙ ΠΙΝΑΚΕΣ 
 
Ορισµός 
Ένας n×n πίνακας )(A jiα= , µε  Rji ∈α , λέγεται ορθογώνιος, όταν το σύνολο των 
διανυσµάτων των στηλών του  ( )n21 x , ,x ,x …  είναι ορθοκανονικό. ∆ηλαδή το 
εσωτερικό γινόµενο των στηλών ανά δύο είναι µηδέν  για  i≠ j  (τα διανύσµατα ανά δύο 
είναι κάθετα) και ένα για  i = j (µοναδιαία).  
 

     
     ,1
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=
≠

=⋅
ji
ji
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Πρόταση 
 Ένας n×n πίνακας )(A jiα= , µε  Rji ∈α ,  είναι ορθογώνιος, όταν και µόνο 
όταν έχει αντίστροφο (είναι οµαλός) που ισούται µε τον ανάστροφό του. ∆ηλαδή: 

 Τ1 Α=Α−   
 

Πρόταση 
 Αν ο n×n πίνακας )(A jiα= , µε  Rji ∈α , είναι ορθογώνιος τότε έχει ορίζουσα 
ίση µε  ± 1. ∆ηλαδή: 
 

    1Adet  ±=   
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Παράδειγµα 1 
 

∆ίνεται ο πίνακας  Α = 
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Επειδή  τα διανύσµατα : 
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είναι µοναδιαία, δηλαδή  1321 === xxx   
και κάθετα  δηλαδή  021 =⋅ xx ,  032 =⋅ xx ,  031 =⋅ xx    
ο πίνακας Α είναι ορθογώνιος. 

Παρατηρούµε ότι  Τ− Α=Α 1   διότι  
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Παράδειγµα 2 

Έστω ο πίνακας  Α = 
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Επειδή  τα διανύσµατα: 

 Τ−= ),,( 403
5
1x1 ,  ( )T2 304

5
1x ,,=   και ( )T3 050

5
1x ,,=    

είναι µοναδιαία, δηλαδή  1xxx 321 ===    
και κάθετα 0xx 21 =⋅ ,  0xx 32 =⋅ ,  0xx 31 =⋅   
ο πίνακας Α είναι ορθογώνιος. 

Επίσης  παρατηρούµε ότι  Τ− Α=Α 1   διότι 
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