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Ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων που έχουν σταθερή απόσταση R από το σηµείο    
Κ(x0, y0, z0)  του R3 ονοµάζεται σφαίρα. Η σφαίρα µε κέντρο το  Κ(x0, y0, z0)  και 
ακτίνα R έχει εξίσωση: 
 
   22

0
2

0
2

0 R)zz()yy()xx( =−+−+−  
 
Η εξίσωση της σφαίρας είναι µια παράσταση δευτέρου βαθµού ως προς x, y, z  ειδικού 
τύπου. Συγκεκριµένα οι συντελεστές των  x2, y2, z2  είναι όλοι ίσοι και επιπλέον δεν 
υπάρχουν οι όροι xy, yz, zx. 
Γενικά µια εξίσωση της µορφής:  0222 =Γ+Β+Α+++ zyxzyx  

παριστάνει τη σφαίρα:  
4222

222222 Γ+Β+Α
=






 Γ

++





 Β

++





 Α

+ zyx  

µε κέντρο  





 Γ

−
Β

−
Α

−Κ
2

,
2

,
2

  και ακτίνα  
2

222 Γ+Β+Α
=R . 

 
Παραδείγµατα 
 
Α. Η σφαίρα µε εξίσωση  xzyx 2222 =++   έχει κέντρο Κ(1,0,0) και ακτίνα R = 1 
αφού  1)1(1122 222222222 =++−⇒=+++−⇒=++ zyxzyxxxzyx  
 
Β. Η εξίσωση  144412024 222222 +=++−+++⇒=+−++ zyyxxxyzyx  

5)2()1( 222 =+−++⇒ zyx   παριστάνει σφαίρα µε  Κ(-1,2,0)  και  R = 5 . 
 
G. Η εξίσωση     0442222 =++−++ zyxzyx  

144444412 222 ++=+++++++−⇒ zzyyxx  
9)2()2()1( 222 =++++−⇒ zyx   παριστάνει σφαίρα µε  Κ(1,-2,-2)  και  R = 3. 
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ΤΟΜΗ ΣΦΑΙΡΑΣ ΜΕ ΕΥΘΕΙΑ 
 
Λαµβάνοντας υπόψη την εξίσωση της σφαίρας: 
    22

0
2

0
2

0 )()()( Rzzyyxx =−+−+−  

καθώς και την παραµετρική εξίσωση της ευθείας  ε: 








+=
+=
+=

tzz
tyy
atxx

γ
β

1

1

1

 , 

όπου Ρ(x1, y1, z1) σηµείο της ευθείας και  ),,( γβan =  το διάνυσµα διεύθυνσής της 
µπορούµε να βρούµε τα σηµεία τοµής τους που καθορίζονται από την επίλυση του 
συστήµατος αυτών δηλαδή: 











+=
+=
+=

=−+−+−

tzz
tyy
atxx

Rzzyyxx

γ
β

1

1

1

22
0

2
0

2
0 )()()(

  

 
Α. Αν οι λύσεις του παραπάνω συστήµατος είναι δυο πραγµατικές και διάφορες µεταξύ 
τους τότε η ευθεία τέµνει τη σφαίρα σε δύο σηµεία διαφορετικά µεταξύ τους. 
 

 
Σ΄ αυτή την περίπτωση  Rd <Κ ),( ε  , δηλαδή η απόσταση του κέντρου της σφαίρας 
από την ευθεία είναι µικρότερη της ακτίνας. 
 
Β. Αν το παραπάνω σύστηµα έχει µια λύση τότε η ευθεία εφάπτεται της σφαίρας. 
∆ηλαδή    Rd =Κ ),( ε . 

 
 
 
 

 

 

Κ

Β

d

A ε

Κ R

A

ε
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Γ. Αν το παραπάνω σύστηµα δεν έχει λύσεις πραγµατικές τότε η ευθεία βρίσκεται 
εκτός σφαίρας και ισχύει  Rd >Κ ),( ε . 
 

 
 
Παραδείγµατα 
 

Α. Να βρεθούν τα σηµεία τοµής της ευθείας   ε: 








+=
−=

=

1
1

tz
ty
tx

  µε τη σφαίρα   

.5: 222 =++ zyxS   
 
Λύση 
 

Λύνουµε το σύστηµα των:  51212

1
1

5

222

222

=++++−+⇒











+=
−=

=
=++

ttttt

tz
ty
tx

zyx

 

 
1133 22 ±=⇒=⇒=⇒ ttt  

 

Για  








=
=
=

=
2
0
1

:1
z
y
x

t  .   Άρα  Α(1,0,2). 

Για  








=
−=
−=

−=
0
2
1

:1
z
y
x

t  .   Άρα  Β(-1,-2,0). 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

Κ
R

d

ε
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Β. Να δειχθεί ότι η ευθεία  ε: 








+−=
+=
+=

1
1
1

tz
ty
tx

   εφάπτεται της σφαίρας 

9
24: 222 =++ zyxS . 

 
Λύση 
 

Για να εφάπτεται η ευθεία στη σφαίρα πρέπει  .
3
24),( =Κ εd  Έστω Ο(x0, y0, z0) το 

σηµείο επαφής της σφαίρας µε την ευθεία. Αφού το Ο ανήκει στην ευθεία, άρα: 
 









+−=
+=
+=

1
1
1

0

0

0

tz
ty
tx

 

 
 
 
 

 
Είναι  ε⊥ΚΟ . Άρα  0=ΚΟ⋅⇒ΚΟ⊥ εε nn  

Είναι  )1,1,1( −=εn   και  )1,1,1(),,( 000 +−++==ΚΟ tttzyx  

Εποµένως  
3
11301110 −=⇒−=⇒=−++++⇒=ΚΟ⋅ tttttnε  

Οπότε  Ο 







3
4,

3
2,

3
2 . 

Πράγµατι  R
3
24

9
16

9
4

9
4d ==++=ΚΟ=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Κ(0,0,0)

d ε

)z,y,x(0 οοο
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ΤΟΜΗ ΣΦΑΙΡΑΣ ΜΕ ΕΠΙΠΕ∆Ο 
 

Γνωρίζοντας την εξίσωση της σφαίρας µε κέντρο Κ(x0, y0, z0) και ακτίνα R: 
  22

0
2

0
2

0 )()()(: RzzyyxxS =−+−+−  
καθώς και την εξίσωση του επιπέδου  Π: 0=+++ δγβ zyax  
(όπου ),,( γβan =  το κάθετο διάνυσµα στο επίπεδο) µπορούµε να βρούµε την τοµή 
τους που καθορίζεται από την λύση του συστήµατος αυτών, δηλαδή: 





=+++
=−+−+−

0
)()()( 22

0
2

0
2

0

δγβ zyax
Rzzyyxx

 

 
Α. Αν η απόσταση του επιπέδου από το κέντρο  Κ(x0, y0, z0) της σφαίρας είναι 
µικρότερη της ακτίνας R, δηλαδή  RSd <),( ε   τότε το επίπεδο τέµνει την σφαίρα. 
Η τοµή της σφαίρας µε το επίπεδο είναι κύκλος. Η ακτίνα r και το κέντρο Ο του κύκλου 
υπολογίζονται λαµβάνοντας υπόψη τα εξής: 
 

 
 
Σύµφωνα µε το Πυθαγόρειο Θεώρηµα έχουµε: 
 222222 dRrRrd −=⇒=+  
όπου d η απόσταση του κέντρου της σφαίρας από το επίπεδο Π. 

∆ηλαδή:   
222

000),(
γβ

δγβ

++

+++
=ΠΚ

a

zyax
d  

Το κέντρο Ο(x1, y1, z1) του κύκλου υπολογίζεται λαµβάνοντας υπόψη ότι   
nλ=ΚΟ   και ότι Ο Π∈ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Κ
R

0 r
d

π

γ)β,α,(n =
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Β. Αν η απόσταση του επιπέδου Π από το κέντρο Κ(x0, y0, z0) της σφαίρας ισούται µε 
την ακτίνα R τότε το επίπεδο εφάπτεται της σφαίρας. 
Το σηµείο επαφής του επιπέδου µε την σφαίρα είναι το σηµείο Α. 
Ισχύει  Rd =ΠΚ ),(  και  Α Π∈ . 
 

 
Γ. Αν η απόσταση του επιπέδου από το κέντρο της σφαίρας είναι µεγαλύτερη της 
ακτίνας R, δηλαδή  Rd >ΠΚ ),(  τότε το επίπεδο είναι εξωτερικό της σφαίρας. 
 

 
Παραδείγµατα 
 
Α. ∆ίνεται η σφαίρα  .25)5(: 222 =+−+ zyxS  Να δειχθεί ότι εφάπτεται στο επίπεδο 
Π: 02522 =−++ zyx . 
 
Λύση 
 
Από την εξίσωση της σφαίρας  25)5( 222 =+−+ zyx   προκύπτει ότι έχει κέντρο 
Κ(0,5,0)  και ακτίνα  R = 5. 
Για να εφάπτεται η σφαίρα στο επίπεδο  Π: 02522 =−++ zyx  πρέπει  

.5),( ==ΠΚ Rd  

Πράγµατι  .5
441

2502520
),( Rd ==

++

−⋅+⋅+
=ΠΚ  

 
 

 

 

Κ

R

Α
d=R

d

π

n

Κ

R

d

d>R

π
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Β. Να βρεθεί η τοµή της σφαίρας  9: 222 =++ zyxS   µε το επίπεδο   
Π: 03 =−++ zyx . 
 
Λύση 
 

Η τοµή της σφαίρας µε το επίπεδο 
είναι κύκλος µε κέντρο Ο(x0, y0, z0)  
και ακτίνα r. 
 
 
 
 
 
 
 

 

Ισχύει  .3
3

3
111

3000
),( ==

++

−++
=ΠΚd  

Σύµφωνα µε το Πυθαγόρειο Θεώρηµα είναι: 
6639222222 =⇒=−=−=⇒=+ rdRrRdr  

Ισχύει  ),,()0,0,0( 000000 zyxzyx =−−−=ΚΟ  

Επίσης   








=
=
=

⇒=ΚΟ
λ
λ
λ

λ

0

0

0

z
y
x

n   και  Ο Π∈  δηλαδή: 

103303000 =⇒=−⇒=−++ λλzyx . Άρα Ο(1,1,1) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Κ(0,0,0)
R

0 r
d

)1,1,1(n =
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ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΟ ΕΠΙΠΕ∆Ο ΣΤΗ ΣΦΑΙΡΑ 
 

α΄ τρόπος 
 
Έστω σφαίρα  22

0
2

0
2

0 )()()(: RzzyyxxS =−+−+−  µε κέντρο Κ(x0, y0, z0) και 
ακτίνα R. Έστω Ρ1(x1, y1, z1) το σηµείο επαφής της σφαίρας µε το εφαπτόµενο επίπεδο 
σ΄ αυτήν. 
 

 
Το διάνυσµα  nzzyyxx =−−−=ΚΡ ),,( 1010101  είναι κάθετο στο επίπεδο Π. 

Επίσης το διάνυσµα  ),,( 1111 zzyyxx −−−=ΡΡ  ανήκει στο επίπεδο. Η εξίσωση του 
επιπέδου Π είναι: 
 

Π: 0))(())(())(( 011101101 =−−+−−+−− zzzzyyyyxxxx  
 
β΄ τρόπος 
 
Αν  22

0
2

0
2

0 )()()(),,( RzzyyxxzyxF −−+−+−=  τότε το κάθετο διάνυσµα στην 
επιφάνεια της σφαίρας στο  Ρ1(x1, y1, z1)  είναι το: 

( ))(2),(2),(2| 0101011
zzyyxxF −−−=∇ Ρ  

Το εφαπτόµενο επίπεδο είναι: 
 
 Π: 0))(())(())(( 101101101 =−−+−−+−− zzzzyyyyxxxx  
 
 
( Βλέπε σελ. 51 ΛΟΓΙΣΜΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΠΟΛΛΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ, Ι. Π. ΚΡΟΚΟΥ) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

R

n

)z,y,x(P

)z,y,x(P 1111

)z,y,x( 000Κ
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Παράδειγµα 
 
Να βρεθεί το εφαπτόµενο επίπεδο στη σφαίρα  25)3(: 222 =+−+ zyxS  στο σηµείο  
Ρ(0,3,5). 
 
Από την εξίσωση της σφαίρας  25)3(: 222 =+−+ zyxS   προκύπτει ότι έχει κέντρο 
Κ(0,3,0) και ακτίνα R = 5. 
 
Το εφαπτόµενο επίπεδο έχει εξίσωση: 
 
Π: 0))(())(())(( 101101101 =−−+−−+−− zzzzyyyyxxxx  

⇒=−−+−−+−−⇒ 0)50)(5()33)(3()00)(0( zyx  
50255 =⇒=+−⇒ zz  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


