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ΦΙΛΟΣΟΦΙΑ ΕΝΟΣ Π. Σ. ΓΙΑ ΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
 

Ε.Κολέζα 
 

 

 Εισαγωγή 
 
Ένα πρόγραμμα σπουδών είναι ένας κρίσιμος παράγοντας που έχει επιπτώσεις στην 
εκπαιδευτική ποιότητα και τις μαθησιακές εκβάσεις. Μπορεί να θεωρηθεί συγχρόνως 
ως προϊόν και ως διαδικασία: ως μια «μορφή οργάνωσης και παρουσίασης στην τάξη 
ενός εκπαιδευτικού περιεχομένου», και συγχρόνως ως «μια δυναμική διαδικασία 
διερεύνησης και μάθησης ενός σώματος γνώσης σε ένα (σχολικό) περιβάλλον 
αλληλεπιδράσεων και συνεργασίας».  
 
Γενικά, ένα πρόγραμμα σπουδών επιδιώκει να επιτύχει δύο ευρείς στόχους:   

 Να παρέχει ίσες ευκαιρίες στη μάθηση για όλους τους μαθητές  

 Να παρέχει σε όλους τους μαθητές εκείνα τα διανοητικά, συναισθηματικά και 
πολιτισμικά εφόδια που θα τους επιτρέψουν να λειτουργήσουν ως ενεργοί και 
σκεπτόμενοι πολίτες.   
Πέραν, όμως, αυτών των γενικών στόχων, ένα πρόγραμμα σπουδών αντανακλά 
συγκεκριμένες επιλογές σε σχέση με περιεχόμενα, διαδικασίες και επιδιωκόμενες 
δεξιότητες/ικανότητες. Ιδιαίτερα αυτές οι τελευταίες αποτελούν συνήθως την αιτία 
για τις διάφορες εκπαιδευτικές μεταρρυθμίσεις και τις αλλαγές στα προγράμματα 
σπουδών.  
Το ζήτημα του προσδιορισμού/επιλογής των δεξιοτήτων/ικανοτήτων που πρέπει να 
αποκτηθούν από όλους τους μαθητές τίθεται σήμερα με μεγαλύτερη ένταση από 
ποτέ, δεδομένων των σημαντικών αλλαγών σε κοινωνικό και οικονομικό επίπεδο. 
 
Το στοιχείο που χαρακτηρίζει τη σημερινή εποχή-περισσότερο από οτιδήποτε άλλο-
είναι η εντυπωσιακή εξέλιξη της τεχνολογίας και οι επιπτώσεις αυτής της εξέλιξης στα 
κοινωνικά δρώμενα. Η ικανότητα γρήγορης και αποτελεσματικής διαχείρισης της 
πληροφορίας από τους υπολογιστές έχει σοβαρή επίδραση στο χώρο της εκπαίδευσης 
και της εργασίας. Αυτό συμβαίνει επειδή οι υπολογιστές είναι εξαιρετικά 
αποτελεσματικοί στην επεξεργασία πληροφοριών, και κάθε εργασία, κάθε στιγμή της 
καθημερινότητάς μας απαιτεί κάποιας μορφής επεξεργασία πληροφοριών. 
Προφανώς, οι υπολογιστές δεν κάνουν τα πάντα, κάνουν όμως με τον καλύτερο τρόπο 
το μεγαλύτερο μέρος της στερεότυπης καθημερινής μας εργασίας. Στερεότυπης, με 
την έννοια ότι οι δραστηριότητες που επεξεργάζονται περιορίζονται στην εκτέλεση 
ενός συνόλου προκαθορισμένων κανόνων. Οι υπολογιστές είναι πολύ καλοί στην 
εκτέλεση οποιουδήποτε είδους εργασίας — ακόμη και με σχετικά εξαιρετικά 
σύνθετους στόχους - που περιλαμβάνουν αποφάσεις βασισμένες σε λογικές του 
τύπου «εάν…τότε». Εάν τα σενάρια μπορούν να προβλεφθούν, ο στόχος μπορεί να 
προγραμματιστεί.  Επομένως, οποιοδήποτε πρόγραμμα σπουδών που δίνει έμφαση 
μόνο σε ικανότητες που αφορούν απομνημόνευση και εκτέλεση διαδικασιών, 
προετοιμάζει τους μαθητές για εργασίες που στο μέλλον πιθανώς δεν θα υπάρχουν.  
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Απο που προκύπτει η ανάγκη νέων προγραμμάτων σπουδών; 
 
Ένα νέο πρόγραμμα σπουδών επιχειρεί να δώσει λύσεις σε ζητήματα που δεν 
αντιμετωπίσθηκαν επαρκώς σε προηγούμενα προγράμματα σπουδών ή που στη βάση 
νέων κοινωνικών, πολιτικών, και ερευνητικών δεδομένων χρειάζονται  μια 
εναλλακτική αντιμετώπιση.  
 
Για παράδειγμα, στην περίπτωση των προγραμμάτων σπουδών των Μαθηματικών, 
ένα ζήτημα που τίθεται  συνεχώς σε συζήτηση, αφορά την επιλογή του 
περιεχομένου. 
 
Η επιλογή του περιεχομένου, σχετίζεται άμεσα με τους στόχους που έχουμε θέσει για 
τη μαθηματική εκπαίδευση των παιδιών. Η σύγχρονη κοινωνία, που στηρίζεται στη 
γνώση και την τεχνολογία, απαιτεί άτομα που είναι ικανά να αναλύουν με κριτικό 
τρόπο σύνθετα ζητήματα, να προσαρμόζονται με βέλτιστο τρόπο σε νέες καταστάσεις, 
να επιλύουν διαφόρων τύπων προβλήματα και να επικοινωνούν τη σκέψη τους με 
τρόπο σαφή και αποτελεσματικό. Η μελέτη των Μαθηματικών μπορεί να συνεισφέρει 
ουσιαστικά, εφοδιάζοντας τους μαθητές με εκείνες τις γνώσεις, ικανότητες και 
δεξιότητες, που τους είναι απαραίτητες προκειμένου να συμμετέχουν στα κοινωνικά 
δρώμενα με τρόπο συνειδητό, υπεύθυνο και δημιουργικό.  
 
Η μάθηση των Μαθηματικών δεν στοχεύει, όμως, απλά στην απόκτηση γνώσεων και 
δεξιοτήτων. Στοχεύει κυρίως στην βαθιά κατανόηση δομών, σχέσεων και 
διαδικασιών με τρόπο που αυτές να μπορούν να αποτελέσουν εργαλεία επίλυσης 
προβλημάτων μέσα και έξω απο τα Μαθηματικά- στις άλλες επιστήμες και την 
καθημερινή ζωή. Στοχεύει επίσης στην απόκτηση ικανότητας επικοινωνίας με την 
σωστή χρήση της μαθηματικής γλώσσας και των λογικών διαδικασιών που 
βρίσκονται στη βάση τεκμηριωμένων επιχειρημάτων και συμπερασμάτων. Στοχεύει 
τέλος στην απόκτηση κριτικής και δημιουργικής σκέψης που επιτρέπει τον έλεγχο 
της λογικής συνέπειας και ισχύος των επιχειρημάτων και την πρόταση καινοτόμων 
λύσεων σε όχι απαραίτητα οικείες καταστάσεις. 
 
 
 

Τι Μαθηματικά πρέπει να διδάξουμε στην υποχρεωτική εκπαίδευση; 
 
Αν το ερώτημα αφορά αποκλειστικά και μόνο τα περιεχόμενα, είναι εξαιρετικά 
δύσκολο, αν όχι αδύνατο, να διατυπωθεί μια απάντηση.  
Δεδομένης της ραγδαίας και συνεχούς αύξησης των γνώσεων και των πληροφοριών 
και της εξέλιξης της τεχνολογίας, ποιος θα μπορούσε υπεύθυνα να αποφασίσει τι 
είδους Μαθηματικά θα χρειαστούν οι νέοι στο μέλλον; Ποιο από τα περιεχόμενα των 
ήδη υπαρχόντων προγραμμάτων σπουδών των μαθηματικών είναι πράγματι 
απαραίτητο και γιατί;  Με ποια κριτήρια θα μπορούσε κάποιος να αποφασίσει για την 
επιλογή του περιεχομένου;  
Δεδομένου ότι σε μια μεταρρύθμιση προγραμμάτων σπουδών εκείνο που αλλάζει 
συνήθως είναι οι ευρύτεροι στόχοι και οι παιδαγωγικές αρχές αφήνοντας αναλλοίωτα 
τα περιεχόμενα, ο λόγος ύπαρξης κάποιων θεμάτων παραμένει ο ίδιος, διαχρονικά,  
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ανεξαρτήτως κοινωνικών και τεχνολογικών εξελίξεων; Αναλυτική Γεωμετρία, ή 
Μορφοκλασματική γεωμετρία; Ευκλείδεια Γεωμετρία, ή Γεωμετρία μετασχηματισμών; 
Γιατί όχι διακριτά Μαθηματικά; Μοντελοποίηση με κλασική Άλγεβρα ή με λογιστικά 
φύλλα στον υπολογιστή; Η διαίρεση κλασμάτων έχει λόγο ύπαρξης στην ύλη του 
δημοτικού;  
 
Τελικώς, έχουν νόημα όλα αυτά τα ερωτήματα; 
 
 
 

Τι θέλουμε να διδάξουμε στο σχολείο; «Μαθηματικά περιεχόμενα» ή 
«Μαθηματικά»; 
 
Για πολλά χρόνια το πρόγραμμα σπουδών των Μαθηματικών αντιμετωπίζονταν ως μια 
καταγραφή περιεχομένων που έπρεπε να «προσφερθούν» στους μαθητές μέσω της 
διδασκαλίας. Κατά καιρούς υιοθετήθηκε μια δασκαλοκεντρικής ή μια μαθητοκεντρική 
προσέγγιση στη διδασκαλία, πάντα όμως, με την έννοια της «προσφοράς».  
Η διδασκαλία γινόταν- και συνεχίζει να γίνεται κατανοητή από πολλούς 
εκπαιδευτικούς-ως ένας μηχανισμός επικοινωνίας μαθηματικών αποτελεσμάτων και 
μεθόδων. Οι μαθητές μαθαίνουν έννοιες και ιδιότητες, τις εφαρμόζουν σε μια σειρά 
προβλημάτων και προχωρούν στο επόμενο θέμα. Το πλαίσιο εκφοράς αυτών των 
εννοιών και διαδικασιών έχει ενδεχομένως αλλάξει σε πρόσφατες μεταρρυθμίσεις- 
δίνεται έμφαση στην εισαγωγική δραστηριότητα που θα παρακινήσει τους μαθητές να 
σκεφτούν δημιουργικά- αλλά η εικόνα των σχολικών τάξεων είναι ίδια ακριβώς με 
εκείνη που ήταν τριάντα χρόνια πριν.  
Με αυτόν τον τρόπο, διδάσκουμε «Μαθηματικά»; 
 
Πέρα και πάνω από τα περιεχόμενα, εκείνο που χαρακτηρίζει τα Μαθηματικά είναι ο 
ιδιαίτερος τρόπος σκέψης και συλλογισμού, η στάση εκείνου που «κάνει 
Μαθηματικά» απέναντι σε ένα πρόβλημα που δεν έχει προφανή λύση, η διάθεσή του 
να εμπλακεί ουσιαστικά στην προσπάθειά του να κατανοήσει το πρόβλημα, η 
ιδιαίτερη γλώσσα που χρησιμοποιεί για να εξηγήσει τη σκέψη του. Τα περιεχόμενα, 
συγκροτούν το πλαίσιο για την ενεργοποίηση της μαθηματικής σκέψης και αποκτούν 
σημασία στο μέτρο όπου συμμετέχουν ουσιαστικά στη συγκρότηση  εννοιολογικών 
δικτύων. Αυτό σημαίνει ότι δεν μπορεί κάποιος να σκεφτεί «Μαθηματικά» «εν κενώ», 
χωρίς να γνωρίζει τη «γλώσσα» των Μαθηματικών: τις βασικές έννοιες, τις ιδιότητες, 
τους μαθηματικούς τρόπους τεκμηρίωσης των συλλογισμών.  
Σημαίνει όμως, επίσης, ότι ο κανόνας, για παράδειγμα της πρόσθεσης ετερωνύμων 
κλασμάτων, δεν αποτελεί ένα ξεχωριστό περιεχόμενο που πρέπει να «μαθευτεί», 
αλλά ένα κομμάτι σε ένα δίκτυο εννοιών, που για να αποκτήσει «νόημα» πρέπει να 
αναδειχθεί η θέση του στο δίκτυο. 
Ένα δίκτυο μαθηματικών εννοιών και σχέσων δημιουργείται γύρω απο μια «μεγάλη 
ιδέα». Για παράδειγμα, στην περίπτωση της πρόσθεσης ετερωνύμων κλασμάτων η 
«μεγάλη ιδέα» είναι έννοια των ισοδυνάμων κλασμάτων. Και πίσω από αυτήν, 
βρίσκεται μια άλλη «μεγάλη ιδέα» των Μαθηματικών: Ότι οι αριθμοί, διατηρώντας 
την αξία τους μπορούν να αναπαρασταθούν με διάφορους τρόπους, ως κλάσματα, 
δεκαδικοί,  ποσοστά κλπ  
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Η συνεκτικότητα και η συνοχή που χαρακτηρίζει τα Μαθηματικά και συνεισφέρει στην 
ισχύ και στο εύρος των εφαρμογών τους, οφείλεται σε αυτό ακριβώς το γεγονός: ότι 
είναι μια επιστήμη δομών η κατανόηση των οποίων αποτελεί αυτό που ονομάζουμε 
μαθηματικό τρόπο σκέψης και συλλογισμού.  
 
Σε μια νέα μεταρρύθμιση, επομένως, των προγραμμάτων σπουδών των 
Μαθηματικών, πρέπει να αλλάξουμε τις προτεραιότητές μας, δίνοντας έμφαση όχι 
στην απλή γνώση και εφαρμογή εννοιών και διαδικασιών, αλλά στις συνδέσεις μεταξύ 
αυτών των εννοιών και διαδικασιών και στις μαθηματικές ικανότητες, στάσεις και 
πεποιθήσεις που πρέπει να αποκτήσουν οι μαθητές προκειμένου να μπορούν να 
αντιμετωπίσουν αποτελεσματικά προβλήματα μέσα στα Μαθηματικά και μέσω των 
Μαθηματικών. διερευνώντας καταστάσεις που επιλύονται μέσω των Μαθηματικών.  
Στην ουσία, αυτός ήταν και ο τρόπος που δημιουργήθηκαν τα Μαθηματικά: σε μια 
προσπάθεια των ανθρώπων να ερμηνεύσουν τον κόσμο και να επιλύσουν 
προβλήματα καθημερινά ή και μέσα στα ίδια τα Μαθηματικά.  
 
 
 

Τι ικανότητες χρειάζεται, σήμερα, κάποιος για να λειτουργήσει 
συνειδητά και αποτελεσματικά, σε μια κοινωνία που χαρακτηρίζεται 
από υπερπληθώρα πληροφοριών και τεχνολογική έξαρση;  
 
Ο σκοπός της υποχρεωτικής μαθηματικής εκπαίδευσης, δεν είναι να εκπαιδεύσει 
μέλλοντες μαθηματικούς, αλλά σκεπτόμενους πολίτες, κάποιοι από τους οποίους θα 
συνεχίσουν τη μελέτη των Μαθηματικών σε υψηλότερα επίπεδα. 
Για να ανταποκριθούν τα άτομα με επιτυχία στις αυξημένες απατήσεις των σύγχρονων 
κοινωνιών, χρειάζεται να αναπτύξουν κάποιες γενικές ικανότητες,  που συνδέονται 
οριζοντίως με όλα τα γνωστικά αντικείμενα της εκπαίδευσης. 
 
Αυτές οι ικανότητες επιτρέπουν στα άτομα 
 

 Να κάνουν αποτελεσματική χρήση των εργαλείων, κοινωνικοπολιτισμικών 
(γλώσσας, συμβόλων, κειμένων) και τεχνολογικών. Τα διάφορα «εργαλεία» είναι 
απαραίτητα για έναν ενεργό διάλογο με το περιβάλλον. Από αυτή την άποψη, είναι 
σημαντικό για κάποιον όχι μόνον να διαθέτει  τα απαραίτητα εργαλεία και να τα 
χρησιμοποιεί αποτελεσματικά, αλλά και να κατανοεί τον τρόπο που επενεργούν στην 
σχέση του με το περιβάλλον. Για παράδειγμα, οι πληροφορίες που αντλεί κάποιος από 
το διαδίκτυο, ή οι τρόποι που ο ίδιος επικοινωνεί (γραπτός, ηλεκτρονικός κλπ) ενέχουν 
πολλαπλές ερμηνείες. 
 

 Να αλληλεπιδρούν μέσα σε ετερογενείς ομάδες. Η αλληλεπίδραση στο πλαίσιο 
μιας ομάδας έχει έντονη την συναισθηματική διάσταση, με την έννοια ότι 
προϋποθέτει εμπιστοσύνη και ενσυναίσθηση. Είναι σημαντικό για το άτομο να μπορεί 
να κατανοεί τη σκέψη και τη στάση των άλλων, να επιλύει συγκρούσεις, να 
διαχειρίζεται διαφορές και αντιφάσεις, να υπερβαίνει πολιτισμικές διαφορές, να 
εξισορροπεί μεταξύ της δέσμευσης για την ομάδα και της προσωπικής του 
αυτονομίας.  
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 Να ενεργούν αυτόνομα. Να υπερασπίζονται τα δικαιώματα και τα συμφέροντά 
τους, να συνειδητοποιούν τα όρια και τις ανάγκες τους, να αναζητούν και να 
αξιολογούν πληροφορίες, να ξέρουν πως να μαθαίνουν, να αξιολογούν τη μάθησή 
τους, να κατανοούν και να νοηματοδοτούν την εμπειρία τους (:μεταγνώση). 
 
 

Τι είδους ικανότητες εντάσσονται κάτω απο αυτές τις τρεις κατηγορίες; 
 
Ένας σκεπτόμενος, ενεργός πολίτης, καταρχήν χρειάζεται να διαθέτει ικανότητα 
λήψης απόφασεων και επίλυσης προβλημάτων.  
Για παράδειγμα, στα Μαθηματικά, αν εξαιρέσουμε τα «σχολικά» προβλήματα όπου 
δίνονται όλες οι πληροφορίες για την επίλυση ενός προβλήματος και ο δρόμος προς 
τη λύση είναι συνήθως μονόδρομος, στην πραγματική ζωή, τα περισσότερα 
προβλήματα χαρακτηρίζονται από ασάφεια, ή έλλειψη δεδομένων, ή περίσσεια 
στοιχείων.  
Προκειμένου να επιλυθεί ένα τέτοιο πρόβλημα, πρέπει καταρχήν να κατανοηθεί.  
Η κατανόηση ενός προβλήματος δεν είναι απλή διαδικασία, με την έννοια ότι 
προυποθέτει έναν αριθμό απο σημαντικές δεξιότητες, όπως ενδεικτικά:  

 Δεξιότητα διαχείρισης της πολυπλοκότητας: η αναγνώριση και η ανάλυση 
κανονικοτήτων, ο εντοπισμός αναλογιών μεταξύ των γνωστών και νέων 
καταστάσεων  

 Δεξιότητα διάκρισης: μεταξύ σχετικών  και άσχετων στοιχείων σε σχέση με μια 
κατάσταση ή έναν στόχο. 

 Δεξιότητα επιλογής: μεταξύ διαφόρων ενδεχομένων σε σχέση με τον 
επιδιωκόμενο στόχο.  

Αφού κατανοηθεί, το πραγματικό πρόβλημα πρέπει να μετατραπεί στη συνέχεια σε 
μαθηματικό πρόβλημα προκειμένου να αναζητηθούν τα κατάλληλα εργαλεία 
(σύμβολα, αλγόριθμοι, τεχνολογικά εργαλεία) επίλυσής του. Αυτή διαδικασία, γνωστή 
με το όνομα μαθηματικοποίηση ή μοντελοποίηση, συνιστά βασική ικανότητα που 
πρέπει να διαθέτει το κάθε άτομο, είτε τα προβλήματα περιορίζονται σε ζητήματα 
καθημερινών αγορών, είτε αφορούν λήψη απόφασης σε συνθετότερα ζητήματα στο 
χώρο των επιστημών ή της ζωής.  
 
Από τη στιγμή που κάποιος βρίσκει μια λύση, πρέπει να την καταγράψει και, συχνά, 
να την μοιραστεί με κάποιους άλλους. Για να το κάνει, χρειάζεται  μια γλώσσα να 
επικοινωνήσει τις σκέψεις του και επιχειρήματά του, για να πείσει ή να εξηγήσει το 
συλλογισμό του. Η ικανότητα, επομένως, επικοινωνίας είναι θεμελιώδης τόσο για 
εκείνον που παρουσιάζει μια λύση, όσο και για εκείνον που τη δέχεται.  
Σήμερα, η διακίνηση των πληροφοριών γίνεται με πολλούς τρόπους: πίνακες, 
διαγράμματα, εικόνες, σχήματα, κλπ. Η επικοινωνία απαιτεί συχνά μετατροπή μιας 
μορφής αναπαράστασης σε μια άλλη μορφή. 
 
Η ικανότητα έκφρασης με χρήση πολλαπλών αναπαραστάσεων και 
(συμπληρωματικά) η ικανότητα «ανάγνωσης» διαφόρων συστημάτων έκφρασης 
δηλαδή η ικανότητα ανάλυσης και ερμηνείας δεδομένων που δίδονται κάτω από 
διάφορες μορφές είναι επομένως μια άλλη σημαντική ικανότητα που πρέπει να έχει 
το άτομο.  
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Οι λύσεις στα προβλήματα είναι πιο εύκολο να βρεθούν μέσα από τη συνεργασία 
πολλών ανθρώπων. Για να μπορέσει να ευδοκιμήσει μια συνεργασία, πρέπει οι 
ενδιαφερόμενοι να θέλουν να εμπλακούν σε μια τέτοια διαδικασία, καλλιεργώντας 
ένα πλαίσιο εμπιστοσύνης και αλληλοκατανόησης. Η ενσυναίσθηση αποτελεί 
σημαντικό στοιχείο για την κατανόηση του άλλου και του τρόπου σκέψης του. 
Διεθνώς, έχει αποδειχθεί ότι οι κοινότητες πρακτικής που συγκροτούνται στη βάση 
αμοιβαίων σχέσεων εμπιστοσύνης χαρακτηρίζονται από δημιουργικότητα και 
καινοτομία. Επομένως, η ικανότητα συνεργασίας στο πλαίσιο μιας ομάδας και η 
ικανότητα επικοινωνίας και διατύπωσης συλλογισμών και επιχειρημάτων, 
αποτελούν επίσης σημαντικά εφόδια για κάθε άτομο σε όλη τη διάρκεια της ζωής του.  
 
 
 

Θα μπορούσαν όλα τα προηγούμενα να περιγραφούν συνοπτικά ως 
στόχοι ενός προγράμματος σπουδών;  
 
Όλες οι ικανότητες που περιγράψαμε προηγουμένως, είναι «βασικές» για την 
λειτουργία κάποιου στην κοινωνία. 
 
Τι είναι στη ουσία μια «βασική ικανότητα» (key competence); Μια ενοποίηση 
βασικών γνωστικών και ψυχολογικών χαρακτηριστικών (:basic skills, life competences, 
action competences, metacompetences), με ένα ευρύ πεδίο εφαρμογής. 
 
Η όρος «βασική ικανότητα» δεν μπορεί να θεωρηθεί ως μια αυστηρά παιδαγωγική ή 
ψυχολογική έκφραση. Χρησιμοποιείτο στην καθημερινή γλώσσα τον προηγούμενο 
αιώνα, από τις αρχές της δεκαετίας του -70 και εισήχθη στο χώρο της εκπαίδευσης 
στα τέλη της δεκαετίας του -90. Εντούτοις, δεν υπάρχει μέχρι σήμερα ένας τυπικός 
καθολικά αποδεκτός ορισμός.  
Λαμβάνοντας υπόψη τον τρόπο που οι ειδικοί από διάφορες περιοχές περιγράφουν 
τον όρο, θα μπορούσαμε να πούμε ότι  αναφερόμενοι σε Competences ή Life 
Competencies (:Ικανότητες) εννοούμε την ενοποίηση των γνώσεων 
(knowledge/savoir), δεξιοτήτων (skills/savoir faire), δυνατοτήτων (capabilities/savoir 
etre) και στάσεων (attitude/savoir devenir) ενός ατόμου. Αυτή η συνύπαρξη 
γνωστικών και ψυχολογικών χαρακτηριστικών είναι δυναμική, εξελίσσεται κατά τη 
διάρκεια της ζωής του ατόμου και του επιτρέπει να αντιμετωπίζει καταστάσεις πέραν 
των αυστηρά ακαδημαϊκών με ετοιμότητα και αποτελεσματικότητα.   
Ιδιαίτερα, χρησιμοποιούμε τον όρο «Key Competences» (: Βασικές Ικανότητες) για να 
αναφερθούμε σε εκείνες της ικανότητες που έχουν ως πεδίο εφαρμογής περισσότερες 
από μια περιοχές επιστημονικές ή της καθημερινής ζωής.   
 
 
Το παρακάτω διάγραμμα είναι ενδεικτικό: 
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Είναι σημαντικό να υπογραμμίσουμε ότι μια ικανότητα (competency), 

 είναι  πολυδιάστατη,  δεδομένου ότι αφορά μια συνδυασμένη δράση γνώσης, 
ιδεών, δεξιοτήτων, στάσεων και κινήτρων. Το γεγονός αυτό καθιστά μια 
ικανότητα αναγκαία, αλλά  μη ικανή συνθήκη για να ενεργήσει ή να 
ανταποκριθεί κάποιος αποτελεσματικά πάντα. Οι ικανότητες έχουν μόνο μια 
προβλεπτική αξία για την πραγματική απόδοση. Το γεγονός ότι κάποιος έχει 
την απαραίτητη ικανότητα για να εκτελέσει έναν στόχο, δεν διασφαλίζει ότι 
θα χρησιμοποιήσει αυτήν την ικανότητα πάντα αποτελεσματικά. Κι αυτό 
διότι, για παράδειγμα, σε μια διαφορετική κατάσταση μπορεί να απουσιάζει το 
κίνητρο, ή η υλικοτεχνική υποδομή.  

 μπορεί να αποκτηθεί σε ποικίλα περιβάλλοντα, ακαδημαϊκά/ τυπικά και 
καθημερινά,  συνειδητά ή/ και υποσυνείδητα.  

 έχει ευρύ πεδίο εφαρμογής. Ενώ, δηλαδή, αποκτιέται με αφορμή μια 
συγκεκριμένη κατάσταση, μπορεί να εφαρμοσθεί και σε άλλες καταστάσεις. 
Για παράδειγμα, κάποιος που αποκτά την ικανότητα να ερμηνεύσει κριτικά ένα 
μαθηματικό διάγραμμα, μπορεί να τη χρησιμοποιήσει για να ερμηνεύσει 
διαγράμματα που αναλύουν ένα πρόβλημα φυσικής ή μια πραγματική 
κατάσταση.  

 
 
Ανακεφαλαιώνοντας, ο στόχος της εννιάχρονης μαθηματικής εκπαίδευσης δεν είναι 
να προετοιμάσει όλους τους μαθητές για ακαδημαική καριέρα στα Μαθηματικά, αλλά 
να τους εφοδιάσει με ουσιαστικές μαθηματικές γνώσεις, δεξιότητες, στάσεις και 
αντιλήψεις που θα τους επιτρέψουν να λειτουργήσουν κριτικά και δημιουργικά μέσα 
στα ίδια τα Μαθηματικά, αλλά και σε σχέση με μη μαθηματικές καταστάσεις των 
οποίων η αντιμετώπιση απαιτεί μαθηματικά εργαλεία (:τρόπους σκέψης, 
επιχειρηματολογίας, έκφρασης, συστηματικοποίησης κλπ).  
Ενώ είναι αναμφισβήτητα απαραίτητο να διδάξουμε στο σχολείο σύγχρονα και 
ουσιαστικά μαθηματικά περιεχόμενα, είναι ακόμα πιο σημαντικό να εφοδιάσουμε 
τους μαθητές με εκείνα τα εργαλεία (: τρόπους σκέψης και συμπεριφορές) που θα 
τους βοηθήσουν να κατανοήσουν σε βάθος αυτά τα περιεχόμενα, να τα επεκτείνουν 
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και να τα εφαρμόσουν σε μη μαθηματικά πλαίσια (πχ σε άλλες πειθαρχίες ή στην 
καθημερινή ζωή).  
 
Αυτή η νέα αντίληψη του προγράμματος σπουδών, διατρέχει μικρότερο κίνδυνο να 
ξεπεραστεί, πριν καν εφαρμοσθεί. Για παράδειγμα, ακόμα και αν η διαίρεση 
κλασμάτων πάψει να αποτελεί μέρος της ύλης του Δημοτικού, η έννοια της διαίρεσης 
στις διάφορες εκφράσεις της -ως εγαλείο επίλυσης προβλημάτων- θα συνεχίσει να 
αποτελεί μέρος των σημαντικών Μαθηματικών γι’ αυτήν την βαθμίδα της 
εκπαίδευσης. Το ίδιο ισχύει και για την περίπτωση των ανώτερων Μαθηματικών. 
Ακόμα και αν η “γλώσσα” της γραμμικής Άλγεβρας καταστεί λιγότερο “χρηστική” τα 
επόμενα χρόνια, ακόμα και αν (όπως έχει δείξει η έρευνα) δεν είναι καλή ιδέα να 
ξεκινήσει η διδασκαλία της γραμμικής Άλγεβρας με τη διανυσματική Γεωμετρία και να 
“χτισθούν” οι αλγεβρικές έννοιες ως γεωμετρικές, ακόμα και τότε, η χρήση της 
γεωμετρικής γλώσσας για την περιγραφή αλγεβρικών φαινομένων (και αντιστρόφως) 
θα παραμείνει μια “μεγάλη ιδέα” για τα Μαθηματικά.  
Ακόμα και αν τα αριθμητικά συστήματα στο πρόγραμμα σπουδών του Δημοτικού 
περιορίσθηκε μόνον στο δεκαδικό σύστημα αρίθμησης (εκτιμώντας ότι αριθμητικά 
συστήματα τυχαίας βάσης είναι δύσκολα κατανοητά απο τους μαθητές), η ιδέα της 
“αναπτυγμένης μορφής του αριθμού” και της διαφοροποίησης του συμβόλου απο την 
αξία του ψηφίου (πχ στο 123, το 2 είναι το ψηφίο των δεκάδων, αλλά ο αριθμός έχει 
12 δεκάδες),  θα παραμείνει μια “μεγάλη ιδέα” για τα Μαθηματικά αυτού του 
επιπέδου της εκπαίδευσης. 
 
Με άλλα λόγια, αν και η επιλογή των περιεχομένων είναι ένα κρίσιμο ζήτημα για τους 
σχεδιαστές των προγραμμάτων σπουδών των Μαθηματικών, θα ήταν λάθος να 
επικεντρωθεί σε αυτό όλη η προσοχή. Εκείνο που έχει μεγαλύτερη σημασία είναι να 
αναδειχθούν οι “μεγάές ιδέες” που διατρέχουν το πρόγραμμα σπουδών και να 
εξοικειωθούν οι μαθητές με τη γλώσσα και τους τρόπους σκέψης και 
επιχειρηματολογίας των Μαθηματικών. Μόνον έτσι θα μπορούσε ενδεχομένως να 
αντιμετωπισθεί το κρίσιμο πρόβλημα της “μεταφοράς της γνώσης” απο οικεία σε 
λιγότερα οικεία περιβάλλοντα που έχει πολλαπλώς αναδειχθεί απο τη σχετική έρευνα 
στη Διδακτική. 
 
 
 

Ποιοί είναι οι βασικοί στόχοι της διδασκαλίας των Μαθηματικών που 
προωθούνται μέσα απο το πρόγραμμα σπουδών; 
 
Η αναζήτηση γενικών στόχων της διδασκαλίας των μαθηματικών (σε αντιδιαστολή με 
τους ειδικούς στόχους της διδασκαλίας επιμέρους θεμάτων), αποτελούσε πάντα 
αντικείμενο προβληματισμού των ερευνητών της μαθηματικής εκπαίδευσης. 
Χαρακτηριστικό παράδειγμα η αλλαγή στους στόχους των προγραμμάτων σπουδών 
των Μαθηματικών στη Γερμανία που εισηγήθηκε το 1985 ο Heinrich Winter.  
 
Η αλλαγή αυτή περιελάμβανε τρία καινοτόμα σημεία:  
 
(1) Πέρασμα απο τα “μαθηματικά’ (με την έννοια του έτοιμου “προιόντος”), στην 
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“μαθηματικοποίηση”, και στις διαδικασίες που την συγκροτούν: στη “διερεύνηση”, 
στο “συλλογισμό” και στην “επικοινωνία” (Winter 1975). 
 
(2) Αποδοχή ως βασικής αρχής για τη διδασκαλία, η μάθηση μέσω ανακάλυψης (ή 
της “καθοδηγούμενης επανεφεύρεσης” για τον Freudenthal). 
 
 
(3) Ανάδειξη της συμπληρωματικότητας της “καθαρής” και “εφαρμοσμένης” 
πλευράς των μαθηματικών.  
 
Η έμφαση στις εφαρμογές των Μαθηματικών, και η εμφάνιση του Μαθηματικού 
Γραμματισμού ως βασικού στόχου της μαθηματικής εκπαίδευσης, έχει προκαλέσει 
διεθνώς ενδιαφέρουσες συζητήσεις και αντιπαραθέσεις.  
 
Μαθηματικός Γραμματισμός είναι η ικανότητα κάποιου να αναλύει, να ερμηνεύει και 
να επεμβαίνει στο κοινωνικό του περιβάλλον, χρησιμοποιώντας ως εργαλείο τα 
Μαθηματικά. Είναι επίσης η ικανότητα κάποιου να αναλύει και ερμηνεύει τον τρόπο 
που χρησιμοποιούνται τα Μαθηματικά για τη λήψη αποφάσεων σε κοινωνικό πλαίσιο 
(στην πολιτική, την οικονομία, το περιβάλλον, την τεχνολογία κ.λπ.). 
 
 Η έννοια του Μαθηματικού Γραμματισμού, άμεσα συνδεδεμένη με τις εφαρμογές 
των Μαθηματικών και τη Μοντελοποίηση, διεισδύει όλο και περισσότερο σήμερα στα 
προγράμματα σπουδών των Μαθηματικών των περισσοτέρων χωρών. Για πρώτη 
φορά εμφανίζεται ως βασικός στόχος της διδασκαλίας των Μαθηματικών στο τέλος 
της δεκαετίας του -90 μέσα απο τη διατύπωση των Προτύπων του NCTM. Ο Romberg, 
πρόεδρος του NCTM εκείνη την περίοδο, αναφερόμενος στο Μαθηματικό 
Γραμματισμό υπογραμμίζει ότι “ . . η έμφαση πρέπει να δίνεται στη λειτουργική 
χρήση της μαθηματικής γνώσης σε μια πληθώρα διαφορετικών καταστάσεων και 
πλαισίων, μέσα απο διαδικασίες αναστοχασμού και διορατικότητας” (σελ. 5).   
 
Οι βασικές θεωρητικές πηγές του Μαθηματικού Γραμματισμού είναι κυρίως τρεις 
(Κολέζα 2009, σελ.345): 
 
1. Η πραγματιστική παράδοση της εκπαίδευσης 
Ο επιδιωκόμενος στόχος μιας πραγματιστικής εκπαίδευσης είναι η διαμόρφωση 
πολιτών που με βάση τις γνώσεις τους μπορούν να συμμετέχουν κριτικά σε μια 
δημοκρατική κοινωνία. Διάφορες προ- σπάθειες μαθηματικών μεταρρυθμίσεων (όπως 
έμφαση στην επίλυση προβλήματος και στις εφαρμογές των Μαθηματικών, 
πλαισιοθετημένη διδασκαλία και μάθηση κ.λπ.), αντανακλούν τις πραγματιστικές 
αρχές έτσι όπως τις παρουσίασε μέσα από το έργο του ο Dewey. Ο Dewey πίστευε ότι 
ο στόχος της δημόσιας εκπαίδευσης ήταν να ικανοποιηθούν οι ανάγκες του ατόμου 
για προσωπική ολοκλήρωση και προετοιμασία για τη ζωή. 
 
2. Η αντίληψη του Freudenthal (1983) ότι “οι μαθηματικές έννοιες, οι δομές και οι 
ιδέες έχουν εφευρεθεί ως εργαλεία για να οργανώσουν τα φαινόμενα του φυσικού, 
κοινωνικού και διανοητικού κόσμου”. 
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3. Η αντίληψη του Niss (2003) σχετικά με τις μαθηματικές ικανότητες 
Σύμφωνα με τον Niss, το να κατέχεις μια ικανότητα (το να είσαι ικανός) σε κάποια 
περιοχή της προσωπικής, επαγγελματικής ή κοινωνικής ζωής σημαίνει να κατέχεις (να 
μπορείς να διαχειρίζεσαι) ουσιαστικές πτυχές της ζωής σε αυτή την περιοχή.  
Κατά συνέπεια, μαθηματική ικανότητα σημαίνει την ικανότητα να κατανοείς, να 
κρίνεις, να δημιουργείς και να χρησιμοποιείς τα Μαθηματικά σε μια ποικιλία ενδο- 
και εξω-μαθηματικών πλαισίων και καταστάσεων, στις οποίες τα Μαθηματικά 
παίζουν ή θα μπορούσαν να παίξουν κάποιο ρόλο.  
Απαραίτητη, αλλά βεβαίως μη ικανή, προϋπόθεση για τη μαθηματική ικανότητα είναι 
η γνώση γεγονότων και η κατοχή τεχνικών δεξιοτήτων, με τον ίδιο τρόπο που το 
λεξιλόγιο, η ορθογραφία, και η γραμματική είναι απαραίτητες, αλλά μη ικανές 
προϋποθέσεις για τον γραμματισμό. 
 
Σύμφωνα με τα προηγούμενα, “μαθηματικά εγγράμματο” άτομο είναι εκείνο που: 
_ αντιλαμβάνεται ότι “οι μαθηματικές έννοιες, οι δομές και οι ιδέες έχουν εφευρεθεί 
ως εργαλεία για να οργανώσουν τα φαινόμενα του φυσικού, κοινωνικού και 
διανοητικού κόσμου” (Freudenthal), 
_ διαθέτει την “ικανότητα να κατανοεί, να κρίνει, να δημιουργεί και να χρησιμοποιεί 
τα Μαθηματικά σε μια ποικιλία ενδο- και εξω-μαθηματικών πλαισίων και 
καταστάσεων στις οποίες τα Μαθηματικά παίζουν ή θα μπορούσαν να παίξουν κάποιο 
ρόλο” (Niss) και, έτσι, 
_ “μπορεί να λειτουργήσει κριτικά σε μια δημοκρατική κοινωνία” (Dewey).  
(Κολέζα, 2009, σελ 346) 
 
 
Κανείς δεν διαφωνεί με το γεγονός ότι τα Μαθηματικά διδάσκονται για να είναι 
χρήσιμα. Η χρησιμότητα των Μαθηματικών που διδάσκουμε έγκειται στο γεγονός ότι 
μας βοηθούν να οργανώσουμε αφ’ ενός τα ίδια τα Μαθηματικά ως επιστήμη και  αφ’ 
ετέρου την πραγματικότητά μας. 
Εντούτοις, όπως υπογράμμιζε ο Freudenthal, είναι διαφορετικό το να διδάσκουμε τα 
Μαθηματικά  με τρόπο που να είναι χρήσιμα, απο το να διδάσκουμε απλώς  “χρήσιμα 
Μαθηματικά”.  
Αυτό σημαίνει ότι τόσο τα Μαθηματικά όσο και ο Μαθηματικός Γραμματισμός πρέπει 
να συνυπάρχουν στο πρόγραμμα σπουδών, υπό την προυπόθεση μιας δέσμευσης στο 
“να διδάξουμε χρήσιμα Μαθηματικά που παραμένουν Μαθηματικά” 
 
Τα βασικά χαρακτηριστικά των Μαθηματικών που τους επιτρέπουν να έχουν ένα 
ευρύτατο πεδίο εφαρμογών είναι: 
_ η γενίκευση (εντοπισμός αναλογιών, ταξινόμηση, δόμηση), 
_ η βεβαιότητα (τεκμηριωμένη αιτιολόγηση, παρουσίαση αποδείξεων), 
_ η ακρίβεια (συμβολισμός, ορισμός), και 
_ η συντομία (μοντελοποίηση, σχηματοποίηση). 
Η συνειδητοποίηση και η χρήση στο πλαίσιο διερευνητικών δραστηριοτήτων όλων 
αυτών των χαρακτηριστικών πρέπει να αποτελεί βασικό μέλημα στη συγγραφή ενός 
προγράμματος σπουδών των Μαθηματικών.  
 
Οι δραστηριότητες που σχεδιάζονται για τη σύνδεση των μαθηματικών με την 
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κοινωνία πρέπει να στοχεύουν (Eva Jablonka, 2003)  στην:  
 ανάπτυξη του ανθρώπινου δυναμικού, 
 στην πολιτιστική ταυτότητα, 
 στην περιβαλλοντική συνειδητοποίηση, 
 στην εκτίμηση της σημασίας των Μαθηματικών. 

 
 
 

Τι ιδιαίτερα “μαθηματικά” χαρακτηριστικά επιδιώκουμε να αποκτήσουν 
οι μαθητές στην υποχρεωτική εκπαίδευση; 
 
Ένα πρώτο γενικό χαρακτηριστικό, προυπόθεση όλων των άλλων, που δεν συνδέεται 
μόνον με τη μαθηματική εκπαίδευση, αλλά με την εκπαίδευση γενικότερα, είναι το να 
αποκτήσουν μια θετική διάθεση, μια θετική στάση απέναντι στην ίδια τη διαδικασία 
μάθησης. Αυτό το «συναισθηματικό» χαρακτηριστικό συνδέεται άμεσα με τη 
γνωστική διαδικασία, και την καθορίζει σε πολύ μεγάλο βαθμό. 
Η σημασία που έχουν τα “εσωτερικά κίνητρα” για τη διαδικασία μάθησης είχε 
υπογραμμισθεί ήδη απο τον Dewey (1922), ο οποίος αναφερόταν σε αυτά ως “έξεις” 
(“habits of mind”), ενώ σύγχρονοι ερευνητές χρησιμοποιούν όρους όπως “διαθέσεις” 
(dispositions, inclinations) κλπ  
 
Πολλοί ερευνητές έχουν παραθέσει έναν αριθμό από “στάσεις” (“διαθέσεις” ή 
“έξεις”) που χαρακτηρίζουν το “σκεπτόμενο άτομο” (Facione, Facione, and Sanchez, 
1991; Ennis, 1991); Paul, 1991, 1993; Marzano 1992; Perkins, Jay, and Tishman 1993; 
Costa and Kallick 2000). 
Για παράδειγμα στην πρόταση του Project 2061, που βρίσκεται πιο κοντά στο χώρο 
των επιστημών, διαβάζουμε ότι κάποια απο τα χαρακτηριστικά, ενός “σκεπτόμενου” 
ατόμου, είναι η περιέργεια, το άνοιγμα σε νέες ιδέες, ο σκεπτικισμός, και η φαντασία.  
Γενικά τα χαρακτηριστικά που έχουν κατά καιρούς προταθεί μπορούν να ενταχθούν 
σε τρεις μεγάλες κατηγορίες: 
 

1. Δημιουργική σκέψη:  

 Ανοιχτό- μυαλό: Σκέφτομαι πέρα απο το προφανές, δεν περιορίζομαι απο 
προκαταλήψεις, διατυπώνω υποθέσεις, βλέπω σε προοπτική. 

 Περιέργεια: Η περιέργεια είναι η προυπόθεση για να εμπλακεί κάποιος σε μια 
διαδικασία ανακάλυψης.  

2. Αναστοχαστική σκέψη:  

 Μεταγνώση  
3. Κριτική σκέψη: 

 Προσπαθώ να κατανοήσω γιατί συμβαίνει κάτι: διερευνώ και αξιολογώ τα 
στοιχεία που έχω στη διάθεσή μου, αναζητώ σχέσεις μεταξύ των στοιχείων για 
να ενισχύσει μια θεωρία μου, ελέγχω τη θεωρία για αντιπαραδείγματα ή 
αντιφάσεις, αναζητώ εναλλακτικές εξηγήσεις. Αυτός ο τρόπος σκέψης βοηθά 
το άτομο να εμβαθύνει σε σχέση με μια έννοια ή μια διαδικασία που 
προσπαθεί να κατανοήσει. Σε πολλές σχολεία και τάξεις, γίνεται συνειδητή 
προσπάθεια να  συζητώνται οι απόψεις, οι πεποιθήσεις, και οι ιδέες των  
μαθητών. Δυστυχώς, αυτή η πρακτική δεν τους εμπλέκει ουσιαστικά σε 
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διαδικασίες σκέψης, παραμένοντας σε ένα επιφανειακό επίπεδο. 

 Έχω μια στρατηγική δράσης, είμαι μεθοδικός: Η δράση μας και η σκέψη μας 
είναι πιο ξεκάθαρη όταν έχουμε σαφείς στόχους και μια (υποθετική) διαδρομή 
για να τους επιτύχουμε.  

 Είμαι επιφυλακτικός, ψάχνω κάτω απο την επιφάνεια, αναζητώ αποδείξεις, 
δεν δέχομαι κάτι άκριτα  

 
Κάθε μια απο τις προηγούμενες κατηγορίες θα μπορούσε να αναπτυχθεί αυτόνομα σε 
πολλές σελίδες.  
Περιοριζόμαστε εδώ στο να αναφέρουμε επιγραμματικά  

 τα χαρακτηριστικά της κριτικής σκέψης  

 τα χαρακτηριστικά της δημιουργικής σκέψης και  

 τις βασικές συνιστώσες αυτού που αποκαλούμε “κατανόηση”  
 
 
 

Ποιά είναι τα χαρακτηριστικά ενός “κριτικά σκεπτόμενου” ατόμου; 
 
Κάποιος χαρακτηρίζεται ως κριτικά σκεπτόμενος όταν  είναι ικανός για: 

 Σύλληψη του νοήματος μιας απόφανσης  

 Αποκάλυψη των ασαφειών ή των αντιφάσεων σε ένα συλλογισμό 

 Προσδιορισμό του αν ένα συμπέρασμα προκύπτει απαραιτήτως   

 Διερεύνηση της αξιοπιστίας μιας παρατήρησης ή ενός συμπεράσματος 

 Κρίση για το αν μια δήλωση που γίνεται από μια υποτιθέμενη αυθεντία είναι 
αποδεκτή. 

Οι κριτικοί στοχαστές…   

 Αναζητούν αιτίες 

 Προσπαθούν να είναι καλά ενημερωμένοι  

 Χρησιμοποιούν αξιόπιστες πηγές  

 Λαμβάνουν υπόψη τη συνολική κατάσταση 

 Κρατούν τη σκέψη τους εστιασμένη στο κεντρικό σημείο 

 Ψάχνουν για εναλλακτικές λύσεις 

 Επιχειρηματολογούν σχετικά με θέματα που διαφωνούν χωρίς να αφήσουν τη 
διαφωνία να παρεμποδίσει το συλλογισμό τους 

 Δεν εκφράζουν κρίση όταν τα στοιχεία και οι λόγοι είναι ανεπαρκείς. 

 Υποστηρίζουν μια θέση και αλλάζουν θέση όταν τα στοιχεία και οι λόγοι είναι 
επαρκείς για μια τέτοια συμφεριφορά. 

 Επιδιώκουν τόση ακρίβεια όση το συγκεκριμένο θέμα επιτρέπει. 
 (Critical Thinking Disposition, Norris & Ennis, 1989, σελ.12). 

 
 
 
Ποιά είναι τα χαρακτηριστικά της Δημιουργικής Σκέψης; 
 
Ο Kienel (1977) διακρίνει πέντε κατηγορίες μαθηματικών "προβλημάτων".   
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Τα προβλήματα των τύπων Ι –ΙΙΙ μπορούν να λυθούν με την εφαρμογή ενός κανόνα ή 
ενός αλγορίθμου ή μιας διαδικασίας.  
Στα προβλήματα του τύπου Ι, ο κανόνας ή ο αλγόριθμος ή η διαδικασία αναφέρονται 
ρητά στην εκφώνηση του προβλήματος.   
Στα προβλήματα του τύπου ΙΙ, ο κανόνας ή ο αλγόριθμος ή η διαδικασία είναι γνωστά 
στο λύτη, αλλά δεν αναφέρονται ρητά.   
Οι κανόνες ή οι αλγόριθμοι ή οι διαδικασίες που χρειάζονται για να λυθεί ένα 
πρόβλημα του τύπου ΙΙΙ πρώτα πρέπει να κατασκευαστούν από το λύτη μέσω 
συνδυασμού γνωστών  κανόνων, αλγορίθμων  ή διαδικασιών.   
Τα προβλήματα του τύπου IV αναφέρονται συνήθως ως «πραγματικά προβλήματα» 
και το περιεχόμενό τους πρέπει πρώτα να αναλυθεί και να μετασχηματιστεί σε ένα 
μαθηματικό πρόβλημα για να πάρει έπειτα τη μορφή ενός προβλήματος τύπου Iiii.  
Σε αυτήν την περίπτωση αναφερόμαστε συνήθως σε προβλήματα μοντελοποίησης. 
Τα προβλήματα του τύπου V, είναι επίσης “πραγματικά προβλήματα”, και η σύνδεσή 
τους με ένα μαθηματικό μοντέλο δεν είναι καθόλου προφανής. Σε πολλές περιπτώσεις 
η ίδια η εκφώνηση απαιτεί ερμηνεία, ενώ ενδέχεται να στοιχεία που δίνονται να είναι 
ελλιπή ή ασαφή. Συνήθως, αναφερόμαστε σε αυτά ως «ανοιχτά προβλήματα». Για να 
λύσουμε αυτά τα προβλήματα χρειαζόμαστε μια νέα ιδέα ή ένα "γνωστικό άλμα", "μια 
δημιουργική σκέψη».   
 
Τι σημαίνει όμως δημιουργική σκέψη; 
 
Για τον Bishop (1981), υπάρχουν δυο συμπληρωματικές πτυχές του μαθηματικού 
τρόπου σκέψης: μια λογική, μονοδιάστατη, άμεσα συνδεδεμένη με τη μαθηματική 
γλώσσα και έκφραση πτυχή και μια οπτική/ εικονική, πολυδιάστατη, διαισθητική 
πτυχή.  
Η δημιουργική μαθηματική σκέψη είναι ένας συνδυασμός λογικής και αποκλίνουσας 
σκέψης, ένας συνδιασμός που βασίζεται στη διαίσθηση, αλλά έχει έναν συνειδητό 
στόχο (Pehkonen, 1997). Μια διαδικασία λογικής σκέψης χρησιμοποιείται για να 
αναζητήσει και να διερευνήσει τις κατάλληλες λύσεις σε ένα μαθηματικό πρόβλημα. 
Μια λογική σκέψη  είναι μια συστηματική διαδικασία που στοχεύει στο να ελέγξει και 
να συναγάγει ένα έγκυρο συμπέρασμα. Μια δημιουργική σκέψη χαρακτηρίζεται απο 
ευελιξία, πρωτοτυπία, και καινοτομία. 
Οι Krulik & Rudnick (1999) περιέγραψαν τα επίπεδα σκέψης ως ανάκληση, βασική 
σκέψη, κριτική, και δημιουργική σκέψη.   

 Η ανάκληση περιλαμβάνει εκείνες τις δεξιότητες που είναι σχεδόν αυτόματες ή 
ανακλαστικές.   

 Η βασική σκέψη περιλαμβάνει την κατανόηση και την αναγνώριση των 
μαθηματικών εννοιών και την εφαρμογή τους σε προβλήματα.  

 Η κριτική σκέψη είναι η σκέψη που  διερευνά,  συσχετίζει, και αξιολογεί όλες 
τις πτυχές μιας κατάστασης ή ενός προβλήματος.  

 Η δημιουργική σκέψη, είναι μια σκέψη πρωτότυπη, απρόβλεπτη, καινοτόμα, 
που παράγει πολλές εναλλακτικές λύσεις, και σύνθετα προιόντα.  

Η κριτική σκέψη, διερευνά πιθανότητες, ενώ η δημιουργική σκέψη, 
ενδεχομενικότητες. Η κριτική σκέψη είναι εστιασμένη, ενώ η δημιουργική σκέψη είναι 
αποκλίνουσα. Με την κριτική σκέψη αναζητούμε “την απάντηση”, ενώ η δημιουργική 
σκέψη, μας δίνει “μια απάντηση.  
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Για να καλλιεργηθεί η δημιουργική σκέψη απαιτούνται κατάλληλα μαθησιακά 
περιβάλλοντα. Απαιτείται κίνητρο,  περιέργεια,  αυτοπεποίθηση,  ευελιξία, συνειδητή 
εμπλοκή, χιούμορ,  φαντασία, υπευθυνότητα. Χρειάζεται  ανοχή και ελευθερία, για  
να μπορέσουν τα άτομα να εκφράσουν τις απόψεις τους. Χρειάζεται υψηλού 
επιπέδου αλληλεπίδραση με το δάσκαλο και με τους άλλους μαθητές, όχι αυστηρά 
δομημένο σχέδιο  μαθήματος ,δυνατότητα αυτο – διαχείρισης. 
Επιπλέον, χρειάζονται "προκλητικά προβλήματα". Προβλήματα που προκαλούν το 
ενδιαφέρον, δεν έχουν προφανή απάντηση, σχετίζονται με το περιβάλλον των 
μαθητών, έχουν σημαντικές επεκτάσεις, διεγείρουν την περέργεια, προκαλούν τη 
σκέψη και τη συνειδητή εμπλοκή.  
 

 
 
Πότε λέμε ότι κάποιος “έχει κατανοήσει......;” 
 
H κατανόηση εκδηλώνεται με διάφορους τρόπους. Δυο απο τις σύγχρονες 
επιστημονικές θεωρίες που αναλύουν τις διάφορες πτυχές της κατανόησης στο 
πλαίσιο του “Σχεδιασμού της Διδασκαλίας” είναι:  

 Η “Κατανόηση μέσω Σχεδιασμού” («Understanding by design») των Wiggins & 
Tighe (2005) και   

 η “Μάθηση μέσω Σχεδιασμού” των Kalantzis & Cope (2005).  
 
Οι Wiggins & Tighe (2005) έχουν αναπτύξει μια θεωρία που παρουσιάζουν τα “πολλά 
πρόσωπα” της κατανόησης (the «six facets of understanding»), με βάση την οποία 
μπορεί κάποιος να σχεδιάσει εκπαιδευτικές δραστηριότητες.  
Τα έξι πρόσωπα της κατανόησης είναι: εξήγηση, ερμηνεία, εφαρμογή, προοπτική, 
ενσυναίσθηση, και αυτογνωσία.  
 
Αυτό σημαίνει ότι όταν κάποιος έχει πραγματικά κατανοήσει: 
 
1) Μπορεί να εξηγήσει: μπορεί να δώσει ακριβείς, τεκμηριωμένες, και 
αιτιολογημένες εξηγήσεις φαινομένων, γεγονότων, ιδεών και στοιχείων.  
Ερωτήματα που παρακινούν μια εξήγηση είναι:  
- Γιατί συμβαίνει αυτό; 
- Τι εξηγεί αυτά τα γεγονότα;  
- Τι εξηγεί μια τέτοια δράση (ενέργεια);  
- Πώς μπορούμε να το αποδείξουμε;  
- Με τι συνδέεται αυτή η δράση; 
- Πώς “δουλεύει” αυτό; 

 
 

2)  Μπορεί να ερμηνεύσει: μπορεί να αντιληφθεί μια κατάσταση ή μια αφήγηση με 
διάφορους τρόπους και χρησιμοποιώντας διαφορετικές αναπαραστάσεις, μπορεί να 
προσθέσει μια προσωπική πτυχή (πχ με αναφορά στην προσωπική εμπειρία του) στα 
γεγονότα, μπορεί να χρησιμοποιήσει αναλογίες και εταφορές κλπ 
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Ερωτήματα που παρακινούν μια ερμηνεία είναι: 
-Τι σημαίνει αυτό;  
-Γιατί έχει σημασία;  
-Τι απεικονίζει;τι αναπαριστά; 
-Τι προσθέτει αυτό στα μέχρι τώρα στοιχεία;  
-Πώς σχετίζεται αυτό με ….;  
-Ποιο είναι το νόημά του (η σημασία του);  

 
3) Μπορεί να εφαρμόσει: μπορεί να αντιληφθεί τον τρόπο που η γνώση 
χρησιμοποιείται αποτελεσματικά σε νέες καταστάσεις και διαφορετικά πλαίσια. 
Μπορεί να κάνει χρήση της γνώσης και σε μη οικείες καταστάσεις. 

 
4) Μπορεί να δει σε προοπτική: εξετάζει με μια κριτική ματιά. Βλέπει τα 
μεμονωμένα γεγονότα στο πλαίσιο μιας μεγαλύτερης εικόνας. 
Ερωτήματα που παρακινούν  την διεύρυνση της προοπτικής είναι: 
- Υπάρχουν επαρκή στοιχεία (δεδομένα);  
- Είναι εύλογο; 
-  Ποια είναι τα δυνατά σημεία και τα “μείον” αυτής της ιδέας; 
-  Με ποιόν άλλον τρόπο μπορεί να εξετασθεί αυτό; 
- Πως μπορούμε να γενικεύσουμε; 
- Τι περιορισμοί υπάρχουν; 

 
5) Έχει ενσυναίσθηση: Ενσυναίσθηση είναι η ικανότητα να προσεγγίσει κάποιος τα 
συναισθήματα και τον τρόπο σκέψης κάποιου άλλου. Η ικανότητα να δει τα γεγονότα 
κάτω απο μια οπτική διαφορετική απο τη δική του. Να προσπαθήσει να δει αυτό που 
βλέπουν οι άλλοι και δεν μπορεί να δει εκείνος. Αυτή πτυχή της κατανόησης είναι 
ιδιαίτερα σημαντική για την ουσιαστική συμμετοχή σε ομάδες εργασίας και 
κοινότητες πρακτικής.  
 
6) Έχει αυτογνωσία: Αυτογνωσία είναι η γνώση των ορίων της γνώσης και του 
βαθμού της άγνοιας. Επιτρέπει σε κάποιον να επισημάνει τα αδύνατα σημεία του, τις 
παρανοήσεις ή τις προκαταλήψεις του και να αναζητήσει τις αιτίες που βρίσκονται 
πίσω απο αυτές. Αποτελεί το πρώτο, ουσιαστικό βήμα προς τη γνώση. 
 
 
Στο ίδιο πνεύμα, αλλά κάτω με μια διαφορετική προσέγγιση οι Kalantzis & Cope 
(2005) περιγράφουν οκτώ “διαδικασίες γνώσεις” («knowledge processes»). Αυτές οι 
διαδικασίες μεταφραζόμενες σε εκπαιδευτικές δραστηριότητες οδηγούν σε μια 
ολοκληρωμένη κατανόηση ενός θέματος.  
 
Συνοπτικά, οι «διαδικασίες γνώσης» είναι οι εξής:  

 Βιώνοντας το γνωστό,  

 Βιώνοντας το νέο,  

 Εννοιολόγηση μέ Ονοματοποίηση: δημιουργία ταξινομήσεων, διατύπωση 
ορισμών,   

 Εννοιολόγηση με Θεωρητικοποίηση: διατύπωση γενικεύσεων, 
συμπερασμάτων, Λειτουργική ανάλυση: δημιουργία συνδέσεων και λογικών 
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συσχετισμών, αναζήτηση αιτίου-αποτελέσματος, αναζήτηση μοτιβων και 
δομών, 

 Κριτική ανάλυση: κριτική αξιολόγηση αποφάνσεων και δεδομένων, 

 Άμεση Εφαρμογή, 

 Δημιουργική Εφαρμογή: επέκταση σε νέες μη οικείες καταστάσεις. 
 
 
 

Ποιά άλλα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά αναμένουμε να αποκτήσουν οι 
μαθητές μέσω της υλοποίησης ενός προγράμματος σπουδών των 
Μαθηματικών; 
 

 Καταρχήν, οι μαθητές με αφορμή κατάλληλα επιλεγμένες δραστηριότητες πρέπει να 
μάθουν να πειραματίζονται (: στο πλαίσιο μιας διαδικασίας μαθηματικοποίησης) να 
διατυπώνουν υποθέσεις και να τις ελέγχουν.  
 
Ο πειραματισμός υπήρξε πάντα και συνεχίζει να είναι μια σημαντική μέθοδος για τη 
μαθηματική ανακάλυψη. Εντούτοις, πολύ συχνά αποκρύπτεται στα ερευνητικά 
κείμενα, στη λογική μιας παράδοσης που θέλει οι μαθηματικοί ερευνητές να 
παρουσιάζουν μόνο κομψά, πλήρως αναπτυγμένα και αυστηρά τεκμηριωμένα 
αποτελέσματα. Αυτή η αντίληψη μεταφέρεται και στις σχολικές τάξεις: αφενός, ο 
χρόνος που δίνεται στους μαθητές για διερεύνηση (:φάση οριζόντιας 
μαθηματικοποίησης) είναι συνήθως περιορισμένος, αφετέρου τα προιόντα της 
διερευνητικής διαδικασίας δεν οργανώνονται (:φάση κατακόρυφης 
μαθηματικοποίησης) με τρόπο ώστε οι μαθητές να διαμορφώσουν ολοκληρωμένα 
σχήματα των μαθηματικών εννοιών και διαδικασιών.  
Απλές ιδέες όπως συστηματική καταγραφή δεδομένων, οργάνωση σε πίνακα, δοκιμές 
με μικρούς αριθμούς, εναλλακτικές διατυπώσεις του προβλήματος κλπ δεν αποτελούν 
μέρος της “κουλτούρας” των μαθητών κατά τη διαδικασία επίλυσης προβλημάτων.  
Εκείνο που συνήθως κάνουν οι μαθητές είναι να προσπαθούν να θυμηθούν 
στρατηγικές που έχουν εφαρμόσει με επιτυχία σε παρόμοιες καταστάσεις, ώστε να τις 
επαναλάβουν άκριτα.  
 
 

 Πολλοί υποστηρίζουν ότι τα Μαθηματικά είναι μια γλώσσα, με τα δικά της σύμβολα 
και τους κώδικες επικοινωνίας. Οι μαθητές πρέπει να μάθουν τη γλώσσα των 
Μαθηματικών, όχι μόνον σε επίπεδο συμβόλων, αλλά κυρίως σε επίπεδο 
διατύπωσης λογικών σχέσων και επιχειρημάτων. 
Να μπορούν να δίνουν ακριβείς περιγραφές των βημάτων που ακολουθούν σε μια 
διαδικασία σκέψης, να μπορούν να διατυπώνουν επιχειρήματα και να τα εκφράζουν 
με σαφήνεια ώστε να γίνουν κατανοητά απο τους άλλους, να μπορούν να 
καταγράφουν τα αποτελέσματά τους τόσο στη φυσική γλώσσα όσο και με χρήση 
μαθηματικών σμβόλων. 
Η ικανότητα για επικοινωνία “μέσα” στα Μαθηματικά και “για” τα Μαθηματικά 
αποτελεί βασικό στόχο της μαθηματικής εκπαίδευσης.  
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Με βάση τα δυο προηγούμενα σημεία, θα μπορούσαμε να πούμε ότι ένα 
πρόγραμμα σπουδών των Μαθηματικών προωθεί οκτώ  “μαθηματικές ικανότητες”, 
ταξινομημένες σε δυο κατηγορίες: 
 
I) Εκείνες που αφορούν την ικανότητα κάποιου να θέτει ερωτήματα και να δίνει 
απαντήσεις για τα Μαθηματικά και μέσω των Μαθηματικών:  
• Μαθηματική Σκέψη   
• Διατύπωση και Επίλυση προβλημάτων  
• Μοντελοποίηση  καταστάσεων μέσω των Μαθηματικών 
• Μαθηματικός Συλλογισμός  
 
II) Εκείνες που αφορούν την ικανότητα κάποιου να χειρίζεται τη μαθηματική γλώσσα 
και τα εργαλεία  
• Επικοινωνία 
• Αναπαράσταση  
• Χρήση μαθηματικών συμβόλων και τύπων  
•  Κατάλληλη χρήση εργαλείων  
 
 

Πιο αναλυτικά, μαθηματικά εγγράμματο  θεωρείται το άτομο που διαθέτει τις 
ακόλουθες 8 βασικές ικανότητες (De Lange, 2003:77): 
 
1. Ικανότητα για μαθηματική σκέψη: Βασικό χαρακτηριστικό του μαθηματικού 
τρόπου σκέψης είναι η ικανότητα αναγνώρισης και δημιουργίας συνδέσεων μεταξύ 
των μαθηματικών εννοιών και ιδεών, μεταξύ των Μαθηματικών και άλλων 
επιστημονικών περιοχών, και μεταξύ των Μαθηματικών και της καθημερινής ζωής.  Οι 
συνδέσεις βοηθούν τους μαθητές να ανακαλύψουν το νόημα αυτών που μαθαίνουν 
στο μάθημα των Μαθηματικών.  
 

 Ικανότητα διατύπωσης μαθηματικών ερωτήσεων (δηλαδή γνώση του είδους 
των ερωτήσεων που μπορεί να θέσει κάποιος στο πλαίσιο των Μαθηματικών). 

 Γνώση του είδους των απαντήσεων που μπορούν να προσφέρουν τα 
Μαθηματικά. Γνώση, δηλαδή, του πότε μια απάντηση μπορεί να 
χαρακτηρισθεί ως μαθηματική, και ικανότητα διατύπωσης τέτοιων 
απαντήσεων). 

 Ικανότητα διάκρισης διαφόρων μορφών μαθηματικών αποφάνσεων (ορισμοί, 
θεωρήματα, υποθέσεις, συμπεράσματα, παραδείγματα κ.λπ.). 

 
 

2. Ικανότητα για διατύπωση και επίλυση προβλημάτων 

 Προσδιορισμός, διατύπωση και επίλυση διαφόρων τύπων προβλημάτων. 
 
Οι ικανότητες που επιδιώκονται μέσω της επίλυσης προβλημάτων είναι: 

 ο εντοπισμός του προβλήματος, 

 ο προσδιορισμός των απαραίτητων, σχετικών πληροφοριών ή των 
περιορισμών, 

 η καταγραφή των πιθανών εναλλακτικών λύσεων ή της πορείας της λύσης, 
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 η επιλογή στρατηγικών λύσης, 

 η επίλυση προβλημάτων, 

 ο έλεγχος και αναστοχασμός της λύσης, 

 η επικοινωνία των αποτελεσμάτων. 
 
3. Ικανότητα για μοντελοποίηση: Η  «Μοντελοποίηση” παίζει σημαντικό ρόλο στην 
κατανόηση μαθηματικών εννοιών και διαδικασιών. Η Μαθηματική Μοντελοποίηση 
είναι η διαδικασία κατασκευής και σταδιακής επεξεργασίας ενός μοντέλου με στόχο 
την επίλυση ενός προβλήματος. Το μοντέλο μπορεί να είναι ένας πίνακας, ένα 
διάγραμμα μια εξίσωση κλπ. Η διαδικασία μοντελοποίησης ακολουθεί συγκεκριμένα 
βήματα από το (πραγματικό) πρόβλημα μέχρι την επίλυση του αντίστοιχου 
μαθηματικού προβλήματος και τον έλεγχο της λύσης.  
 

 Δόμηση μιας κατάστασης με στόχο τη μοντελοποίηση. 

 Ικανότητα μετάφρασης της πραγματικότητας σε μαθηματικά μοντέλα 
(Μαθηματικοποίηση). 

 Ερμηνεία των μαθηματικών μοντέλων από την άποψη του συγκεκριμένου κάθε 
φορά πλαισίου ή της πραγματικότητας (απο-Μαθηματικοποίηση). 

 Επεξεργασία και αξιολόγηση των μοντέλων. 

 Έλεγχος δυνατοτήτων και αποτελεσμάτων του μοντέλου. 

 Αναστοχασμός. 

 Ανάλυση και κριτική των προτεινόμενων από το μοντέλο λύσεων. 
 
4.  Ικανότητα για μαθηματικό συλλογισμό και επιχειρηματολογία: Ο “Μαθηματικός 
Συλλογισμός” αναφέρεται στην ικανότητα κάποιου να αναλύει μαθηματικές 
καταστάσεις και να κατασκευάζει λογικά επιχειρήματα. Αυτή η ικανότητα 
αναπτύσσεται μέσω διαδικασιών εφαρμογής των Μαθηματικών σε ποικίλα πλαίσια 
ενδο-μαθηματικά και εξω-μαθηματικά πλαίσια.  
 

 Γνώση του τι συνιστά μαθηματική απόδειξη, και σε τι διαφέρει από άλλες 
μορφές μαθηματικού συλλογισμού. 

 Κατανόηση του ευρετικού συλλογισμού (τι μπορεί να συμβεί, τι δεν μπορεί να 
συμβεί και γιατί). 

 Ικανότητα δημιουργίας, παρακολούθησης και αξιολόγησης μαθηματικών 
επιχειρημάτων. 

 
5.Ικανότητα για μαθηματική επικοινωνία: Η “Επικοινωνία” αναφέρεται στην 
ικανότητα χρήσης της μαθηματικής γλώσσας προκειμένου να εκφραστούν με ακρίβεια 
και λογική συνέπεια μαθηματικές ιδέες και επιχειρήματα. Η επικοινωνία βοηθά τους 
μαθητές να κατανοήσουν σε βάθος τα Μαθηματικά και να ενισχύσουν το μαθηματικό 
τρόπο σκέψης τους.  
 

 Ικανότητα έκφρασης με ποικίλους τρόπους (προφορική, γραπτή, οπτική μορφή 
έκφρασης). 

 Κατανόηση του μαθηματικού τρόπου σκέψης ή της εργασίας κάποιου άλλου._  
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6. Ικανότητα για αναπαράσταση 
Αποκωδικοποίηση, κωδικοποίηση, μετάφραση (από μια μορφή σε μια άλλη) και 
ερμηνεία των διαφορετικών μορφών αναπαράστασης των μαθηματικών αντικειμένων 
και καταστάσεων, καθώς επίσης και κατανόηση της σχέσης μεταξύ των διαφορετικών 
αναπαραστάσεων. 
 
7. Ικανότητα για χρήση μαθηματικών συμβόλων και τυπικής μαθηματικής γλώσσας 

 Αποκωδικοποίηση και ερμηνεία τυπικής και συμβολικής γλώσσας και 
κατανόηση των σχέσεών τους με τη φυσική γλώσσα. 

 Μετάφραση από τη φυσική γλώσσα στη συμβολική και τυπική γλώσσα. 

 Κατανόηση αποφάνσεων που περιέχουν συμβολική και τυπική γλώσσα. 

 Χρήση μεταβλητών και επίλυση εξισώσεων. 

8. Ικανότητα χρήσης εργαλείων και τεχνολογίας 

 Ικανότητα χρήσης των εργαλείων της τεχνολογίας.  

 Γνώση των περιορισμών των εργαλείων της τεχνολογίας. 
 
 
Οι προηγούμενες ικανότητες αποκτώνται μέσα απο κατάλληλα σχεδιασμένες 
διαδικασίες που πρέπει να διατρέχουν όλες τις ενότητες του προγράμματος σπυδών 
των Μαθηματικών.  
 
 
 

Διακρίνουμε και αναλύουμε οκτώ τέτοιες διαδικασίες που αποτελούν 
το κορμό του προγράμματος σπουδών των Μαθηματικών:  
 
1. Διαδικασίες Επίλυσης Προβλήματος και Μοντελοποίησης (ΕΠ) 
 
Η επίλυση προβλήματος αποτελεί τον πυρήνα της εκπαίδευσης στα Μαθηματικά. 
Οι μαθητές μαθαίνουν καλύτερα όταν τους δίνεται η ευκαιρία να διερευνήσουν ιδέες 
και έννοιες μέσω επίλυσης προβλημάτων και -μέσα από μια προσεχτικά σχεδιασμένη 
καθοδήγηση από το δάσκαλο-  να κατανοήσουν τις μαθηματικές έννοιες και αρχές 
που εμπεριέχονται σε αυτά τα προβλήματα. Η μάθηση των Μαθηματικών μέσω 
επίλυσης προβλημάτων, βοηθά τους μαθητές να “κατασκευάσουν” σταδιακά τη 
μαθηματική τους γνώση συνειδητοποιώντας συγχρόνως τη λειτουργική πτυχή αυτής 
της γνώσης. Είναι προφανές, επομένως, ότι η κατάλληλη επιλογή μαθηματικών 
δραστηριοτήτων αποτελεί κομβικό σημείο για τη διαδικασία μάθησης των 
Μαθηματικών.  
  
Διδάσκουμε Μαθηματικά μέσω της επίλυσης προβλήματος (teaching via problem 
solving) και για την επίλυση προβλημάτων (teaching for problem solving).  
 
Αλλά και η ίδια η διαδικασία επίλυσης προβλήματος, πρέπει να αποτελεί βασικό 
στόχο ενός Προγράμματος Σπουδών (teaching problem solving). Η βιβλιογραφία 
προσφέρει σημαντικό υλικό που αναφέρεται σε διάφορες στρατηγικές επίλυσης 
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προβλημάτων. 
Μέσω της επίλυσης προβλημάτων οι μαθητές έχουν την ευκαιρία να αποκτήσουν 
εννοιολογική κατανόηση, να εμβαθύνουν δηλαδή σε μαθηματικές έννοιες και 
διαδικασίες, και να συνδέουν μεταξύ τους τις έννοιες. Τους δίνεται επίσης η ευκαιρία 
να συνδέσουν τα Μαθηματικά με τα διάφορα πεδία εφαρμογής τους. Μέσα από την 
επίλυση προβλημάτων οι μαθητές έχουν την ευκαιρία να ασκηθούν στο μαθηματικό 
τρόπο σκέψης και να χρησιμοποιήσουν κατάλληλα τη γλώσσα των Μαθηματικών.  
Τα προβλήματα που θα χρησιμοποιηθούν πρέπει να κυμαίνονται από απλές 
εφαρμογές (κλειστά και ανοιχτά προβλήματα), μέχρι πραγματικά προβλήματα και 
διερευνητικές δραστηριότητες (Landscapes of Investigation και Model Eliciting 
Activities).  
Να σημειωθεί ότι δεν μπορούν όλα τα Μαθηματικά να διδαχθούν μέσω της επίλυσης 
προβλημάτων.  Διάφορες μαθηματικές συμβάσεις, όπως για παράδειγμα η χρήση 
όρων και συμβόλων ή η εκτέλεση κάποιων αλγορίθμων πρέπει να διδαχθούν με τρόπο 
ρητό και κατανοητό. 
 
 
2. Σημαντική στιγμή κατά τη διαδικασία επίλυσης προβλημάτων και γενικά κατά την 
επεξεργασία μαθηματικών ερωτημάτων,  αποτελεί ο Αναστοχασμός. (Α) 
Ο αναστοχασμός δεν είναι μια διαδικασία που οι μαθητές εκτελούν αυθόρμητα. 
Χαρακτηρίζει συνήθως τους “καλούς λύτες” προβλημάτων, γιατί μέσω αυτού έχουν τη 
δυνατότητα να ελέγξουν την ισχύ και το εύρος εφαρμογής των λύσεων που 
προτείνουν, και ενδεχομένως να αναθεωρήσουν τον τρόπο σκέψης τους. 
Μέσω κατάλληλων ερωτήσεων, ακόμα και πολύ μικροί μαθητές μπορούν να 
ασκηθούν στη χρήση της αναστοχαστικής διαδικασίας. Κάτι τέτοιο, όμως, απαιτεί 
χρόνο, και δυνατότητα επικοινωνίας με άλλους. Αυτόν τον χρόνο πρέπει να προβλέψει 
ένα Πρόγραμμα Σπουδών των Μαθηματικών. Φυσικά απαιτείται παράλληλα η ύπαρξη 
κατάλληλων «αναστοχαστικών» ερωτήσεων που να αποτελούν έναυσμα για τη 
μεταγνωστική ανάπτυξη των μαθητών.  
 
 
3. Διαδικασίες Συλλογισμού και Απόδειξης (Σ) 
 
Η διαδικασία του μαθηματικού συλλογισμού περιλαμβάνει διερεύνηση φαινομένων, 
διατύπωση και έλεγχο υποθέσεων, συγκρότηση τεκμηριωμένων επιχειρημάτων (μια 
μορφή των οποίων είναι η τυπική μαθηματική απόδειξη). Ο μαθηματικός συλλογισμός 
χρησιμοποιείται, προφανώς, κατά την επίλυση προβλημάτων αλλά η χρήση του είναι 
ευρύτερη. Αποτελεί τον κορμό της επικοινωνίας στην τάξη των Μαθηματικών και 
συνεισφέρει ουσιαστικά στην κατανόηση των μαθηματικών εννοιών. Ο δάσκαλος των 
Μαθηματικών έχει χρέος να βοηθήσει τους μαθητές του να περάσουν από τις άτυπες 
διαισθητικές τους συλλογιστικές διαδικασίες σε πιο τυποποιημένες μορφές 
συλλογισμού. Για να το πετύχει χρειάζεται να έχει την ικανότητα επιλέγει τις 
κατάλληλες ερωτήσεις που θα παροτρύνουν τους μαθητές να σκεφτούν πάνω σε 
θέματα που έως τότε θεωρούσαν προφανή (πχ σχετικά με το αν ο “πολλαπλασιασμός 
μεγαλώνει, ενώ η διαίρεση μικραίνει”). 
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4. Διαδικασίες δημιουργίας Συνδέσεων (Σν) 
Σημαντικό στοιχείο του μαθηματικού συλλογισμού, και γενικά του μαθηματικού 
τρόπου σκέψης αποτελεί η ικανότητα δημιουργίας συνδέσεων. 
Οι μαθητές κατανούν σε βάθος τα Μαθηματικά όταν συνειδητοποιούν  τις σχέσεις 
μεταξύ μαθηματικών εννοιών και διαδικασιών, όταν συνειδητοποιούν ότι τα 
Μαθηματικά είναι μια επιστήμη που συγκροτείται στη βάση λογικών σχέσεων και 
δομών. Φαινομενικά σύνθετες ιδέες είναι απλές σε αυτούς που έχουν κατανοήσει το 
τρόπο που έννοιες και διαδικασίες συνδέονται μεταξύ τους. Είναι προφανές, 
επομένως, ότι η πρόταση δραστηριοτήτων μέσα απο τις οποίες θα αναδεικνύεται 
αυτή η δομή και θα γίνεται χρήση του μαθηματικού τρόπου σκέψης, αποτελεί ένα 
άλλο κομβικό σημείο για τη διαδικασία μάθησης των Μαθηματικών.  
 
Το Πρόγραμμα Σπουδών πρέπει να παρέχει ευκαιρίες στους μαθητές να δημιουργούν 
συνδέσεις  μέσα στα Μαθηματικά και μεταξύ των Μαθηματικών και άλλων 
επιστημονικών περιοχών, όπως επίσης και μεταξύ των Μαθηματικών και του 
πραγματικού κόσμου. 
 
Συνδέσεις μέσα στα Μαθηματικά 
_ Συνδέσεις μεταξύ των διαφόρων αναπαραστάσεων μιας έννοιας (πχ μεταξύ 
κλασμάτων, δεκαδικών και ποσοστών. 
_ Συνδέσεις μεταξύ των διαφόρων μαθηματικών περιοχών με αφορμή μια έννοια (πχ 
μεταξύ αριθμητικής και Γεωμετρίας με αφορμή την έννοια του εμβαδού). 
_ Συνδέσεις μεταξύ των διαφόρων μαθηματικών περιοχών με αφορμή ένα θέμα. Οι 
μαθητές ερευνούν ένα πραγματικό πρόβλημα ή ένα σύνολο προβλημάτων, αντλώντας 
γνώσεις και πληροφορίες από διάφορες περιοχές των Μαθηματικών, εμβαθύνοντας 
με αυτό τον τρόπο σε σημαντικές μαθηματικές ιδέες. 
 
Συνδέσεις μεταξύ των Μαθηματικών και των άλλων επιστημονικών περιοχών του 
Προγράμματος Σπουδών. Διακρίνουμε δυο βασικούς τύπους αυτού του είδους των 
συνδέσεων:  
_ Διαθεματικές συνδέσεις: Η έμφαση στις διαθεματικές συνδέσεις δεν πρέπει να 
δίνεται στην κατανόηση του θέματος, αλλά στις γνώσεις και δεξιότητες που 
χαρακτηρίζουν καθεμία από τις επιστημονικές περιοχές που συμμετέχουν στην 
ολοκλήρωση του θέματος. Γι’ αυτό και η επιλογή του θέματος όχι μόνον δεν πρέπει να 
είναι τυχαία, αλλά και να αιτιολογείται ρητώς, με την παράθεση συγκεκριμένων 
στόχων από τον κυρίως κορμό του Προγράμματος Σπουδών. Με αυτό τον τρόπο οι 
διαθεματικές προσεγγίσεις θα λειτουργήσουν συμπληρωματικά με τη διδασκαλία 
και δεν θα θεωρηθούν ως διακοσμητικό στοιχείο. 
_ Διεπιστημονικές συνδέσεις: Τα Μαθηματικά αποτελούν εργαλείο για άλλες 
επιστήμες. Η σχέση τους με τις φυσικές επιστήμες είναι ιδιαίτερα σημαντική. Έρευνες 
έχουν δείξει ότι οι μαθητές δυσκολεύονται να εφαρμόσουν τις μαθηματικές έννοιες 
που έχουν διδαχθεί στα μαθήματα των Μαθηματικών κατά την επίλυση προβλημάτων 
στη Φυσική, λόγω του διαφορετικού τρόπου χρήσης των Μαθηματικών στο πλαίσιο 
της Φυσικής. 
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_ Συνδέσεις που εστιάζουν στις εφαρμογές 
Οι εφαρμογές στο μάθημα των Μαθηματικών είναι μια καλή ευκαιρία για να δοθεί 
στους μαθητές απάντηση στο ερώτημα “Τι θα μου χρησιμεύσουν όλα αυτά;” Πρέπει, 
επομένως, να έχουν δύο βασικά χαρακτηριστικά: ρεαλιστικό περιεχόμενο και 
σημαντικά Μαθηματικά. Σε αντίθετη περίπτωση, χάνουν τον χαρακτήρα της 
εφαρμογής και παραμένουν στο στενό πλαίσιο των Μαθηματικών –συνήθως 
εφαρμογές κανόνων και διαδικασιών– ως ψευδο-εφαρμογές. Δυο είναι οι βασικοί 
τύποι αυτού του είδους των συνδέσεων: 
_ Συνδέσεις με την καθημερινή ζωή, συνήθως μέσω project. 
Για παράδειγμα, η οργάνωση του οικογενειακού οικονομικού προϋπολογισμού, ή ο 
σχεδιασμός ενός ταξιδιού, ή η αναζήτηση συνθηκών για βελτιστοποίηση της σχέσης  
μέσω των οποίων τα Μαθηματικά συνδέονται με την καθημερινή ζωή, σε επίπεδο 
υψηλότερο εκείνου της απλής εφαρμογής αλγορίθμων. 
_ Συνδέσεις με τον χώρο της εργασίας 
 
 
5. Διαδικασίες επιλογής και χρήσης  Εργαλείων (Ερ) 
 
Στην ιστορία των μαθηματικών η χρήση τεχνημάτων (artifacts) και η σταδιακή 
μετατροπή τους σε νοητικά εργαλεία ήταν κοινή πρακτική: άβακας, διαβήτης, κλπ 
αποτελούν την ενσωμάτωση αφηρημένων εννοιών όπως ο αριθμός/ αξία θέσης και ο 
κύκλος. Οι έννοιες της προβολικής γεωμετρίας, επίσης, αντλούν το νόημά τους απο τη 
χρήση εργαλείων. 
Η γνωστική ανάλυση που διεξήχθη στο πλαίσιο της ιστορικο-πολιτισμικής σχολής 
(Θεωρία Δράσης- Vygotskian school/ activity theory),που βασίζεται στις συνεισφορές 
των L.S. Vygotsky, A.N. Leontiev, A.R. Luria, και S.L. Rubinshtein, αποτελεί χρήσιμο 
θεωρητικό πλαίσιο για την ανάλυση των σχέσων και των γνωστικών μετατοπίσεων 
μεταξύ της καθημερινής και της σχολικής εμπειρίας και για την ανάλυση της 
κατασκευής του μαθηματικού νοήματος. Στην έρευνα που πλαισιώνεται θεωρητικά 
απο την Θεωρία Δράσης, η εστίαση βρίσκεται στη γένεση και εξέλιξη των νοητικών 
διαδικασιών, νοούμενες ως προιόν μιας συλλογικής διαδικασίας σε ένα ιστορικο-
κοινωνικό πλαίσιο, και διαμεσολαβούμενες απο τη χρήση σημείων και εργαλείων.  
Υπό αυτήν την έννοια, η σχολική τάξη, θεωρούμενη ως εργαστήριο κατασκευής 
νοημάτων, πλαισιοθετείται αφενός μεν  απο τη χρήση εργαλείων, αφετέρου απο τις 
αλληλεπιδράσεις ατόμων που δουλεύουν μαζί (: η γλώσσα ως εργαλείο παραγωγής 
νοήματος).  
Η απλή παρουσία εργαλείων (πχ τεχνολογικών εργαλείων, λογισμικού κλπ) δεν 
διασφαλίζει την κατασκευή της γνώσης. Αφενός μεν πολλοί μαθητές εμφανίζουν 
δυσκολίες στη χρήση εργαλείων (ακόμα και σε απλές περιπτώσεις χρήσης πχ του 
διαβήτη ή του μοιρογνωμόνιου), αφετέρουν τα εργαλεία δεν ενσωματώνονται 
λεοιτουργικά στη διαδικασία μάθησης. 
Οι μαθητές πρέπει να αποκτήσουν την ικανότητα να επιλέγουν τα κατάλληλα 
χειραπτικά και ηλεκτρονικά εργαλεία, και τις κατάλληλες υπολογιστικές στρατηγικές  
προκειμένου να εκτελούν συγκεκριμένες μαθηματικές δράσεις, να διερευνούν 
μαθηματικές ιδέες, και να επιλύουν προβλήματα.  
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Αν και είναι σημαντικό οι μαθητές να αναπτύξουν βασικές διαδικαστικές/ 
υπολογιστικές ικανότητες οι νέες τεχνολογίες μπορούν να τους βοηθήσουν να 
επεκτείνουν τις ικανότητές τους  να διερευνούν και να αναλύουν μαθηματικές 
έννοιες, να εξερευνούν μαθηματικά μοτίβα, να κατανοούν γεωμετρικές σχέσεις, κλπ 
κερδίζοντας έτσι χρόνο και καλλιεργώντας τη διαίσθησή τους.  
 
Το πρόγραμμα σπουδών πρέπει να τους παρέχει την ευκαιρία να επιλέγουν και να 
χρησιμοποιούν τα εργαλεία της τεχνολογίας, και να εφαρμόζουν μια κριτική στάση 
απέναντι σε αυτά. 
Η χρήση του ίντερνετ και η επακόλουθη ανάγκη για ανάλυση δεδομένων που 
περιλαμβάνεται σε πολλά Προγράμματα Σπουδών, διευκολύνθηκαν από τα νέα 
υπολογιστικά εργαλεία που διαθέτουν οι Η/Υ, ωστόσο συνεχίζουν να εστιάζονται με 
τον ίδιο τρόπο- στη συγκεντρωμένη πληροφορία αντί να προωθούν τη 
συστηματοποίηση των ιδεών ή  την εμβάθυνση των συλλογιστικών μεθόδων 
(Goldenberg, ). Με αυτόν τον τρόπο οι Η/Υ και ειδικότερα οι τρόποι εφαρμογής τους 
σήμερα στα ΠΣ οδηγούν στην εδραίωση της οπτικής των Μαθηματικών ως άθροισμα 
ανεξάρτητων και μεμονωμένων γεγονότων.  Ένας τρόπος ανατροπής αυτής της 
οπτικής, είναι η οργάνωση και χρήση των Η/Υ ούτως ώστε να διευκολύνουν την 
κατανόηση του τρόπου ανάπτυξης και σχηματοποίησης των μαθηματικών εννοιών. 
Η σύγχρονη κοινωνία, που στηρίζεται στη γνώση και την τεχνολογία, απαιτεί άτομα 
που είναι ικανά να αναλύουν με κριτικό τρόπο σύνθετα ζητήματα, να προσαρμόζονται 
με βέλτιστο τρόπο σε νέες καταστάσεις, να επιλύουν διαφόρων τύπων προβλήματα 
και να επικοινωνούν τη σκέψη τους με τρόπο σαφή και αποτελεσματικό. Η μελέτη των 
Μαθηματικών μπορεί να συνεισφέρει ουσιαστικά εφοδιάζοντας τους μαθητές με 
εκείνες τις γνώσεις, ικανότητες και δεξιότητες που τους είναι απαραίτητες 
προκειμένου να συμμετέχουν στα κοινωνικά δρώμενα με τρόπο συνειδητό, υπεύθυνο 
και δημιουργικό.  
 
 
6. Διαδικασίες Αναπαράστασης (Α) 

 
Στις πρώτες βαθμίδες της εκπαίδευσης οι μαθητές αναπαριστούν μαθηματικές ιδέες 
και σχέσεις και μοντελοποιούν καταστάσεις χρησιμοποιώντας συγκεκριμένα υλικά, 
εικόνες, διαγράμματα (πχ αριθμογραμμή), γραφήματα, πίνακες, σύμβολα. Η χρήση 
αναπαραστάσεων τους βοηθά να κατανοήσουν τις μαθηματικές έννοιες και σχέσεις, 
να επικοινωνήσουν τη σκέψη τους, να εκφράσουν επιχειρήματα, και να ερμηνεύσουν 
πραγματικές καταστάσεις. Είναι σημαντικό να αποκτήσουν σταδιακά την ικανότητα 
του περάσματος από μια μορφή αναπαράστασης σε μια άλλη, να αναγνωρίζουν τον 
τρόπο σύνδεσης διαφορετικών αναπαραστάσεων, και να χρησιμοποιούν 
αναπαραστάσεις για την επίλυση προβλημάτων.  

 
 

7. Διαδικασίες Επικοινωνίας (Ε) 
 

Οι μαθητές επικοινωνούν με διάφορους τρόπους (προφορικά, εικονικά, γραπτά), για 
διάφορους λόγους και για διαφορετικά ακροατήρια (συμμαθητές, δάσκαλοι, γονείς). 
Μέσω της επικοινωνίας οι μαθητές μπορούν όχι μόνο να εκφρασθούν, αλλά και να 
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αναστοχασθούν πάνω στον τρόπο σκέψης τους και τον τρόπο σκέψης των 
συνομιλητών τους. Η από κοινού δημιουργία νοήματος, επιτρέπει τη συνεργασία και 
την σε βάθος κατανόηση εννοιών και διαδικασιών.  Μπορούν επίσης να 
διασαφηνίσουν τις ιδέες τους , και να αναλύσουν τα επιχειρήματά τους.  
Το Πρόγραμμα Σπουδών πρέπει να προσφέρει ευκαιρίες για επικοινωνία, 
προβλέποντας, για παράδειγμα δράσεις όπου οι μαθητές πρέπει να καταθέσουν 
προφορικά ή γραπτά τον τρόπο σκέψης τους. Οι δάσκαλοι, επίσης, μέσα στην τάξη 
μπορούν να παροτρύνουν την επικοινωνία μέσα από κατάλληλα επιλεγμένες 
ερωτήσεις (πχ  “πως το ξέρεις;”, “Γιατί;” “Ισχύει πάντα;”  κλπ). Ιδιαίτερη έμφαση 
πρέπει να δοθεί στη σωστή χρήση της μαθηματικής γλώσσας και στη σταδιακή 
απομάκρυνση από υποκειμενικές, άτυπες εκφράσεις για την περιγραφή μαθηματικών 
εννοιών, σχέσεων και διαδικασιών. Άλλωστε, η γλώσσα αποτελεί σημαντικό μέρος της 
γνώσης των μαθηματικών και οι μαθητές πρέπει να χρησιμοποιούν όχι μόνο έτοιμους 
ορισμούς αλλά πρέπει να μάθουν να βελτιώνουν τους παλαιότερους και να 
προεκτείνουν τους υπάρχοντες με τρόπο που να εξυπηρετούν και τις νέες περιπτώσεις 
(de Villiers, 1994).  
 
 
8. Διαδικασίες Αξιολόγησης και Αυτοαξιολόγησης (Αξ). 
 
Ένα πρόγραμμα σπουδών πρέπει να ορίζει με ακρίβεια τον τρόπο και το περιεχόμενο 
της αξιολόγησης, και να διασφαλίζει τη συνέπεια μεταξύ διδασκαλίας και 
αξιολόγησης. Ένας από τους λόγους που οι μαθητές δεν κατανοούν τα Μαθηματικά 
είναι και το ότι πολύ συχνά η διδασκαλία εστιάζει στις υψηλές επιδόσεις κατά την 
αξιολόγηση (‘Teaching to the test’). Αυτή η τακτική μπορεί, πράγματι, να επιφέρει 
υψηλή βαθμολογία σε τυποποιημένα ερωτήματα, σε βάρος όμως της κατανόησης και 
της ικανότητας “μεταφοράς” της γνώσης (transfer of knowledge) σε μη οικείες 
καταστάσεις. Η απόκτηση ουσιαστικής και ευέλικτης γνώσης προυποθέτει εστίαση 
σε “μεγάλες ιδέες” και “πλούσιες έννοιες” (: ως προς τη θέση τους στη δομή των 
Μαθηματικών). 
 
 
Να σημειωθεί ότι η διαδικασία απόκτησης μαθηματικής γνώσης είναι μια 
μακρόχρονη διαδικασία που εξελίσσεται σταδιακά προς ένα επιθυμητό επίπεδο 
αφαίρεσης. 
Η απόκτηση ουσιαστικής μαθηματικής γνώσης γίνεται μέσω μιας σταδιακής 
“συμπύκνωσης” (‘compression of knowledge’) (Thurston 1990):  απο τη δράση (σε 
πραγματικά ή νοερά αντικείμενα), στον αναστοχασμό σε σχέση με τη δράση και στην 
αφαίρεση ως προιόν του αναστοχασμού.  
Για παράδειγμα, πριν τη “συμπυκνωμένη” απόκτηση της έννοιας της πρόσθεσης, 
εκτίμησης του αποτελέσματος συνιστούν αντικείμενα αναστοχασμού. Σε επόμενη 
φάση, το πέρασμα απο τους ακέραιους αριθμούς στα κλάσματα, θα απαιτήσει 
αναθεώρηση της έννοιας του αριθμού και αρχή ενός νέου κύκλου αφαίρεσης που θα 
καταλήξει στην κατανόηση της πρόσθεσης κλασμάτων.  
 
Η μάθηση των Μαθηματικών είναι μια διαρκής σπειροειδής διαδικασία αφαίρεσης. 
Αυτή η διαδικασία σηματοδοτείται συχνά από γνωστικές συγκρούσεις. Δηλαδή 
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μαθαίνουμε, αναθεωρώντας όσα ξέρουμε ήδη.  Πράγματα που εθεωρούντο δεδομένα 
σε κάποια φάση, τίθενται υπό αμφισβήτηση και γίνονται αντικείμενο συζήτησης και 
αναστοχασμού σε επόμενη φάση. Αυτή είναι και η ουσία ενός σπειροειδούς 
Προγράμματος Σπουδών: κατά την παρουσίαση μιας μαθηματικής ιδέας (έννοιας ή 
διαδικασίας), διερευνούμε σε διάφορες φάσεις την ίδια ιδέα, αλλά σε διαφορετικό 
κάθε φορά επίπεδο.  
Εάν στο Πρόγραμμα Σπουδών δεν δοθεί η δέουσα σημασία στα σημεία των ρήξεων 
(πχ το πέρασμα από τους ακεραίους στα κλάσματα) οι μαθητές οδηγούνται σε 
παρανοήσεις και λάθη (πχ πρόσθεση κλασμάτων, με πρόσθεση αριθμητών και 
παρονομαστών, ή ερμηνεία του συμβόλου της ισότητας ως ένδειξη μιας διαδικασίας 
που πρέπει να ακολουθηθεί, ή εσφαλμένη αντίληψη της μεταβλητής στην Άλγεβρα). 
Nα δίνει έμφαση στα σημεία που σηματοδοτούν την “αλλαγή επιπέδου” (‘raise of 
level of abstraction’) και να προκαλεί μέσα από κατάλληλες δραστηριότητες τη 
δημιουργία ρήξεων. Η εννοιολογική αλλαγή περιλαμβάνει όχι μόνο αλλαγες στις 
τρέχουσες πεποιθήσεις των υποκειμένων αλλά και την ανάπτυξη μιας μεταγνωστικής 
επίγνωσης (metaconceptual awareness) και την παράλληλη κατασκευή 
επεξηγηματικών πλαισίων με μεγαλύτερη συνεκτική και επεξηγηματική ισχύ (diSessa, 
1993; Vosniadou 2001). Ως εκ τούτου η μεταγνωστική συνιστώσα της επίγνωσης που -
πρέπει να-αποκτάται σε κάθε επίπεδο της διδασκαλίας του ΠΣ είναι σημαντικότατη 
παράμετρος σε κάθε επίπεδο σχεδιασμού και υλοποίησης ενός Π.Σ. 
Επιπλέον, πρέπει να ληφθεί σοβαρά υπόψη ότι όλοι οι μαθητές δεν μαθαίνουν με τον 
ίδιο τρόπο. Επομένως, πρέπει να τους δίνεται η ευκαιρία να αναδείξουν τις ιδιαίτερες 
ικανότητες και δεξιότητές τους. Αυτό θα επιτευχθεί αν διασφαλισθούν οι 
προϋποθέσεις για μια διαφοροποιημένη διδασκαλία και περιληφθούν στο 
Πρόγραμμα δραστηριότητες που επιτρέπουν μια πολλαπλή πρόσβαση σε σχέση με 
την ιδιαίτερου τύπου νοημοσύνη και το ιδιαίτερο μαθησιακό στυλ του κάθε μαθητή.  
 
 
 

Ποιές είναι οι Προυποθέσεις για την εφαρμογή μιας καινοτόμου 
μεταρρύθμισης στα Μαθηματικά; 
 
Οποιαδήποτε αλλαγή στα προγράμματα σπουδών, προκειμένου να εφαρμοσθεί στην 
πράξη απαιτούνται τουλάχιστον τέσσερεις παράλληλες δράσεις: 
(α) Σχεδιασμός και εφαρμογή “σχεδίων ουσιαστικής μάθησης” - “διδακτικές/ 
μαθησιακές διαδρομές” (sets of substantial learning –learning trajectories)1.  
(β) Συνεχής εκπαίδευση των δασκάλων όλων των βαθμίδων στα μαθηματικά και τη 
διδακτική τους.  
(γ) Εμπειρικές μελέτες σχετικές με τον τρόπο σκέψης και επικοινωνίας των μαθητών 
στην τάξη. Επιτυχημένα προγράμματα σπουδών, διεθνώς, αφιερώνουν μεγάλα 
χρονικά διαστήματα σε εμπειρικές μελέτες με στόχο τη διερεύνηση της 
εφαρμοσιμότητας των θεωρητικών μοντέλων. 
(δ) Αλλαγή κουλτούρας των δασκάλων σε ότι αφορά τον τρόπο που μαθαίνουν. Το 
πέρασμα απο το δάσκαλο που εφαρμόζει στο δάσκαλο που σχεδιάζει, μπορεί να 

                                                        
1 substantial learning environments (Wittmann 2000) or hypothetical learning trajectories (Simon 
1995) 
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πραγματοποιηθεί με τον καλύτερο τρόπο μέσα απο τη συγκρότηση Κοινοτήτων 
Πρακτικής (χαρακτηριστικό παράδειγμα η “Μελέτη Μαθήματος” στην Ιαπωνία). 
Κάποια απο τα οφέλη που μπορούν να αποκομίσουν οι δάσκαλοι μέσα απο τη 
συμμετοχή τους σε  Κοινότητες Πρακτικής είναι: να “μάθουν πως να μαθαίνουν”, να 
αναστοχάζονται πάνω στις δράσεις τους, να επικοινωνούν, να αποκτήσουν 
ενσυναίσθηση, κλπ. 

ΔΟΜΗ  ΤΟΥ ΠΣ 
 
 

 
Curricular spider web (van den Akker, 2003). 

 
Το Πρόγραμμα Σπουδών αρθρώνεται γύρω απο σημαντικές μαθηματικές ιδέες και 
μέσω των « διδακτικών/ μαθησιακών διαδρομών»   “παρακολουθεί” την εξέλιξη 
αυτών των ιδεών σε όλα τα επίπεδα της υποχρεωτικής εκπαίδευσης. 
 
Οι «μεγάλες» μαθηματικές ιδέες αποτελούν το στόχο μιας «μαθησιακής διαδρομής». 
 
Στην ουσία διακρίνουμε 3 “επίπεδα” σχεδιασμού του προγράμματος σπουδών: 
 

 ΜΑΚΡΟ-ΣΧΕΔΙΑΣΜΟ 
Διδακτική/ Μαθησιακή διαδρομή  
Πχ   Μοτίβα και Άλγεβρα στην Υποχρεωτική Εκπαίδευση 
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 ΜΕΣΟ-ΣΧΕΔΙΑΣΜΟ 
Επιμέρους φάσεις της Διδακτικής/ Μαθησιακής διαδρομής 
Πχ. Άλγεβρα στην Α Γυμνασίου  
 
 

 
 
 

 ΜΙΚΡΟ-ΣΧΕΔΙΑΣΜΟ 
Μαθησιακές Δραστηριότητες μέσω των οποίων υλοποιούνται οι στόχοι της 
Μαθησιακής διαδρομής 
 
 
 
Η πορεία που περιγράφεται στη ΜαθησιακήΔιαδρομή, δεν είναι ούτε απόλυτη, ούτε 
γραμμική.   
Το ζητούμενο είναι να αναδειχθούν οι συνδέσεις σε κάθε επίπεδο εκπαίδευσης, που 
θα βοηθήσουν τους μαθητές να κατανοήσουν σε βάθος έννοιες και δομές (να 
διαμορφώσουν νοητικά σχήματα). 
 
Το παρακάτω σχήμα είναι ενδεικτικό του είδους και του αριθμού των συνδέσεων σε 
κάθε επίπεδο. 
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Μια Υποθετική Μαθησιακή Διαδρομή (Hypothetical learning trajectory (HLT) 
περιλαμβάνει: 
α) Ένα μαθηματικό στόχο, που συνήθως είναι μια σημαντική μαθηματική ιδέα  
β) Μια αναπτυξιακή πορεία (The Paths of Learning) κατά μήκος της οποίας τα παιδιά 
κινούνται για να επιτύχουν το στόχο   
γ) Ένα σύνολο εκπαιδευτικών δραστηριοτήτων (The Paths of Teaching) (:μικρο-
σχεδιασμός), που επιτρέπουν το πέρασμα σε πιό υψηλά επίπεδα σκέψης. 
Μια διδακτική-μαθησιακή διαδρομή (Teaching-Learning Trajectory), απαντάει στο 
ερώτημα του «πως κατασκευάζονται οι ικανότητες και δεξιότητες και πως η επιλογή 
του περιεχομένου επηρεάζει αυτή τη διαδικασία». 
 
Η αναπτυξιακή πορεί σε μια μαθησιακή διαδρομή, δεν είναι μονοσήμαντα ορισμένη. 
Εξαρτάται άμεσα απο το επίπεδο των μαθητών, το βαθμό διαφοροποίησης της τάξης, 
τη διαθέσιμη υλικοτεχνική υποδομή κλπ 
 

 
Οι πλούσιες διερευνητικές δραστηριότητες αποτελούν το βασικό συστατικό των 
μαθησιακών διαδρομών και γενικά της διδασκαλίας.  
 
Τα “πλούσια” μαθηματικά προβλήματα αποτελούν τον βασικό πυλώνα της 
διδασκαλίας των μαθηματικών.  
 
Υπάρχουν διάφοροι τύποι τέτοιων προβλημάτων:  

 Δραστηριότητες μοντελοποίησης (Verschaffel & de Corte, 1997; Gravemeijer et 
al., 2000)  

 Ανοικτά και ανοικτόκλειστα προβλήματα (Cifarelli & Cai, 2005),  

 Δραστηριότητες ανάδειξης μοντέλου (model-eliciting tasks) (Κολέζα, 2009; 
Lesh& al, 2008); 

 Ουσιαστικά μαθησιακά περιβάλλοντα (substantial learning environments) 
(Wittmann, 1995, 2002);  

 Πεδία διερεύνησης (landscapes of investigations) (Skovsmose, 2001) 

 Σπειροειδείς δραστηριότητες (spiral tasks) (Fried & Amit, 2005)  
κλπ 


