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ΠΕΡΙΦ/ΚΗ Δ/ΝΣΗ Α/ΘΜΙΑΣ & Β/ΘΜΙΑΣ 

ΕΚΠ/ΣΗΣ ΘΕΣΣΑΛΙΑΣ 
ΔΙΕΥΘΥΝΣΗ Β/ΘΜΙΑΣ ΕΚΠ/ΣΗΣ ΜΑΓΝΗΣΙΑΣ  

 
1ο ΓΕΝΙΚΟ ΛΥΚΕΙΟ ΒΟΛΟΥ   

 

 

MEΘΟΔΟΛΟΓΙΑ  

 

ΣΤΑ  

 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

 

 ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

 

3
ο
 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 

 
Μ1: Για να βρούμε την εξίσωση του κύκλου (C), πρέπει να προσδιορίσουμε: 

α) το κέντρο του Κ(α,β) και την ακτίνα του R ή 

β) τις σταθερές Α,Β,Γ στη γενική εξίσωση χ²+ψ²+Αχ+Βψ+Γ=0. 

    Δηλαδή και στις δύο περιπτώσεις τους τρεις αγνώστους α, β, R  ή τους Α,Β,Γ . 

Παράδειγμα 

Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου ο οποίος 

α) έχει κέντρο το σημείο Κ(2,-1) και διέρχεται από το Α(-2,3) 

β)έχει διάμετρο το τμήμα με άκρα τα σημεία Α(1,2) και Β(-1, 4) 

γ) έχει κέντρο το σημείο Κ(2,3) και εφάπτεται της ευθείας ε: 2x-y+1=0 

Επίλυση 

 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου ο οποίος 

α) έχει κέντρο το σημείο Κ(3,-2) και διέρχεται από το Α(2,5) 

β)έχει διάμετρο το τμήμα με άκρα τα σημεία Α(1,2) και Β(1, 4) 

γ) έχει κέντρο το σημείο Κ(1,-3) και εφάπτεται της ευθείας ε: x+3y+5=0 

Μ2: Για να δείξουμε ότι η εξίσωση x
2
+y

2
+Ax+By+Γ=0 είναι εξίσωση κύκλου 

α) Συμπληρώνουμε και στα δύο μέλη τα τετράγωνα 

2

2

A

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
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B








 

β) Κάνουμε πράξεις και προκύπτει η μορφή 

2

2

A
x 








 +

2

2

B
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
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γ) Εξετάζουμε την ποσότητα 
4

Γ4BA 22 
=Π. 

1. Αν Π >0 τότε είναι εξίσωση κύκλου κέντρου Κ 









2

B
,

2

A
και ακτίνας   

     ρ=
2

Γ4BA 22 
 

2. Αν Π=0 τότε η εξίσωση παριστάνει το σημείο Κ 









2

B
,

2

A
 

     (Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι ο κύκλος εκφυλίζεται σε σημείο) 

3. Αν Π<0 τότε η εξίσωση είναι αδύνατη 
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Παράδειγμα 

Να εξετάσετε ποιες από τις παρακάτω εξισώσεις παριστάνουν κύκλο και να βρείτε το 

κέντρο και την ακτίνα του.  

α) (x-1)
2
+y

2
-4y=0 

β) x
2
+y

2
+4x=0 

γ) 2x
2
+2y

2
-6x-10y-1=0 

Επίλυση 

 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

Να εξετάσετε ποιες από τις παρακάτω εξισώσεις παριστάνουν κύκλο και να βρείτε το 

κέντρο και την ακτίνα του.  

α) (x+2)
2
+y

2
-6y=0 

β) x
2
+y

2
+4x+6y=0 

γ) 3x
2
+3y

2
-6x-12y-21=0 

Μ3: Για να βρούμε την εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο Κ(x0,y0) και περνάει από 

το σημείο Α(x1,y1) 

α) Βρίσκουμε την απόσταση (ΚΑ) από τον τύπο (ΑΒ)= 2

12

2

12 )yy()xx(   

β) Αντικαθιστούμε στον τύπο C:(x-x0)
2
+(y-y0)

2
=ρ

2
 τις τιμές x0,y0 και όπου ρ=(ΚΑ) 

Παράδειγμα 

Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο το Κ(-1,2) και περνάει από το 

σημείο Α(1,1). 

Επίλυση 
 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο το Κ(0,4) και περνάει από το 

σημείο Α(2,2). 

Μ4: Για να βρούμε την εξίσωση του κύκλου που έχει διάμετρο ΑΒ με άκρα Α(x1,y1),   

       Β(x2,y2) 

α) Βρίσκουμε τις συντεταγμένες του μέσου Μ του ΑΒ που είναι   

     Μ 






 

2

yy
,

2

xx 2121  

β) Βρίσκουμε την απόσταση ρ=(ΑΜ) 

γ) Παίρνουμε τον τύπο C:(x-x0)
2
+(y-y0)

2
=ρ

2
 και αντικαθιστούμε όπου x,x0 τις τιμές  

    
2

yy
,

2

xx 2121 
και ρ=(ΑΜ) 

Παράδειγμα 

Να βρείτε την εξίσωση κύκλου που έχει διάμετρο το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ με άκρα 

τα σημεία Α(-2, 1) και Β(2,-1). 

 

Επίλυση 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

Να βρείτε την εξίσωση κύκλου που έχει διάμετρο το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ με άκρα 

τα σημεία Α(3, 3) και Β(-3,-3). 

Μ5:Για να δείξουμε ότι είναι ένα σημείο Κ(x0,y0) ανήκει σε ευθεία ε: Αx+By+Γ=0 

αρκεί να δείξουμε ότι επαληθεύεται η ε για τις συντεταγμένες του Κ δηλαδή ισχύει η 

σχέση Αx0+By0+Γ=0 
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Παράδειγμα 

Να προσδιορίσετε την τιμή του κ, ώστε το κέντρο του κύκλου x
2
+y

2
-x+2y-2=0 να 

βρίσκεται στην ευθεία (3κ+1)x-5κy+8=0 

Επίλυση 
 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

Να προσδιορίσετε την τιμή του κ, ώστε το κέντρο του κύκλου x
2
+y

2
-4x+6y-2=0 να 

βρίσκεται στην ευθεία (3κ-4)x+2κy+7=0 

Μ6: Για να εξετάσουμε τη θέση ευθείας ε: y=λx+β και κύκλου C:(x-x0)
2
+(y-y0)

2
=ρ

2
 

1
ος

 τρόπος 

α) Επιλύουμε το σύστημα των εξισώσεων ε και C και καταλήγουμε σε μια    

    δευτεροβάθμια εξίσωση 

β) Βρίσκουμε την διακρίνουσα Δ  οπότε  

    1.Αν Δ>0 τότε η ευθεία τέμνει τον κύκλο σε δύο σημεία 

    2. Αν Δ=0 τότε η ευθεία εφάπτεται του κύκλου 

    3. Αν Δ<0 τότε η ευθεία και ο κύκλος δεν έχουν κοινά σημεία. 

 

Παράδειγμα 

Να εξετάσετε τη θέση της ευθείας με εξίσωση 2x-y=7 ως προς τον κύκλο C:x
2
+y

2
=7 

Επίλυση 

 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

Να εξετάσετε τη θέση της ευθείας με εξίσωση x + y =2 ως προς τον κύκλο 

C:x
2
+y

2
=9. 

2
ος

 τρόπος 

α) Βρίσκουμε την απόσταση d του κέντρου Κ του κύκλου από την ευθεία 

β) Βρίσκουμε την ακτίνα ρ του κύκλου οπότε 

    1. Αν d<ρ η ευθεία και ο κύκλος έχουν δύο κοινά σημεία  

    2. Αν d=ρ η ευθεία και ο κύκλος εφάπτονται 

    3.Αν d>ρ τότε η ευθεία και ο κύκλος δεν έχουν κοινά σημεία. 

Παράδειγμα 

Να εξετάσετε τη θέση της ευθείας με εξίσωση 2x-y=7 ως προς τον κύκλο C:x
2
+y

2
=25 

Επίλυση 

 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

Να εξετάσετε τη θέση της ευθείας με εξίσωση 3x+4y=12 ως προς τον κύκλο 

C:x
2
+y

2
=49 

Μ7: Για να βρούμε την εξίσωση του κύκλου που διέρχεται από τρία μη συνευθειακά   

      σημεία Κ(x1,y1), Λ(x2,y2), Μ(x3,y3) 

1
ος 

τρόπος 

  α) Υποθέτουμε ότι η ζητούμενη εξίσωση είναι η C:x
2
+y

2
+ Αx+By+Γ=0 

  β) Αντικαθιστούμε όπου (x,y) τα ζεύγη (x1,y1), (x2,y2), (x3,y3) 

  γ) Επιλύουμε ως προς τα Α,Β,Γ. 

  δ) Αντικαθιστούμε τα Α,Β,Γ στην C 

2
ος

 τρόπος 

 α) Υποθέτουμε ότι C:(x-x0)
2
+(y-y0)

2
=ρ

2
 

 β) Αφού Κ C,     Λ  C,    Μ C  προκύπτει σύστημα 3 εξισώσεων με 3  

     αγνώστους   x0,y0, ρ 

 γ) Επιλύουμε το σύστημα 
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 δ) Αντικαθιστούμε στην C 

Παράδειγμα 

Να βρείτε την εξίσωση του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου με κορυφές τα 

σημεία: Δ(3,0), Ε(1,1) και Ζ(-2,-4) 

Επίλυση 
 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

Να βρείτε την εξίσωση του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου με κορυφές τα 

σημεία: Δ(1,3), Ε(1,1) και Ζ(4,4). 

Μ8:Για να βρούμε τη θέση δύο κύκλων εξισώσεων C1 και  C2 

1
ος

 τρόπος 

α) Επιλύουμε το σύστημα C1 ,C2 

β) Το σύστημα έχει  

1. Δύο λύσεις οπότε οι C1 ,C2 τέμνονται  

2. Μία λύση οπότε οι C1 ,C2 εφάπτονται 

3. Καμία λύση οπότε οι C1 ,C2 δεν έχουν κοινά σημεία 

2
ος

 τρόπος 

α) Βρίσκουμε τις συντεταγμένες των κέντρων των Κ1,Κ2 

β) Βρίσκουμε τις ακτίνες των Ρ1,Ρ2 

γ) Βρίσκουμε την διάκεντρο Κ1Κ2 

δ) Συμπεραίνουμε ότι  

 Αν Κ1Κ2= Ρ1+Ρ2, τότε οι κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά 

 Αν Κ1Κ2= |Ρ1-Ρ2|, τότε οι κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά 

 Αν Κ1Κ2< Ρ1+Ρ2 και Κ1Κ2> |Ρ1-Ρ2|,τότε οι κύκλοι τέμνονται 

 Αν Κ1Κ2> Ρ1+Ρ2, τότε οι κύκλοι δεν έχουν κοινά σημεία 

 Αν Κ1Κ2> |Ρ1-Ρ2|, τότε ο ένας είναι εσωτερικός του άλλου 

Παράδειγμα  

Να εξετάσετε τη θέση των κύκλων με εξισώσεις x
2
+y

2
=4 και x

2
+(y-6)

2
=25 

Επίλυση 

 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

Να εξετάσετε τη θέση των κύκλων με εξισώσεις x
2
+y

2
=10 και x

2
+(y+3)

2
=18 

M9:Για να βρούμε τη θέση ενός σημείου  Μ ως προς κύκλο C  

α) Βρίσκουμε την απόσταση d=ΚΜ 

β) Εξετάζουμε τις περιπτώσεις 

 Αν d<ΚΜ το σημείο είναι εσωτερικό του κύκλου 

 Αν d=ΚΜ το σημείο είναι πάνω στον κύκλο 

 Αν d>ΚΜ το σημείο είναι εξωτερικό του κύκλου 

Παράδειγμα  

Δίνεται ο κύκλος C: (x+1)
2
+(y-3)

2
=4 και το σημείο Α(10,3). Να αποδείξετε ότι το Α 

είναι εξωτερικό σημείο του κύκλου. 

Επίλυση 
 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

Δίνεται ο κύκλος C: (x-3)
2
+(y-4)

2
=25 και το σημείο Α(-1,-3). Να αποδείξετε ότι το Α 

είναι εξωτερικό σημείο του κύκλου. 

Μ10: Για τον υπολογισμό της εξίσωσης του κύκλου πρέπει να έχουμε υπ’ όψη μας τα 

παρακάτω: 
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 α) Αν Κ(α,β) είναι το κέντρο του κύκλου, τότε αν ο κύκλος διέρχεται από γνωστό 

σημείο Α, πρέπει d(Κ,Α)=R ενώ αν ο κύκλος εφάπτεται σε γνωστή ευθεία (ε), πρέπει 

d(Κ,ε)=R. 

β) Αν ο κύκλος εφάπτεται σε γνωστή ευθεία (ε) στο δοσμένο σημείο Α, πρέπει ΚΑ 

κάθετη στην (ε)     ΚΑ // κ με κ το κάθετο διάνυσμα στην (ε). 

γ) Αν ο κύκλος εφάπτεται σε δύο ευθείες (ε1),(ε2) ,πρέπει d(Κ,ε1) = d(Κ,ε2). 

δ) Αν ο κύκλος διέρχεται από τρία γνωστά σημεία Α, Β, Γ , τότε το κέντρο του 

κύκλου Κ(α,β) προσδιορίζεται: 

i) Από το σύστημα  d(Κ,Α)=d(Κ,Β)=d(Κ,Γ) ή 

ii) Από την τομή των μεσοκάθετων των ΑΒ και ΑΓ  ή 

 iii) Να υποθέσουμε ότι ο κύκλος επαληθεύεται από τις συντεταγμένες των σημείων, 

οπότε θα έχουμε να λύσουμε ένα σύστημα 3x3 . 

Παράδειγμα 

Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις:  

α) Όταν έχει κέντρο Κ(0,1) και διέρχεται από το σημείο Α( 3 ,0) 

β)΄Όταν έχει διάμετρο το τμήμα με άκρα Α(-1,2) και Β(7,8) 

γ) Όταν έχει ακτίνα ρ=5 και τέμνει τον άξονα x΄x στα σημεία Α(1,0) και Β(7,0)  

δ) Όταν διέρχεται από τα σημεία Α(4,0) και Β(8,0) και έχει το κέντρο του στην ευθεία 

y=x 

ε) Όταν τέμνει τον άξονα x΄x στα σημεία Α(4,0) και Β(8,0) και τον άξονα y΄y στα 

σημεία Γ(0,-2) και Δ(0,μ) 

στ) Όταν εφάπτεται του άξονα x΄x στο σημείο Α(3,0) και διέρχεται από το σημείο 

Β(1,2) 

ζ) Όταν διέρχεται από την αρχή των αξόνων και εφάπτεται της ευθείας 3x+4y=12 στο 

σημείο Α(0,3) 

Επίλυση 

 

Εφαρμογή για τον μαθητή
 

Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις:  

α) Όταν έχει κέντρο Κ(2,3) και διέρχεται από το σημείο Α(4,1) 

β)΄Όταν έχει διάμετρο το τμήμα με άκρα Α(1,-2) και Β(7,4) 

γ) Όταν έχει ακτίνα ρ=4 και τέμνει τον άξονα x΄x στα σημεία Α(-1,0) και Β(-7,0)  

δ) Όταν διέρχεται από τα σημεία Α(0,4) και Β(0,8) και έχει το κέντρο του στην ευθεία   

     y=x 

ε) Όταν τέμνει τον άξονα x΄x στα σημεία Α(5,0) και Β(7,0) και τον άξονα y΄y στα  

    σημεία Γ(0,2) και Δ(0,κ) 

στ) Όταν εφάπτεται του άξονα x΄x στο σημείο Α(5,0) και διέρχεται από το σημείο   

     Β(1,-2) 

ζ) Όταν διέρχεται από την αρχή των αξόνων και εφάπτεται της ευθείας x+5y=10 στο   

    σημείο Α(0,2) 

Μ11: Για να βρούμε την εξίσωση της εφαπτομένης κύκλου C η οποία είναι   

        παράλληλη σε γνωστή ευθεία ε1 

α) Υποθέτουμε ότι η ζητούμενη εξίσωση έχει τη μορφή ε:y=λx+β 

β) Βρίσκουμε τον συντελεστή λε1 της γνωστής ευθείας οπότε λ=λε 

γ) Επιλύνοντας το σύστημα C, ε προκύπτει δευτεροβάθμια εξίσωση 

δ) Παίρνοντας την ισότητα Δ=0 βρίσκουμε το β. 

ε) Συμπεραίνουμε για την ε 

Στην ειδική περίπτωση που η ε1 είναι της μορφής x=α 

α) Υποθέτουμε ότι η ε είναι x=β 
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β) Θέτουμε στη C όπου x το β  

γ) Μηδενίζοντας την Δ βρίσκουμε το β 

δ) Συμπεραίνουμε για την ε  

Παράδειγμα 

Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου x
2
+ y

2
=5 όταν είναι παράλληλη 

στην ευθεία y=2x+3 

Επίλυση 
 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου x
2
+ y

2
=9 όταν είναι παράλληλη 

στην ευθεία y=3x+5 

Μ12: Για να βρούμε την εξίσωση της εφαπτομένης κύκλου C η οποία είναι κάθετη σε 

γνωστή ευθεία ε1 

α) Υποθέτουμε ότι η ζητούμενη εξίσωση έχει τη μορφή ε:y=λx+β 

β) Βρίσκουμε τον συντελεστή λε1 της γνωστής ευθείας οπότε λε. λε1=-1  λε=-

1ελ

1
 

γ) Η ζητούμενη ευθεία μετασχηματίζεται στη μορφή y=-

1ελ

1
x+β. 

Παράδειγμα 

Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου x
2
+ y

2
=5 όταν είναι κάθετη 

στην ευθεία y= x
2

1
 

Επίλυση 
 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου x
2
+ y

2
=16 όταν είναι κάθετη 

στην ευθεία y= 5χ +7 

Μ13: Για να βρούμε την εξίσωση της ευθείας ε σε ένα σημείο Α(x1, y1) του κύκλου  

1
ος

 τρόπος 

α) Βρίσκουμε το κέντρο Κ(x0, y0) του κύκλου 

β) Βρίσκουμε το συντελεστή της ακτίνας ΚΑ δηλαδή λ=
01

01

xx

yy




   

γ) Βρίσκουμε το συντελεστή της ε από τη σχέση  λ . λε=-1   λε=-
λ

1
 

δ) Αντικαθιστούμε στον τύπο y- y1= λε(x-x1) τις τιμές x1, y1 και λε  

Ειδική περίπτωση: Αν x0= x1 τότε η ζητούμενη ευθεία έχει εξίσωση y= y1 γιατί είναι   

                                παράλληλη στον άξονα x΄x. 

2
ος

 τρόπος 

Παίρνουμε τον τύπο (x1- x0)( x- x0) +(y1- y0)(y- y0)=ρ
2
 και αντικαθιστούμε. 

Παράδειγμα 

Δίνεται ο κύκλος C:x
2
+y

2
+2x-4y+λ-1=0 (λIR) και το σημείο Α(-2,3). 

α) Να βρεθεί ο λ ώστε ο C να διέρχεται από το Α. 

β) Για την παραπάνω τιμή του λ, να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης του C στο Α. 

Επίλυση 
 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

Δίνεται ο κύκλος C:x
2
+y

2
+6x-10y+λ=0 (λIR) και το σημείο Α(2,1). 
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α) Να βρεθεί ο λ ώστε ο C να διέρχεται από το Α. 

β) Για την παραπάνω τιμή του λ, να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης του C στο Α. 

Μ14: Για να βρούμε την εξίσωση ευθείας που εφάπτεται σε κύκλο C και διέρχεται  

        από το σημείο Α(x1, y1) εκτός κύκλου 

α) Υποθέτουμε ότι έχει τη μορφή ε:y=λx+β (1) ή  x=x1 (κατακόρυφη) 

β) Επειδή Αε   y1=λx1+β οπότε η (1) γράφεται y- y1=λ(x- x1) 

γ) Επιλύουμε το σύστημα C, ε και καταλήγουμε σε δευτεροβάθμια εξίσωση 

δ) Παίρνουμε Δ=0 και υπολογίζουμε το λ. 

ε) Εξετάζουμε αν η ευθεία x=x1 εφάπτεται του κύκλου 

στ) Συμπεραίνουμε για τις εφαπτόμενες 

Παράδειγμα 

Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου x
2
+ y

2
=5 όταν διέρχεται από το 

σημείο Α(5,0). 

Επίλυση 
 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου x
2
+ y

2
=9 όταν διέρχεται από το 

σημείο Α(-6,0). 

Μ15: 1
ος

 τρόπος 

     Για να βρούμε τις κοινές εφαπτόμενες σε δύο κύκλους C1,C2 

α) Υποθέτουμε ότι η ζητούμενη ευθεία έχει εξίσωση ε:y=λx+β 

β) Τα συστήματα (ε1):C1,ε,  (ε2):C2,ε δίνουν δευτεροβάθμιες εξισώσεις 

γ) Από το σύστημα Δ1=0  και Δ2=0, όπου Δ1,Δ2 οι διακρίνουσες των δευτεροβάθμιων   

    εξισώσεων, βρίσκουμε τις τιμές λ, β 

δ) Συμπεραίνουμε για τις κοινές εφαπτόμενες  

2
ος

 τρόπος 

    Για να βρούμε τις κοινές εφαπτόμενες των κύκλων  

    (C1): χ²+ψ²+Α1χ+Β1ψ+Γ1=0, (C): χ²+ψ²+Α2χ+Β2ψ+Γ2=0, 

    εργαζόμαστε όπως παρακάτω: 

    α) Βρίσκουμε τα κέντρα και υπολογίζουμε τις ακτίνες των δύο  

    κύκλων. Είναι: 

    (C1):    Κ(  
2

B
,

2

A 11  )     R= 
2

1
 Α Β -4Γ2 2

11 1   

   (C2):     Λ(
2

B
,

2

A 22 )      ρ =  
2

1
Α Β -4Γ2 2

22 2   

 

    β) Βρίσκουμε τις κατακόρυφες εφαπτόμενες των δύο κύκλων που είναι                                    

    για τον (C1):  χ = -  
2

A1     ±        R    τον (C2):  χ = -   
2

A 2    ±        ρ 

    Βρίσκουμε , αν υπάρχει , την κοινή εφαπτομένη των (C1),(C2)  

    δηλαδή την κοινή εφαπτομένη των (C1), (C2) της οποίας δεν  

    ορίζεται ο συντελεστής διεύθυνσης. 

    γ) Για να βρούμε τις κοινές εφαπτόμενες της μορφής (ε): ψ = λχ + β 

      με λεR, παίρνουμε τα συστήματα : 

     Σ1:  (ε) και (C1)      Σ2:  (ε) και (C2) 

    Πρέπει το καθένα από τα Σ1 , Σ2 να έχει διπλή ρίζα. Από τον  

    μηδενισμό των διακρίνουσων των δευτεροβαθμίων εξισώσεων που θα  
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    προκύψουν, θα έχουμε  σύστημα ως προς λ,β που από τις πραγματικές  

    λύσεις τους , θα βρούμε τις εξισώσεις των κοινών εφαπτόμενων στους  

    (C1),(C2). 

    Παρατήρηση: 

   Ο διαχωρισμός των εσωτερικών από τις εξωτερικές εφαπτόμενες  

    γίνεται με βάση την σχέση " Τα κέντρα των περιφερειών βρίσκονται  

    σε διαφορετικά ημιεπίπεδα σε σχέση με την κοινή εσωτερική  

    εφαπτομένη και στο ίδιο ημιεπίπεδο σε σχέση με την εξωτερική κοινή  

    εφαπτομένη". 

Παράδειγμα 

Δύο κύκλοι έχουν κέντρα (0,0), (4,0) και ακτίνες 1 και 2 αντίστοιχα. Να αποδείξετε 

ότι οι εξωτερικές κοινές εφαπτόμενες  τους τέμνονται στο σημείο (-4,0) και έχουν 

συντελεστές διεύθυνσης 
15

1
 και -

15

1
. 

Επίλυση 

 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

Δύο κύκλοι έχουν κέντρα (1,0), (8,0) και ακτίνες 2 και 3 αντίστοιχα. Να βρείτε 

τις εξωτερικές κοινές εφαπτόμενες  τους  και τους συντελεστές διεύθυνσης τους. 

Μ16: Για να βρούμε την εξίσωση του κύκλου όταν είναι γνωστό το κέντρο του   

        Κ(x0,y0) και μια ευθεία ε στην οποία εφάπτεται  

α) Μετασχηματίζουμε την ε στη μορφή Αx +Βy+Γ=0 

β) Βρίσκουμε την ακτίνα του κύκλου που είναι ρ=d(Κ, ε)=
22

00

ΒΑ

ByAx




 

 

γ) Συμπεραίνουμε για την εξίσωση του κύκλου 

Παράδειγμα 

Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου με κέντρο Κ(1,2) ο οποίος εφάπτεται με την 

ευθεία ε:3x-4y+10=0 

Επίλυση 

 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου με κέντρο Κ(2,3) ο οποίος εφάπτεται με την 

ευθεία ε: x+2y+3=0 

Μ17: Για να βρούμε την εξίσωση του κύκλου C που διέρχεται από σημείο Α(x1,y1) και   

        εφάπτεται σε δύο ευθείες ε1 και ε2 

α) Υποθέτουμε ότι C:x
2
+y

2
+Αx+Βy+Γ=0 η ζητούμενη εξίσωση του κύκλου  

β)  Αφού το Α  C   x1 
2
+y1 

2
+Αx1+Βy1+Γ=0  (1)  

γ) Τα συστήματα (ε1):C, ε1 και (ε2):C, ε2 δίνουν δύο δευτεροβάθμιες εξισώσεις 

δ) Η Δ1=0 και η Δ2=0 δίνουν δύο εξισώσεις με αγνώστους Α,Β,Γ. Τις ονομάζουμε (2)   

    και (3) 

ε) Το σύστημα των (1), (2) και (3) μας δίνει τους Α,Β,Γ 

στ) Αντικαθιστούμε στην εξίσωση C 

Παράδειγμα  

Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που διέρχεται από το σημείο Μ(4,-1) και 

εφάπτεται στις ευθείες ε1:x-2y+4=0 και ε2:2x-y-8=0 

Επίλυση 
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Εφαρμογή για τον μαθητή 

Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που διέρχεται από το σημείο Μ(3,2) και 

εφάπτεται στις ευθείες ε1: x+3y=0 και ε2: 3x+y-10=0 

Μ18: Για να βρούμε την εξίσωση του κύκλου C που διέρχεται από δύο σημεία  

        Α(x1,y1), Β(x2,y2) και εφάπτεται σε ευθεία ε 

α) Υποθέτουμε ότι C:x
2
+y

2
+Αx+Βy+Γ=0 η ζητούμενη ευθεία  

β) Αφού Α  C  x1 
2
+y1 

2
+Αx1+Βy1+Γ=0  (1) 

      και   Β C  x2 
2
+y2 

2
+Αx2+Βy2+Γ=0  (2) 

γ) Από το σύστημα C και ε προκύπτει μια δευτεροβάθμια εξίσωση με Δ=0 οπότε  

    προκύπτει μια σχέση (3) με αγνώστους τους Α,Β,Γ 

δ) Επιλύουμε το σύστημα (1), (2) και (3) 

ε) Αντικαθιστούμε στην εξίσωση C 

Παράδειγμα  

Να βρείτε τις εξισώσεις των κύκλων που διέρχονται από τα σημεία Α(-3,2), Β(1,-2) 

και εφάπτονται στην ευθεία ε:y=4-2x. 

Επίλυση 
 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

Να βρείτε τις εξισώσεις των κύκλων που διέρχονται από τα σημεία Α(3,2), Β(1,6) και 

εφάπτονται στην ευθεία ε:y=3x+4. 

    Μ19: Για να βρούμε την εξίσωση μιας εφαπτομένης (ε) στη γραφική  

    παράσταση (C) ενός κύκλου που σχηματίζει γνωστή γωνία με δοσμένη  

    ευθεία (η), τότε :     

    α) Από την γνωστή γωνία (η,ε) υπολογίζουμε αρχικά το λε από τον  

         λη ( αν ορίζεται).Έτσι: 

      i) Αν (ε) // (η)     λε=λη. 

     ii)  Αν (ε)   (η)   λε.λη = -1 .                                                       

    iii) Αν (η,ε) = φ     εφ φ = 
ηε

ηε

λ.λ1

λλ




       λε=γνωστό                                                       

         οπότε είναι (ε): ψ=λχ+ κ και απομένει να υπολογίσουμε ακόμη το κ. 

    β) Ο υπολογισμός του κεR γίνεται από την ισοδυναμία  

    Η (ε) εφάπτεται του κύκλου (C), αν και μόνο αν , η απόσταση του  

    κέντρου του κύκλου από την (ε) είναι ίση με την ακτίνα του κύκλου 

    ή από την σχέση  

    Το σύστημα των εξισώσεων του κύκλου (C) και της ευθείες (ε),  

    πρέπει να έχει διπλή ρίζα . 

Παράδειγμα  

Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που εφάπτεται του  

C:(x-3)
2
+y

2
=9 και σχηματίζει γωνία 45

ο
  με την ευθεία η: y=3x+2. 

Επίλυση 

 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που εφάπτεται του  

C:(x+2)
2
+(y-3)

2
=4 και σχηματίζει γωνία 45

ο
  με την ευθεία η: y=2x+1. 

Μ20: Για να βρούμε τις εφαπτόμενες ΡΑ,ΡΒ που φέρνουμε από εξωτερικό σημείο   

        Ρ(ξ,η) σε κύκλο (C): (χ-α)²+(ψ-β)²=R²  ή την γωνία (ΡΑ, ΡΒ) , εργαζόμαστε   

        όπως παρακάτω: 

1ος τρόπος: 
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α) Παίρνουμε τις ευθείες που διέρχονται από το Ρ(ξ,η) που είναι οι  χ = ξ ,  

     ψ-η = λ(χ-ξ) ,λεR. 

β) Εξετάζουμε αν η ευθεία  (ε): χ = ξ εφάπτεται στο κύκλο (C) δηλαδή αν το σύστημα   

    Σ1: χ = ξ(χ-α)²+(ψ-β)²=R²έχει διπλή λύση στο R².ή ισοδύναμα , αν το κέντρο  

    Λ(α,β) του κύκλου έχει την ιδιότητα d(Λ,ε) = R. 

γ) Παίρνουμε το σύστημα Σ2:   ψ = λχ - (λξ-η) 

    (χ-α)²+(ψ-β)²= R²και η αντικατάσταση της 1ης στην 2η εξίσωση μας δίνει μια τρίτη  

    εξίσωση η οποία πρέπει να έχει Δ = 0 (1) 

    Η εξίσωση (1) είναι εξίσωση με άγνωστο λ που είναι τα ζητούμενα λΡΑ και λΡΒ. 

    Είναι φανερό ότι , αν διαπιστωθεί ότι η ευθεία με εξίσωση χ = ξ είναι εφαπτομένη    

    του (C), τότε η (1) είναι πρωτοβάθμια εξίσωση ως προς λ. 

δ) Στη συνέχεια βρίσκουμε τις εξισώσεις των ΡΑ, ΡΒ ή την γωνία (ΡΑ, ΡΒ). 

2ος τρόπος. 

α) Το α) του πρώτου τρόπου. 

β) Οι συντελεστές διεύθυνσης των ευθειών (ε): ψ -η = λ(χ-ξ)   

     (ε): λχ - ψ + (η-λξ) =  0 που εφάπτονται στον (C), προσδιορίζονται από την σχέση    

     d(Λ,ε) =R με Λ(α,β) το κέντρο του κύκλου. 

γ) Το δ) του πρώτου τρόπου. 

Παράδειγμα  

Δίνεται το σημείο Μ(1,4) και ο κύκλος C:x
2
+y

2
-4x+6y-12=0. Να βρείτε τις εξισώσεις 

των εφαπτομένων του C που διέρχονται από το Μ. 

Επίλυση 
 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

Δίνεται το σημείο Μ(8,6) και ο κύκλος C:x
2
+y

2
-4x+6y-12=0. Να βρείτε τις εξισώσεις 

των εφαπτομένων του C που διέρχονται από το Μ. 

Μ21:Για να λύσουμε προβλήματα στα οποία ζητούμε την απόσταση του  

       Ρ(ξ,η) εκτός κύκλου από μία χορδή ΑΒ με Α,Β σημεία του κύκλου ή το 

       εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΡ, κάνουμε τα παρακάτω: 

    α) Φέρνουμε τις εφαπτόμενες ΡΑ,ΡΒ όπου Α,Β είναι τα σημεία τομής  

         των εφαπτόμενων με τον κύκλο (C) που έχει εξίσωση 

         (χ-α)²+(ψ-β)² = R². 

    β) Υπολογίζουμε την εξίσωση της ΑΒ. Είναι: 

        Α(χ1,ψ1), Β(χ2,ψ2)  οπότε: 

        (ε1): (χ1-α)(χ-α)+(ψ1-β)(ψ-β) = R² 

        (ε2): (χ2-α)(χ-α)+(ψ2-β)(ψ-β) = R² 

        και επειδή  Ρ(ξ,η) είναι σημείο των (ε1),(ε2) θα τις επαληθεύει, 

        οπότε  ΑΒ θα είναι η (χ-α)(ξ-α) + (ψ-β)(η-β) = R²  γιατί η εξίσωση  

        αυτή επαληθεύεται από τις συντεταγμένες των Α,Β. 

    γ) Υπολογίζουμε την απόσταση του Ρ από την ΑΒ ή ακόμη και το  

        εμβαδόν του ΡΑΒ τριγώνου αφού βρέθηκαν οι συντεταγμένες των Α,Β.    

Παράδειγμα 

Από το σημείο Μ(3,4) φέρνουμε τις εφαπτόμενες ΜΑ και ΜΒ στον κύκλο   

C: (x-1)
2
+(y-2)

2
=4. Να υπολογίσετε την απόσταση του Μ από την ΑΒ. 

Επίλυση 

 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

Από το σημείο Μ(5,8) φέρνουμε τις εφαπτομένες ΜΑ και ΜΒ στον κύκλο   

C: (x-2)
2
+(y-3)

2
=1. Να υπολογίσετε την απόσταση του Μ από την ΑΒ. 
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Μ22: Για να δείξουμε ότι ένας μεταβλητός κύκλος διέρχεται από ένα ή δύο σταθερά 

σημεία , αρκεί να πάρουμε την εξίσωση του κύκλου να επαληθεύεται από τις 

συντεταγμένες του σταθερού σημείου Ρ(χο,ψο) για κάθε τιμή  της παραμέτρου που 

υπάρχει στην εξίσωση του κύκλου, οπότε φτάνουμε σε μηδενικό πολυώνυμο που από 

τον μηδενισμό των συντελεστών του , έχουμε το ζητούμενο. 

Παράδειγμα 
 

Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  

x
2
+y

2
+(λ

2
-1)x+(2λ-3)y+
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1
(λ

2
-14λ+

2
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)=0 

παριστάνει κύκλο για κάθε πραγματική τιμή του λ. Επίσης να αποδείξετε ότι ο 

κύκλος διέρχεται από ένα σταθερό σημείο, του οποίου να προσδιορίσετε τις 

συντεταγμένες.  

Επίλυση  

 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  

x
2
+y

2
+2λx+6λy=1 

παριστάνει κύκλο για κάθε πραγματική τιμή του λ. Επίσης να αποδείξετε ότι ο 

κύκλος διέρχεται από ένα σταθερό σημείο, του οποίου να προσδιορίσετε τις 

συντεταγμένες.  

   Μ23: Συχνά στις κωνικές τομές έχουμε να λύσουμε ένα πρόβλημα εύρεσης 

εξίσωσης εφαπτομένης . 

Αν θέλουμε να βρούμε την εξίσωση εφαπτομένης ε ενός κύκλου C(με γνωστή 

εξίσωση) και έτσι ώστε η ε να ικανοποιεί κάποια προϋπόθεση, τότε εργαζόμαστε 

όπως παρακάτω: 

 Έστω Α(χ1,ψ1) το σημείο επαφής της ε με τον C , οπότε γράφουμε την εξίσωση της ε 

και πρέπει να προσδιορίσουμε τα χ1 και ψ1. 

Οι συντεταγμένες του Α πρέπει να επαληθεύουν την εξίσωση του C, οπότε προκύπτει 

εξίσωση (1). 

Από την προϋπόθεση που έχουμε για την ε ( π.χ. παράλληλη ή κάθετη σε ευθεία δ, 

διέρχεται από κάποιο σημείο) προκύπτει εξίσωση (2). 

Το σύστημα (1) και (2) δίνει τις τιμές των χ1 και ψ1. 

Παράδειγμα 

Έστω τα σημεία Α(2,9) και Κ(1,2). Από το Α(2,9) φέρνουμε ευθεία ΑΜ παράλληλη 

στην ε: 3x-4y=0, η οποία εφάπτεται στο σημείο Μ ενός κύκλου με κέντρο το Κ(1,2). 

Να βρείτε την εξίσωση της ΑΜ και την εξίσωση του κύκλου. 

Επίλυση  

 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

Από το Α(5,6) φέρνουμε ευθεία ΑΜ παράλληλη στην ε: x-4y=0, η οποία εφάπτεται 

στο σημείο Μ ενός κύκλου με κέντρο το Κ(2,1). Να βρείτε την εξίσωση της ΑΜ και 

την εξίσωση του κύκλου. 

Μ24: Για να βρούμε την κοινή χορδή δύο κύκλων C1, C2  

α) Επιλύουμε το σύστημα C1 C2 και βρίσκουμε τα σημεία τομής τους Α(χ1, ψ1), 

     Β(χ2, ψ2) 

β) Παίρνουμε τον τύπο ψ-ψ1=
12

12

χχ

ψψ




(χ-χ1) 
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γ) Συμπεραίνουμε για την ζητούμενη εξίσωση 

Παράδειγμα 

Να αποδείξετε ότι οι κύκλοι  

C1: (x-1)
2
+(y+5)

2
=50 και C2: (x+1)

2
+(y+1)

2
=10 

τέμνονται και να βρείτε την εξίσωση της κοινής χορδής τους. 

Επίλυση  
 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

Να αποδείξετε ότι οι κύκλοι  

C1: (x-1)
2
+(y-2)

2
=4 και C2: (x-2)

2
+(y-1)

2
=4 

τέμνονται και να βρείτε την εξίσωση της κοινής χορδής τους. 

Μ25: Για να αποδείξουμε ότι ένας κύκλος C: x
2
+y

2
+Αx+Βy+Γ=0 (1) όπου Α,Β,Γ    

        παραστάσεις με παράμετρο λ διέρχεται από σταθερό σημείο  

α) Μετασχηματίζουμε την (1) στη μορφή α λ
2
+β λ+γ=0 η οποία αληθεύει για κάθε   

     λIR όταν α=β=γ=0 (2)  

β) Επιλύουμε το σύστημα (2) ως προς x, y  

γ) Συμπεραίνουμε ότι το Μ(x, y) είναι το ζητούμενο σημείο.  

Παράδειγμα 
 

Να αποδείξετε ότι η εξίσωση του κύκλου 
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)=0 

διέρχεται από ένα σταθερό σημείο, του οποίου να προσδιορίσετε τις συντεταγμένες.  

Επίλυση  

 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  

x
2
+y

2
+4λx+8y=0 

παριστάνει κύκλο για κάθε πραγματική τιμή του λ. Επίσης να αποδείξετε ότι ο 

κύκλος διέρχεται από ένα σταθερό σημείο, του οποίου να προσδιορίσετε τις 

συντεταγμένες.  

Μ26: Για να βρούμε το γεωμετρικό τόπο των σημείων του επιπέδου για τα οποία  

         ισχύει μια σχέση 

α) Παίρνουμε την δοθείσα σχέση και κάνουμε πράξεις 

β) Συμπεραίνουμε για τον γεωμετρικό τόπο 

Παράδειγμα 

Έστω σταθερό σημείο Α(α,β) με 


OA =3. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των 

σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει: )OA2OM(OM


 =7 

Επίλυση  
 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

Έστω σταθερό σημείο Α(α,β) με 


OA =5. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των 

σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει: )OA2OM(OM


 =7 

Μ27: Για να δείξουμε ότι δύο κύκλοι τέμνονται ορθογώνια αρκεί να δείξουμε ότι η   

        γωνία που σχηματίζουν οι εφαπτόμενες στα κοινά σημεία είναι κάθετες οπότε  
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1
ος

 τρόπος 

α) Επιλύουμε το σύστημα C1,C2 και βρίσκουμε τα κοινά τους σημεία Α(x1,y1),      

     B(x2,y2) 

β) Βρίσκουμε τους συντελεστές λ1,λ2 των Κ1Α, Κ2Α και πρέπει λ1λ2=-1 και τους   

     συντελεστές λ3,λ4 των Κ1Β, Κ2Β και πρέπει λ3λ4=-1 

2
ος 

τρόπος 

α) Επιλύουμε το σύστημα C1,C2 και βρίσκουμε τα κοινά τους σημεία Α(x1,y1),   

     B(x2,y2) 

β) Αποδεικνύουμε ότι ισχύει (Κ1Κ2)
2
=ρ1

2
+ ρ2

2
 

Παράδειγμα 

Να δειχτεί ότι οι κύκλοι x
2
+y

2
-2αx-2βy-α

2
+β

2
=0 

                                        x
2
+y

2
-2βx+2αy+α

2
-β

2
=0, α,β>0   τέμνονται ορθογώνια 

Επίλυση  

 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

 

Να δειχτεί ότι οι κύκλοι x
2
+y

2
-2x-2y=0 

                                        x
2
+y

2
-2x+2y=0,   τέμνονται ορθογώνια. 
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