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ΠΕΡΙΦ/ΚΗ Δ/ΝΣΗ Α/ΘΜΙΑΣ & Β/ΘΜΙΑΣ 

ΕΚΠ/ΣΗΣ ΘΕΣΣΑΛΙΑΣ 
ΔΙΕΥΘΥΝΣΗ Β/ΘΜΙΑΣ ΕΚΠ/ΣΗΣ ΜΑΓΝΗΣΙΑΣ  

 
1ο ΓΕΝΙΚΟ ΛΥΚΕΙΟ ΒΟΛΟΥ   

 

 

 

Μεθοδολογία 

 

3 
ο
 Κεφάλαιο 

 

Μ15:  

1
ος

 τρόπος 

     Για να βρούμε τις κοινές εφαπτόμενες σε δύο κύκλους C1,C2 

α) Υποθέτουμε ότι η ζητούμενη ευθεία έχει εξίσωση ε:y=λx+β 

β) Τα συστήματα (ε1):C1,ε,  (ε2):C2,ε δίνουν δευτεροβάθμιες εξισώσεις 

γ) Από το σύστημα Δ1=0  και Δ2=0, όπου Δ1,Δ2 οι διακρίνουσες των δευτεροβάθμιων   

    εξισώσεων, βρίσκουμε τις τιμές λ, β 

δ) Συμπεραίνουμε για τις κοινές εφαπτόμενες  

 

2
ος

 τρόπος 

    Για να βρούμε τις κοινές εφαπτόμενες των κύκλων  

    (C1): χ²+ψ²+Α1χ+Β1ψ+Γ1=0, (C): χ²+ψ²+Α2χ+Β2ψ+Γ2=0, 

    εργαζόμαστε όπως παρακάτω: 

 

    α) Βρίσκουμε τα κέντρα και υπολογίζουμε τις ακτίνες των δύο  

    κύκλων. Είναι: 

    (C1):    Κ(  
2

B
,

2

A 11  )     R= 
2

1
 Α Β -4Γ2 2

11 1   

   (C2):     Λ(
2

B
,

2

A 22 )      ρ =  
2

1
Α Β -4Γ2 2

22 2   

 

    β) Βρίσκουμε τις κατακόρυφες εφαπτόμενες των δύο κύκλων που είναι 

                                    

    για τον (C1):  χ = -  
2

A1     ±        R 

    τον (C2):  χ = -   
2

A 2    ±        ρ 

    Βρίσκουμε , αν υπάρχει , την κοινή εφαπτομένη των (C1),(C2)  

    δηλαδή την κοινή εφαπτομένη των (C1), (C2) της οποίας δεν  

    ορίζεται ο συντελεστής διεύθυνσης. 

 

    γ) Για να βρούμε τις κοινές εφαπτόμενες της μορφής (ε): ψ = λχ + β 

      με λεR, παίρνουμε τα συστήματα : 

     Σ1:  (ε) και (C1)      Σ2:  (ε) και (C2) 

 

    Πρέπει το καθένα από τα Σ1 , Σ2 να έχει διπλή ρίζα. Από τον  

    μηδενισμό των διακρίνουσων των δευτεροβαθμίων εξισώσεων που θα  
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    προκύψουν, θα έχουμε  σύστημα ως προς λ,β που από τις πραγματικές  

    λύσεις τους , θα βρούμε τις εξισώσεις των κοινών εφαπτόμενων στους  

    (C1),(C2). 

    Παρατήρηση: 

   Ο διαχωρισμός των εσωτερικών από τις εξωτερικές εφαπτόμενες  

    γίνεται με βάση την σχέση " Τα κέντρα των περιφερειών βρίσκονται  

    σε διαφορετικά ημιεπίπεδα σε σχέση με την κοινή εσωτερική  

    εφαπτομένη και στο ίδιο ημιεπίπεδο σε σχέση με την εξωτερική κοινή  

    εφαπτομένη". 

 

 

Παράδειγμα 
 

Δύο κύκλοι έχουν κέντρα (0,0), (4,0) και ακτίνες 1 και 2 αντίστοιχα. Να αποδείξετε 

ότι οι εξωτερικές κοινές εφαπτόμενες  τους τέμνονται στο σημείο (-4,0) και έχουν 

συντελεστές διεύθυνσης 
15

1
 και -

15

1
. 

Επίλυση 

 

Βρίσκουμε τις εξισώσεις των δύο κύκλων από τον τύπο (x-x0)
2
+(y-y0)

2
=ρ

2
. Είναι 

x
2
+y

2
=1 και (x-4)

2
+y

2
=4. 

Βρίσκουμε τις εξισώσεις των εφαπτόμενων από το σημείο(-4,0) σε κάθε κύκλο. Η 

εξίσωση της εφαπτόμενης από το (-4,0) στον κύκλο C1:x
2
+y

2
=1 θα είναι της μορφής  

                                                      y =λ(x+4) 

Παίρνουμε το σύστημα  









4)λ(xy

1yx 22

 

Αντικαθιστώντας το y από τη δεύτερη εξίσωση στην πρώτη και κάνοντας πράξεις 

καταλήγουμε στην εξίσωση (1+λ
2
)x

2
+8λ

2
 x+16λ

2
-1=0 και επειδή η ευθεία είναι 

εφαπτομένη του κύκλου, η εξίσωση θα πρέπει να έχει διπλή ρίζα, δηλαδή η 

διακρίνουσά της πρέπει να είναι μηδέν. Έχουμε Δ=(8λ
2
)
2
-4(1+λ

2
) (16λ

2
-1)=0 απ’ 

όπου παίρνουμε λ=
15

1
 ή λ=-

15

1
. Συνεπώς οι εξισώσεις των εφαπτόμενων είναι οι 

y=
15

1
(x+4) και y=-

15

1
(x+4). Επομένως με τον ίδιο τρόπο και για τον κύκλο C2(x-

4)
2
+y

2
=4 βρίσκουμε ότι οι εφαπτόμενες του από το σημείο (-4,0) έχουν εξισώσεις 

ίδιες  με τις εφαπτόμενες του άλλου κύκλου. Συνεπώς οι κοινές εφαπτόμενες των δύο 

κύκλων τέμνονται στο σημείο (-4,0). 

 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

 

Δύο κύκλοι έχουν κέντρα (1,0), (8,0) και ακτίνες 2 και 3 αντίστοιχα. Να βρείτε 

τις εξωτερικές κοινές εφαπτόμενες  τους  και τους συντελεστές διεύθυνσης τους. 

 

 

Μ16: Για να βρούμε την εξίσωση του κύκλου όταν είναι γνωστό το κέντρο του   

        Κ(x0,y0) και μια ευθεία ε στην οποία εφάπτεται  

α) Μετασχηματίζουμε την ε στη μορφή Αx +Βy+Γ=0 
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β) Βρίσκουμε την ακτίνα του κύκλου που είναι ρ=d(Κ, ε)=
22

00

ΒΑ

ByAx




 

 

γ) Συμπεραίνουμε για την εξίσωση του κύκλου 

 

 

Παράδειγμα 
 

Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου με κέντρο Κ(1,2) ο οποίος εφάπτεται με την 

ευθεία ε:3x-4y+10=0 
 

Επίλυση 

 

1
η
 Μέθοδος  

Αρκεί να βρούμε την απόσταση του Κ(1,2) από την ευθεία ε διότι η ακτίνα που 

συνδέει το κέντρο του κύκλου με το σημείο επαφής είναι κάθετη στην εφαπτομένη. Η 

απόσταση αυτή είναι ίση με 1. 

Άρα ρ=1 και η εξίσωση του κύκλου είναι (x-1)
2
+( y-2)

2
=1 

 

2
η
 Μέθοδος  

Έστω ρ η ακτίνα του κύκλου. Τότε η ζητούμενη εξίσωση είναι  (x-1)
2
+( y-2)

2
=ρ

2
. 

Σχηματίζουμε το σύστημα 








0104y-x3

ρ2)-y(1)-(x 222

 

Αν λύσουμε τη δεύτερη εξίσωση ως προς x και αντικαταστήσουμε στην πρώτη θα 

καταλήξουμε μετά από πράξεις στην εξίσωση  

25y
2
-140y+205-9ρ

2
=0. 

 Επειδή πρόκειται για ευθεία που εφάπτεται στον κύκλο, θέτουμε τη διακρίνουσα της 

τελευταίας εξίσωσης ίση με το μηδέν δηλαδή  

(140)
2
-4. 25. (205-9ρ

2
)=0. 

 Από την τελευταία αυτή εξίσωση βρίσκουμε ρ=1. 

 

 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

 

Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου με κέντρο Κ(2,3) ο οποίος εφάπτεται με την 

ευθεία ε: x+2y+3=0 

 

 

 

Μ17: Για να βρούμε την εξίσωση του κύκλου C που διέρχεται από σημείο Α(x1,y1) και   

        εφάπτεται σε δύο ευθείες ε1 και ε2 

α) Υποθέτουμε ότι C:x
2
+y

2
+Αx+Βy+Γ=0 η ζητούμενη εξίσωση του κύκλου  

β)  Αφού το Α  C   x1 
2
+y1 

2
+Αx1+Βy1+Γ=0  (1)  

γ) Τα συστήματα (ε1):C, ε1 και (ε2):C, ε2 δίνουν δύο δευτεροβάθμιες εξισώσεις 

δ) Η Δ1=0 και η Δ2=0 δίνουν δύο εξισώσεις με αγνώστους Α,Β,Γ. Τις ονομάζουμε (2)   

    και (3) 

ε) Το σύστημα των (1), (2) και (3) μας δίνει τους Α,Β,Γ 

στ) Αντικαθιστούμε στην εξίσωση C 
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Παράδειγμα  
 

Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που διέρχεται από το σημείο Μ(4,-1) και 

εφάπτεται στις ευθείες ε1:x-2y+4=0 και ε2:2x-y-8=0 

 

Επίλυση 
 

Έστω (x-x0)
2
+(y-y0)

2
=ρ

2
 η εξίσωση του κύκλου. Επειδή το Μ(4,1) είναι σημείο του 

κύκλου, έχουμε: (4-x0)
2
+(-1-y0)

2
=ρ

2
       (1) 

Το κέντρο Κ(x0, y0) του κύκλου απέχει από τις ε1 και ε2 απόσταση ίση με την ακτίνα 

ρ, δηλαδή ρ=
5

4y2x 00 
  (2) και ρ=

5

8y2x 00 
 (3) 

Από τις (2) και (3) έχουμε |x0-2y0+4|=|2x0-y0-8| x0-2y0+4=2x0-y0-8 ή x0-2y0+4=-

2x0+y0+8 y0=12-x0 ή y0=
3

4x3 0  . 

 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

 

Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που διέρχεται από το σημείο Μ(3,2) και 

εφάπτεται στις ευθείες ε1: x+3y=0 και ε2: 3x+y-10=0 

 

 

 

Μ18: Για να βρούμε την εξίσωση του κύκλου C που διέρχεται από δύο σημεία  

        Α(x1,y1), Β(x2,y2) και εφάπτεται σε ευθεία ε 

α) Υποθέτουμε ότι C:x
2
+y

2
+Αx+Βy+Γ=0 η ζητούμενη ευθεία  

β) Αφού Α  C  x1 
2
+y1 

2
+Αx1+Βy1+Γ=0  (1) 

      και   Β C  x2 
2
+y2 

2
+Αx2+Βy2+Γ=0  (2) 

γ) Από το σύστημα C και ε προκύπτει μια δευτεροβάθμια εξίσωση με Δ=0 οπότε  

    προκύπτει μια σχέση (3) με αγνώστους τους Α,Β,Γ 

δ) Επιλύουμε το σύστημα (1), (2) και (3) 

ε) Αντικαθιστούμε στην εξίσωση C 

 

 
 

Παράδειγμα  
 

Να βρείτε τις εξισώσεις των κύκλων που διέρχονται από τα σημεία Α(-3,2), Β(1,-2) 

και εφάπτονται στην ευθεία ε:y=4-2x. 

 

Επίλυση 
 

Έστω C ένας από τους ζητούμενους κύκλους με εξίσωση (x-x0)
2
+(y-y0)

2
=ρ

2
 (1) 

 Την (1) πρέπει να επαληθεύουν οι συντεταγμένες των σημείων Α και Β δηλαδή 

(-3-x0)
2
+(2-y0)

2
=ρ

2
 (2) και (1-x0)

2
+(-2-y0)

2
=ρ

2
 (3) 

Αφού ο C εφάπτεται στην ευθεία ε: 2x+y-4=0, έχουμε ρ=d(Κ ,ε)= 
5

4y2x 00 
 (4) 
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Θα λύσουμε το σύστημα το (2), (3) και (4). Από τις (2) και (3) έχουμε:  

(9+6x0+ x0
2
)+ (4-4y0+ y0

2
)= (1-2x0+ x0

2
)+ (4+4y0+ y0

2
) 8x0-8y0=-8 y0= x0+1 (5) 

H (4) λόγω της (5) γράφεται ρ=
5

33x 0 
 (6)  

H (2) τώρα γράφεται  

(1- x0)
2
+(-2- x0-1)

2
=
 

5

33x
2

0   5[(1-2x0+x0
2
)+(9+6x0+x0

2
)]=9x0

2
-18x0+9  

x0
2
+38x0+41=0  x0=

2

128038
=-19 58  

-Για x0=-19 58 είναι y0=-18+8 5 και ρ=
5

52460 
 

 Έτσι έχουμε τον κύκλο με εξίσωση (x+19-8 5 )
2
+(y+18-8 5 )

2
=
 

5

52460
2


 

-Για x0=-19-8 5  έχουμε τον κύκλο με εξίσωση  

(x+19+8 5 )
2
+(y+18+8 5 )

2
=
 

5

52460
2


 

 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

 

Να βρείτε τις εξισώσεις των κύκλων που διέρχονται από τα σημεία Α(3,2), Β(1,6) και 

εφάπτονται στην ευθεία ε:y=3x+4. 

 

 

  

   Μ19: Για να βρούμε την εξίσωση μιας εφαπτομένης (ε) στη γραφική  

    παράσταση (C) ενός κύκλου που σχηματίζει γνωστή γωνία με δοσμένη  

    ευθεία (η), τότε : 

     

    α) Από την γνωστή γωνία (η,ε) υπολογίζουμε αρχικά το λε από τον  

         λη ( αν ορίζεται).Έτσι: 

      i) Αν (ε) // (η)     λε=λη. 

     ii)  Αν (ε)   (η)   λε.λη = -1 . 

                                                       

    iii) Αν (η,ε) = φ     εφ φ = 
ηε

ηε

λ.λ1

λλ




       λε=γνωστό    

                                                    

         οπότε είναι (ε): ψ=λχ+ κ και απομένει να υπολογίσουμε ακόμη το κ. 

 

    β) Ο υπολογισμός του κεR γίνεται από την ισοδυναμία  

 

    Η (ε) εφάπτεται του κύκλου (C), αν και μόνο αν , η απόσταση του  

    κέντρου του κύκλου από την (ε) είναι ίση με την ακτίνα του κύκλου 

    ή από την σχέση  

 

    Το σύστημα των εξισώσεων του κύκλου (C) και της ευθείες (ε),  
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    πρέπει να έχει διπλή ρίζα . 

 

 

Παράδειγμα  
 

Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που εφάπτεται του  

C:(x-3)
2
+y

2
=9 και σχηματίζει γωνία 45

ο
  με την ευθεία η: y=3x+2. 

 

Επίλυση 

Έστω ε:y=λx+κ. Αφού (η,ε)=45
ο
 τότε εφ45

ο
=

ε

ε

λ31

3λ




 1=

ε

ε

λ31

3λ




 3λε+1=λε-

3 2λε=-4 λε=-2. Άρα ε:y=-2x+κ. Το (ε) 








9y3)-(x

κ-2xy
22

δίνει (x-3)
2
+(κ-2x)

2
=9 

5x
2
-2(3+2κ)x+κ

2
=0. Πρέπει Δ=0  4(9+4κ

2
+12κ)-4.5κ

2
=0 9+4κ

2
+12κ-5κ

2
=0  

-κ
2
+12κ+9=0  κ

2
-12κ-9=0. 

 Είναι Δ1=144+36=180        κ=
2

5612 
    κ=6 53  

Άρα ε1:y=-2x+6+ 53  

ή    ε2:y=-2x+6- 53  

 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

 

Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που εφάπτεται του  

C:(x+2)
2
+(y-3)

2
=4 και σχηματίζει γωνία 45

ο
  με την ευθεία η: y=2x+1. 

 

 

     

 

Μ20: Για να βρούμε τις εφαπτόμενες ΡΑ,ΡΒ που φέρνουμε από εξωτερικό σημείο   

        Ρ(ξ,η) σε κύκλο (C): (χ-α)²+(ψ-β)²=R²  ή την γωνία (ΡΑ, ΡΒ) , εργαζόμαστε   

        όπως παρακάτω: 

1ος τρόπος: 

α) Παίρνουμε τις ευθείες που διέρχονται από το Ρ(ξ,η) που είναι οι  χ = ξ ,  

     ψ-η = λ(χ-ξ) ,λεR. 

β) Εξετάζουμε αν η ευθεία  (ε): χ = ξ εφάπτεται στο κύκλο (C) δηλαδή αν το σύστημα   

    Σ1: χ = ξ(χ-α)²+(ψ-β)²=R²έχει διπλή λύση στο R².ή ισοδύναμα , αν το κέντρο  

    Λ(α,β) του κύκλου έχει την ιδιότητα d(Λ,ε) = R. 

γ) Παίρνουμε το σύστημα Σ2:   ψ = λχ - (λξ-η) 

    (χ-α)²+(ψ-β)²= R²και η αντικατάσταση της 1ης στην 2η εξίσωση μας δίνει μια τρίτη  

    εξίσωση η οποία πρέπει να έχει Δ = 0 (1) 

    Η εξίσωση (1) είναι εξίσωση με άγνωστο λ που είναι τα ζητούμενα λΡΑ και λΡΒ. 

    Είναι φανερό ότι , αν διαπιστωθεί ότι η ευθεία με εξίσωση χ = ξ είναι εφαπτομένη    

    του (C), τότε η (1) είναι πρωτοβάθμια εξίσωση ως προς λ. 

δ) Στη συνέχεια βρίσκουμε τις εξισώσεις των ΡΑ, ΡΒ ή την γωνία (ΡΑ, ΡΒ). 

 

2ος τρόπος. 

α) Το α) του πρώτου τρόπου. 

β) Οι συντελεστές διεύθυνσης των ευθειών (ε): ψ -η = λ(χ-ξ)   
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     (ε): λχ - ψ + (η-λξ) =  0 που εφάπτονται στον (C), προσδιορίζονται από την σχέση    

     d(Λ,ε) =R με Λ(α,β) το κέντρο του κύκλου. 

γ) Το δ) του πρώτου τρόπου. 

 

 

 

Παράδειγμα  
 

Δίνεται το σημείο Μ(1,4) και ο κύκλος C:x
2
+y

2
-4x+6y-12=0. Να βρείτε τις εξισώσεις 

των εφαπτομένων του C που διέρχονται από το Μ. 

 

Επίλυση 
 

Αν ε μια από τις εφαπτομένες του C που διέρχονται από το Μ και Α(x1, y1) το σημείο 

επαφής της με τον κύκλο, τότε η εξίσωση της ε είναι:  

(x-2)(x1-2)+(y+3)(y1+3)=25 (x1-2)x+(y1+3)y-2x1+3y1-12=0  (1) 

Οι συντεταγμένες του Μ (1,4) πρέπει να επαληθεύουν την (1) δηλαδή  

(x1-2)1+(y1+3)4-2x1+3y1-12=0    x1=7 y1-2             (2) 

Αφού το Α(x1, y1) είναι σημείο του C έχουμε 

x1
2
+ y1

2
-4x1+6y1-12=0                               (3) 

Η (3) λόγω της (2) γράφεται  

(7y1-2)
2
+y1

2
-4(7y1-2)+6y1-12=0 50y1

2
-50y1=0 50y1(y1-1)=0  y1=0 ή y1=1 

Η (2) δίνει αντίστοιχα x1=-2 ή x1=5 

Αντικαθιστούμε τα x1, y1 στην (1) και βρίσκουμε τις εφαπτομένες  

ε1:4x-3y+8=0 και ε2:3x+4y-19=0 
 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

 

Δίνεται το σημείο Μ(8,6) και ο κύκλος C:x
2
+y

2
-4x+6y-12=0. Να βρείτε τις εξισώσεις 

των εφαπτομένων του C που διέρχονται από το Μ. 

 

 

Μ21:Για να λύσουμε προβλήματα στα οποία ζητούμε την απόσταση του  

       Ρ(ξ,η) εκτός κύκλου από μία χορδή ΑΒ με Α,Β σημεία του κύκλου ή το 

       εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΡ, κάνουμε τα παρακάτω: 

 

    α) Φέρνουμε τις εφαπτόμενες ΡΑ,ΡΒ όπου Α,Β είναι τα σημεία τομής  

         των εφαπτόμενων με τον κύκλο (C) που έχει εξίσωση 

         (χ-α)²+(ψ-β)² = R². 

 

    β) Υπολογίζουμε την εξίσωση της ΑΒ. Είναι: 

 

        Α(χ1,ψ1), Β(χ2,ψ2)  οπότε: 

 

        (ε1): (χ1-α)(χ-α)+(ψ1-β)(ψ-β) = R² 

 

        (ε2): (χ2-α)(χ-α)+(ψ2-β)(ψ-β) = R² 

 

        και επειδή  Ρ(ξ,η) είναι σημείο των (ε1),(ε2) θα τις επαληθεύει, 

        οπότε  ΑΒ θα είναι η (χ-α)(ξ-α) + (ψ-β)(η-β) = R²  γιατί η εξίσωση  
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        αυτή επαληθεύεται από τις συντεταγμένες των Α,Β. 

 

    γ) Υπολογίζουμε την απόσταση του Ρ από την ΑΒ ή ακόμη και το  

        εμβαδόν του ΡΑΒ τριγώνου αφού βρέθηκαν οι συντεταγμένες των Α,Β. 

 

    

 

Παράδειγμα 
 

Από το σημείο Μ(3,4) φέρνουμε τις εφαπτόμενες ΜΑ και ΜΒ στον κύκλο   

C: (x-1)
2
+(y-2)

2
=4. Να υπολογίσετε την απόσταση του Μ από την ΑΒ. 

 

Επίλυση 

 

Έστω  (x1,y1) και (x2,y2) οι συντεταγμένες των Α και Β αντίστοιχα. Οι εξισώσεις των 

εφαπτομένων ΜΑ και ΜΒ είναι αντίστοιχα: 

(x-1)( x1-1)+(y-2)( y1-2)=4   (1) 

                                      και (x-1)( x2-1)+(y-2)( y2-2)=4   (2) 

Τις (1) και (2) πρέπει να επαληθεύουν οι συντεταγμένες του Μ(3,4) δηλαδή 

2(x1-1)+2(y1-2)=4   (3) 

                                            και 2(x2-1)+2(y2-2)=4   (4) 

Από τις (3) και (4) συμπεραίνουμε ότι οι συντεταγμένες των Α και Β επαληθεύουν 

την εξίσωση 2(x-1)+2(y-2)=4, δηλαδή την x+y-5=0. 

Άρα η εξίσωση της ΑΒ είναι x+y-5=0 και έτσι έχουμε 

d(Μ,ΑΒ)= 2
2

2

11
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Εφαρμογή για τον μαθητή 

 

Από το σημείο Μ(5,8) φέρνουμε τις εφαπτομένες ΜΑ και ΜΒ στον κύκλο   

C: (x-2)
2
+(y-3)

2
=1. Να υπολογίσετε την απόσταση του Μ από την ΑΒ. 

 


