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ΕΚΠ/ΣΗΣ ΘΕΣΣΑΛΙΑΣ 

ΔΙΕΥΘΥΝΣΗ Β/ΘΜΙΑΣ ΕΚΠ/ΣΗΣ ΜΑΓΝΗΣΙΑΣ  
 

1ο ΓΕΝΙΚΟ ΛΥΚΕΙΟ ΒΟΛΟΥ   

 

 

 

 

ΩΡΙΑΙΑ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ 

 

στα 

 

Μαθηματικά  

 

 

ΕΝΟΤΗΤΑ   1
η
 

 

 

Κύκλος 

 

http://blogs.sch.gr/iraidos/


 

Copyright: Ηλίας Ράιδος  Καθηγητής Μαθηματικών.                                                                E-mails:raidosi@yahoo.gr  

                                            http://blogs.sch.gr/iraidos/                                                                              iraidos@gmail.com 

Σελίδα 2 από 39 

 

 

 

Ερωτήσεις  θεωρίας 

 
1.  Τι λέγεται κύκλος; 

 

2.  Τι λέγεται μοναδιαίος κύκλος; 

 

3.  Ποια είναι η εξίσωση του κύκλου κέντρου Ο(0,0) και ακτίνας ρ; 

 

4.  Τι λέγονται παραμετρικές εξισώσεις του κύκλου C; 

 

5.  Ποια είναι η εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου χ
2
+ψ

2
=ρ

2
 σε ένα σημείο του Α(χ1,ψ1); 

 

6.   Ποια είναι η εξίσωση του κύκλου κέντρου Ο(χ0,ψ0) και ακτίνας ρ; 

 

7.  Πότε η εξίσωση χ
2
+ψ

2
+Αχ+Βψ+Γ = 0 παριστάνει κύκλο; 

 

 

 

 

    ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ  

 

 

 

 

    Μ1: Για να βρούμε την εξίσωση του κύκλου (C), πρέπει να  

    προσδιορίσουμε: 

 

    α) το κέντρο του Κ(α,β) και την ακτίνα του R ή 

 

    β) τις σταθερές Α,Β,Γ στη γενική εξίσωση χ²+ψ²+Αχ+Βψ+Γ=0. 

 

    Δηλαδή και στις δύο περιπτώσεις τους τρεις αγνώστους 

    α, β, R  ή τους Α,Β,Γ . 

 

 

     

    Μ2: Για τον υπολογισμό της εξίσωσης του κύκλου πρέπει να έχουμε  

    υπ' όψη μας τα παρακάτω: 

 

    α) Αν Κ(α,β) είναι το κέντρο του κύκλου, τότε αν ο κύκλος  
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    διέρχεται από γνωστό σημείο Α, πρέπει d(Κ,Α)=R ενώ αν ο κύκλος  

    εφάπτεται σε γνωστή ευθεία (ε), πρέπει Δ(Κ,ε)=R. 

 

    β) Αν ο κύκλος εφάπτεται σε γνωστή ευθεία (ε) στο δοσμένο σημείο  

    Α, πρέπει ΚΑ κάθετη στην (ε)  <==>  ΚΑ // κ με κ το κάθετο  

    διάνυσμα στην (ε). 

 

    γ) Αν ο κύκλος εφάπτεται σε δύο ευθείες (ε1),(ε2) ,πρέπει  

    d(Κ,ε1) = d(Κ,ε2). 

 

    δ) Αν ο κύκλος διέρχεται από τρία γνωστά σημεία Α, Β, Γ , τότε το  

    κέντρο του κύκλου Κ(α,β) προσδιορίζεται: 

 

    i) Από το σύστημα  d(Κ,Α)=d(Κ,Β)=d(Κ,Γ) ή 

 

    ii) Από την τομή των μεσοκάθετων των ΑΒ και ΑΓ  ή 

 

    iii) Να υποθέσουμε ότι ο κύκλος επαληθεύεται από τις  

    συντεταγμένες των σημείων, οπότε θα έχουμε να λύσουμε ένα σύστημα  

    3χ3 . 

 

 

    

    Μ3: Για να βρούμε την εξίσωση μιας εφαπτομένης (ε) στη γραφική  

    παράσταση (C) ενός κύκλου που σχηματίζει γνωστή γωνία με δοσμένη  

    ευθεία (η), τότε : 

     

    α) Από την γνωστή γωνία (η,ε) υπολογίζουμε αρχικά το λ ε  από τον  

    λη ( αν ορίζεται).Έτσι: 

      i) Αν (ε) // (η)  <==>  λε=λη. 

    ii)  Αν (ε) +  (η)  <==>  λε.λη = -1 . 

                                                      λε-λη 

    iii) Αν (η,ε) = φ  <==>  εφ φ = ------      <==>  λε=γνωστό    

                                                   1+λε.λη 

    οπότε είναι (ε): ψ=λχ+ κ και απομένει να υπολογίσουμε ακόμη το κ. 

 

    β) Ο υπολογισμός του κεR γίνεται από την ισοδυναμία  

 

    Η (ε) εφάπτεται του κύκλου (C), αν και μόνο αν , η απόσταση του  

    κέντρου του κύκλου από την (ε) είναι ίση με την ακτίνα του κύκλου 

    ή από την σχέση  

 

    Το σύστημα των εξισώσεων του κύκλου (C) και της ευθείες (ε),  
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    πρέπει να έχει διπλή ρίζα . 

 

     

    Μ4: Για να βρούμε τις εφαπτόμενες ΡΑ,ΡΒ που φέρνουμε από  

    εξωτερικό σημείο Ρ(ξ,η) σε κύκλο (C): (χ-α)²+(ψ-β)²=R²  ή 

    την γωνία (ΡΑ,ΡΒ) , εργαζόμαστε όπως παρακάτω: 

 

    1ος τρόπος: 

 

    α) Παίρνουμε τις ευθείες που διέρχονται από το Ρ(ξ,η) που είναι  

    οι  χ = ξ ,  ψ-η = λ(χ-ξ) ,λεR. 

    β) Εξετάζουμε αν η ευθεία  (ε): χ = ξ εφάπτεται στο κύκλο (C)  

     

    δηλαδή αν το σύστημα Σ1:         χ = ξ 

                                 (χ-α)²+(ψ-β)²=R² 

    έχει διπλή λύση στο R². 

 

    ή ισοδύναμα , αν το κέντρο Λ(α,β) του κύκλου έχει την ιδιότητα 

    d(Λ,ε) = R. 

 

    γ) Παίρνουμε το σύστημα Σ2:   ψ = λχ - (λξ-η) 

 

                                   (χ-α)²+(ψ-β)²= R² 

 

    και η αντικατάσταση της 1ης στην 2η εξίσωση μας δίνει μια τρίτη  

    εξίσωση η οποία πρέπει να έχει Δ = 0 (1) 

    Η εξίσωση (1) είναι εξίσωση με άγνωστο λ που είναι τα ζητούμε να  

    λΡΑ και λΡΒ. 

 

    Είναι φανερό ότι , αν διαπιστωθεί ότι η ευθεία με εξίσωση χ = ξ  

    είναι εφαπτομένη του (C), τότε η (1) είναι πρωτοβάθμια εξίσωση ως  

    προς λ. 

 

    δ) Στη συνέχεια βρίσκουμε τις εξισώσεις των ΡΑ,ΡΒ ή την γωνία  

    (ΡΑ,ΡΒ). 

 

     

    2ος τρόπος. 

 

    α) Το α) του πρώτου τρόπου. 

    β) Οι συντελεστές διεύθυνσης των ευθειών (ε): ψ -η = λ(χ-ξ)  <==> 

 

       (ε): λχ - ψ + (η-λξ) = 0 που εφάπτονται στον (C),  
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    προσδιορίζονται από την σχέση  d(Λ,ε) =R με Λ(α,β) το κέντρο του  

    κύκλου. 

    γ) Το δ) του πρώτου τρόπου. 

 

 

    Μ5: Για να βρούμε τις κοινές εφαπτόμενες των κύκλων  

    (C1): χ²+ψ²+Α1χ+Β1ψ+Γ1=0, (C): χ²+ψ²+Α2χ+Β2ψ+Γ2=0, 

    εργαζόμαστε όπως παρακάτω: 

 

    1ος τρόπος. 

 

    α) Βρίσκουμε τα κάντρα και υπολογίζουμε τις ακτίνες των δύο  

    κύκλων. Είναι: 

                         Α1  Β1            1 

    (C1):    Κ( - -- , - -- )     R= -  Α Β -4Γ2 2

11 1   

                        2      2             2 

 

                         Α2  Β2              1 

    (C2):     Λ( - -- , - -- )      ρ = -   Α Β -4Γ2 2

22 2   

                          2     2             2 

 

 

 

    β) Βρίσκουμε τις κατακόρυφες εφαπτόμενες των δύο κύκλων που είναι 

                                   Α1 

    για τον (C1):  χ = - --      ±        R 

                                   2 

                                  Α2 

        τον (C2):  χ = - --        ±        ρ 

                                  2 

 

      Βρίσκουμε , αν υπάρχει , την κοινή εφαπτομένη των (C1),(C2)  

    δηλαδή την κοινή εφαπτομένη των (C1), (C2) της οποίας δεν  

    ορίζεται ο συντελεστής διεύθυνσης. 

 

    γ) Για να βρούμε τις κοινές εφαπτόμενες της μορφής (ε): ψ = λχ + β 

      με λεR, παίρνουμε τα συστήματα : 

 

 

      Σ1:  (ε) και (C1)      Σ2:  (ε) και (C2) 
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    Πρέπει το καθένα από τα Σ1 , Σ2 να έχει διπλή ρίζα. Από τον  

    μηδενισμό των διακρινουσών των δευτεροβαθμίων εξισώσεων που θα  

    προκύψουν, θα έχουμε  σύστημα ως προς λ,β που από τις πραγματικές  

    λύσεις τους , θα βρούμε τις εξισώσεις των κοινών εφαπτόμενων στους  

    (C1),(C2). 

 

    2ος τρόπος. 

 

    Στο ίδιο σύστημα με αγνώστους λ, β θα φτάναμε , αν παίρναμε  

    d(Κ,ε)= R και d(Λ,ε) = R. 

 

    Παρατήρηση: 

 

    Ο διαχωρισμός των εσωτερικών από τις εξωτερικές εφαπτόμενες  

    γίνεται με βάση την σχέση " Τα κέντρα των περιφερειών βρίσκονται  

    σε διαφορετικά ημιεπίπεδα σε σχέση με την κοινή εσωτερική  

    εφαπτομένη και στο ίδιο ημιεπίπεδο σε σχέση με την εξωτερική κοινή  

    εφαπτομένη". 

 

    Μ6:Για να λύσουμε προβλήματα στα οποία ζητούμε την απόσταση του  

    Ρ(ξ,η) εκτός κύκλου από μία χορδή ΑΒ με Α,Β σημεία του κύκλου ή το 

    εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΡ, κάνουμε τα παρακάτω: 

 

    α) Φέρνουμε τις εφαπτόμενες ΡΑ,ΡΒ όπου Α,Β είναι τα σημεία τομής  

    των εφαπτόμενων με τον κύκλο (C) που έχει εξίσωση 

    (χ-α)²+(ψ-β)² = R². 

 

    β) Υπολογίζουμε την εξίσωση της ΑΒ. Είναι: 

 

       Α(χ1,ψ1), Β(χ2,ψ2)  οπότε: 

 

     (ε1): (χ1-α)(χ-α)+(ψ1-β)(ψ-β) = R² 

 

     (ε2): (χ2-α)(χ-α)+(ψ2-β)(ψ-β) = R² 

 

    και επειδή  Ρ(ξ,η) είναι σημείο των (ε1),(ε2) θα τις επαληθεύει, 

    οπότε  ΑΒ θα είναι η (χ-α)(ξ-α) + (ψ-β)(η-β) = R²  γιατί η εξίσωση  

    αυτή επαληθεύεται από τις συντεταγμένες των Α,Β. 

 

    γ) Υπολογίζουμε την απόσταση του Ρ από την ΑΒ ή ακόμη και το  

    εμβαδόν του ΡΑΒ τριγώνου αφού βρέθηκαν οι συντεταγμένες των Α,Β. 
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    Μ7: Για να δείξουμε ότι ένας μεταβλητός κύκλος διέρχεται από ένα ή  

    δύο σταθερά σημεία , αρκεί να πάρουμε την εξίσωση του κύκλου να  

    επαληθεύεται από τις συντεταγμένες του σταθερού σημείου Ρ(χο,ψο) 

    για κάθε τιμή  της παραμέτρου που υπάρχει στην εξίσωση του κύκλου  

    , οπότε φτάνουμε σε μηδενικό πολυώνυμο που από τον μηδενισμό των  

    συντελεστών του , έχουμε το ζητούμενο. 

 

    Μ8: Για να βρούμε την εξίσωση ενός κύκλου C και είναι γνωστό ότι  

    εφάπτεται σε μία γνωστή ευθεία (ε), τότε θεωρούμε την εξίσωση του  

    κύκλου στη μορφή (χ-χο)²+(ψ-ψο)²=ρ² .Στην συνέχεια χρησιμοποιούμε  

    τη σχέση d(Κ,ε)= ρ . 

 

        Μ9: Η σχετική θέση ευθείας ε και κύκλου C, μπορεί να βρεθεί και με  

    την απόσταση του κέντρου Κ του κύκλου από  την ε . Συγκεκριμένα: 

 

    α) Αν d(Κ,ε) > ρ, τότε η ε δεν τέμνει τον κύκλο. 

    β) Αν d(Κ,ε) = ρ, τότε η ε εφάπτεται στον κύκλο. 

    γ) Αν d(Κ,ε) < ρ, τότε η ε τέμνει τον κύκλο σε δύο σημεία. 

 

     

    Μ10: Οι σχετικές θέσεις δύο κύκλων C1,C2 με κέντρα Κ1,Κ2 και  

    ακτίνες ρ1,ρ2 αντίστοιχα, βρίσκεται ως εξής: 

 

    α) Αν ρ1+ρ2<d(Κ1,Κ2), τότε ο ένας είναι έξω από τον άλλο. 

 

    β) Αν ρ1+ρ2=d(Κ1,Κ2), τότε εφάπτονται εξωτερικά. 

 

    γ) Αν |ρ1-ρ2|<d(Κ1,Κ2)<ρ1+ρ2,τότε έχουν 2 κοινά σημεία. 

 

    δ) Αν |ρ1-ρ2|=d(Κ1,Κ2),τότε εφάπτονται εσωτερικά. 

 

    ε) Αν !ρ1-ρ2|>d(Κ1,Κ2),τότε ο ένας βρίσκεται μέσα στον άλλο. 

 

 

    Μ11: Συχνά στις κωνικές τομές έχουμε να λύσουμε ένα πρόβλημα  

    εύρεσης εξίσωσης εφαπτομένης . 

    Αν θέλουμε να βρούμε την εξίσωση εφαπτομένης ε ενός κύκλου C  

    ( με γνωστή εξίσωση) και έτσι ώστε η ε να ικανοποιεί κάποια  

    προϋπόθεση, τότε εργαζόμαστε όπως παρακάτω: 

 

    Έστω Α(χ1,ψ1) το σημείο επαφής της ε με τον C , οπότε γράφουμε την  

    εξίσωση της ε και πρέπει να προσδιορίσουμε τα χ1 και ψ1. 
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    Οι συντεταγμένες του Α πρέπει να επαληθεύουν την εξίσωση του C,  

    οπότε προκύπτει εξίσωση (1). 

 

    Από την προϋπόθεση που έχουμε για την ε ( π.χ. παράλληλη ή κάθετη  

    σε ευθεία δ, διέρχεται από κάποιο σημείο) προκύπτει εξίσωση (2). 

 

    Το σύστημα (1) και (2) δίνει τις τιμές των χ1 και ψ1. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

1.Δίνεται ο κύκλος  C: χ
2
+ψ

2
 = 5 . 

   α ) Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτόμενων στο σημείο Α(3,1 ) 

    β ) Να αποδειχθεί ότι οι παραπάνω εφαπτόμενες είναι κάθετες. 

 

2.Δίνονται οι κύκλοι C1 : (χ-2)
2
+(ψ-3)

2
 = 25 και C2  : χ

2
+(ψ+1)

2
 = 9 . 

   α ) Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης ε του κύκλου C1 στο σημείο Α(5,-1) 

    β) Να αποδειχθεί ότι η ε εφάπτεται και του C2 

 

3.Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ του επιπέδου από τα οποία οι εφαπτόμενες   

    προς    τον κύκλο  C: χ
2
+ψ

2
 = ρ

2
 

 

4.  Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ του επιπέδου των οποίων ο λόγος των  

     αποστάσεων  από τα σημεία Α(-3,0) και Β(3,0) είναι σταθερός και ίσος με 2. 

 

5.  Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των μέσων Μ των χορδών του κύκλου του επιπέδου  

      C: χ
2
+ψ

2
 = 25 που διέρχονται από το σημείο Α(2,4). 

 

 

 6    Έστω κύκλος χ
2
+ψ

2
=2 και Ρ(4,6). 

     ι) Από το Ρ φέρνουμε εφαπτόμενες ΡΑ και ΡΒ στον κύκλο. Να 

       βρεθεί η εξίσωση της ευθείας ΑΒ. 

    ιι) Να βρεθεί η εξίσωση εφαπτομένης του παραπάνω κύκλου που 

       σχηματίζει με τους άξονες ισοσκελές τρίγωνο με κορυφή το 

       σημείο Ο(0,0). 

 

 

 

   7. Έστω κύκλος χ
2
+ψ

2
=9 και Ρ(5,-7). 

     ι) Από το Ρ φέρνουμε εφαπτόμενες ΡΑ και ΡΒ στον κύκλο. Να 

       βρεθεί η εξίσωση της ευθείας ΑΒ. 

    ιι) Να βρεθεί το εμβαδόν του τριγώνου ΡΑΒ. 
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  8 . α ) Δίνεται κύκλος κέντρου Κ(χο,ψο) και ακτίνας ρ. Να δειχθεί ότι η 

           εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου είναι: 

            (χ-χο)(χ1-χο)+(ψ-ψο)(ψ1-ψο)=ρ
2
. 

      β) Δίνονται οι ευθείες με εξισώσεις (ε1): 3χ+4ψ=7 και (ε2):12χ+5ψ=8. 

           Επίσης σημείο Α(1,1) της (ε1). Να βρεθούν οι εξισώσεις των κύκλων που  

           διέρχονται από το Α  και εφάπτονται στις ευθείες (ε1) και (ε2). 

         

   9  Δίνεται ο κύκλος (χ+2)²+(ψ-3)²=4 και η ευθεία ε 3χ+4ψ+λ=0 

     α)Να αποδείξετε ότι υπάρχουν δυο τιμές του λ για τις οποίες 

      η ε εφάπτεται στον C. 

     β) Για την θετική τιμή του λ που βρήκατε παραπάνω, να βρείτε το σημείο 

      επαφής της ε με τον C. 

 

                                 

 

     10 .Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου  

           i) ο οποίος εφάπτεται της ευθείας ε: χ+ψ-5=0 στο σημείο Α(6,-1)  

               και διέρχεται από το σημείο Β(6,1). 

           ii) ο οποίος εφάπτεται των ημιαξόνων Οχ και Οψ και διέρχεται από  

                το σημείο Α(1,2). 

 

 

 

  11.Από το σημείο Μ(-3,-8) φέρνουμε τις εφαπτόμενες στον κύκλο C: 

    χ²+ψ²+8χ+2ψ-8=0 και έστω Α,Β τα σημεία επαφής. 

    ι) Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτόμενων αυτών. 

    ii) Να βρείτε το μήκος των ΜΑ και ΜΒ. 

    iii)Αν Κ είναι το κέντρο του κύκλου Ψ, να αποδείξετε ότι η ευθεία  

    ΜΚ είναι μεσοκάθετη του ΑΒ. 

 

  

    12.Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου  

     i) ο οποίος εφάπτεται της ευθείας ε: χ+ψ-5=0 στο σημείο Α(6,-1)  

     και διέρχεται από το σημείο Β(6,1). 

     ii) ο οποίος εφάπτεται των ημιαξόνων Οχ και Οψ και διέρχεται από  

     το σημείο Α(1,2). 
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ΕΝΟΤΗΤΑ 2
η
 

                                 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παραβολή
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΘΕΩΡΙΑΣ 

 
1.Τι ονομάζεται παραβολή με εστία το σημείο Ε και διευθετούσα την ευθεία δ; 

 

2.  Τι λέγεται κορυφή της παραβολής; 

 

3.  Ποια είναι η διαδικασία για να βρούμε ένα σημείο της παραβολής; 

4.  Ποια είναι η εξίσωση της παραβολής με εστία το σημείο Ε( 
p

2
, 0 ) και διευθετούσα την 

ευθεία  χ = - 
p

2
; 

5.  Ποια είναι η εξίσωση της παραβολής με εστία το σημείο Ε( 0,
p

2
 ) και διευθετούσα την 

ευθεία  ψ = - 
p

2
; 

6.  Ποιες είναι οι ιδιότητες της παραβολής; 

 

7.  Ποια είναι η εξίσωση της παραβολής ψ
2
 = 2ρχ σε ένα σημείο της Μ(χ1,ψ1); 

 

8.  Ποια είναι η εξίσωση της παραβολής χ
2
 = 2ρψ σε ένα σημείο της Μ(χ1,ψ1); 

 

9.  Ποια είναι η ανακλαστική ιδιότητα της παραβολής; 

 

 

 

 

 

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 

 
 

 

 M12: Για να βρούμε την εξίσωση της παραβολής, αρκεί να βρούμε τον  

    ρεR. Αν είναι γνωστή η εστία και η διευθετούσα μιας παραβολής , η  

    εξίσωση της μπορεί να βρεθεί άμεσα με βάση τον ορισμό της  

    παραβολής. Ισχύει d(Ε,δ)=ρ  και d(Κ,δ)=d(Κ,Ε). 

 

     

    Μ13: Για να βρούμε  

 

    α) την εξίσωση της ευθείας ΑΒ με Α,Β σημεία της παραβολής (C): 
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       ψ² =2ρχ και ΜΑ, ΜΒ τα εφαπτόμενα τμήματα από το σημείο Μ(ξ,η) 

 

    β) τα σημεία Α,Β 

 

    γ) την απόσταση του Μ από την ΑΒ και 

 

    δ) το εμβαδόν του τριγώνου ΜΑΒ, 

 

    εργαζόμαστε όπως παρακάτω: 

 

    1) Υποθέτουμε ότι Α(χ1,ψ1) και Β(χ2,ψ2) , οπότε 

 

    (ε1): ΜΑ : ψψ1ρ(χ+χ1) 

                                  και επειδή  Με(ε1), Με(ε2) 

    (ε2): ΜΒ : ψψ2=ρ(χ+χ2) 

 

              η.ψ1=ρ(ξ+χ1) 

    έχουμε  :                   οπότε  ΑΒ: η.ψ = ρ(χ+ξ). 

              η.ψ2=ρ(ξ+χ2) 

 

    2) Τα σημεία Α,Β βρίσκονται σαν τομές της ΑΒ με την (C). 

 

3)  Η d(Μ,ΑΒ) δίνεται από τον τύπο της απόστασης σημείου από ευθεία  και 

 

    4) Το εμβαδόν του τριγώνου ΜΑΒ από τον τύπο του εμβαδού τριγώνου με  

    γνωστές τις συντεταγμένες των κορυφών Μ,Α,Β. 

 

 

    Μ14: Για να βρούμε την εξίσωση της εφαπτομένης (ε) της παραβολής  

    (C): ψ²=2ρχ με γνωστό τον λε, τότε γράφουμε την (ε) στην μορφή  

    (ε): ψ=λχ+κ, οπότε από την σχέση ρ - 2λκ = 0 , προσδιορίζουμε το  

    κεR, οπότε και την (ε). 

 

     

    Μ15: Για να βρούμε 

     

    α) τις εξισώσεις των εφαπτόμενων ΜΑ,ΜΒ από ένα  σημείο Μ(ξ,η) προς 

     την παραβολή (C): ψ²=2ρχ  ή 

 

    β) την γωνία  (ΜΑ,ΜΒ), 

 

    εργαζόμαστε όπως παρακάτω: 
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    1) Παίρνουμε τις γενικές ευθείες που διέρχονται από το Μ(ξ,η)  

    δηλαδή τις ευθείες  χ = ξ  και  ψ -η = λ(χ-ξ) , λεR. 

 

    2) Εξετάζουμε αν η ευθεία χ = ξ εφάπτεται στην παραβολή (C) ,  

    δηλαδή αν το σύστημα  χ = ξ  και ψ² = 2ρχ  έχει διπλή ρίζα στο R. 

 

    3) Απαιτούμε η ευθεία (ε): ψ-η=λ(χ-ξ) <==> ψ = λχ-(λξ-η) να  

    εφάπτεται στη (C)  οπότε ρ-2λ -(λξ-η) = 0 , απ' όπου προσδιορίζουμε  

    το λεR, οπότε προσδιορίζεται η (ε). 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

1.Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της παραβολής  χ
2
 = 4 ψ  σε κάθε μία από τις  

    παρακάτω περιπτώσεις: 

    α) Όταν είναι παράλληλη στην ευθεία ψ = χ+1 

     β) Όταν είναι κάθετη στην ψ = -2χ 

     γ) Όταν διέρχεται από το σημείο Α(0,-1) 

 

2.Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες της παραβολής χ
2
 = 4ψ στα σημεία Α(4,4) και Β(-1, 

1

4
) 

   τέμνονται κάθετα και μάλιστα πάνω στην διευθετούσα της παραβολής. 

 

3.  Να αποδειχθεί ότι ο κύκλος C: (χ-3)
2
+ψ

2
 = 8 εφάπτεται της παραβολής  C1: ψ

2
 = 4χ ,δηλαδή     

     έχουν τις ίδιες εφαπτόμενες στα κοινά τους σημεία. 

 

4.Να βρεθεί η παράμετρος p της παραβολής  y
2
 = 2px  που εφάπτεται της ευθείες  ψ = χ+1. 

 

5.Δίνονται  οι παραβολές C1 : ψ 
2
 = 2ρχ  και C2: χ

2
 = 2ρψ 

   α ) Να αποδείξετε ότι τέμνονται στα σημεία Ο(0,0) και Α(2ρ,2ρ) 

   β) Αν οι εφαπτόμενες των C1 και C2  στο Α τέμνουν τις C2 και C1 στα σημεία Β και Γ  

        αντίστοιχα  , να αποδείξετε ότι η ΒΓ είναι κοινή εφαπτομένη στις C1 και C2. 

 

   6  Δίνεται η παραβολή με εξίσωση ψ
2
=2ρχ και η εφαπτομένη της στο σημείο 

       Μ1(χ1,ψ1)  (0,0). Αν η εφαπτομένη αυτή τέμνει τον άξονα ψ'ψ στο 

       σημείο Α, να αποδείξετε ότι η γωνία  ΕΑΜ1 είναι ορθή.(Ε εστία). 

       

    7  Έστω η παραβολή ψ
2
=2ρχ  και (ε) η εφαπτομένη της στο σημείο 

       Μ(χο,ψο), που συναντά τον άξονα χ'χ στο Ν και τη διευθετούσα στο Κ. 

       1) Να δειχθεί ότι το τρίγωνο ΜΕΝ είναι ισοσκελές. 

       2) Να δειχθεί ότι η γωνία ΜΕΚ είναι ορθή. 

 

 

    8. Έστω η παραβολή C: ψ²=2pχ και η εφαπτομένη της ε σε ένα σημείο  

       Α(χ1,ψ1) αυτής η οποία τέμνει τον άξονα χ'χ στο Β και τον άξονα  

        ψ'ψ στο Κ. Έστω επιπλέον Γ το σημείο τομής της ευθείας ΕΚ με την  

        διευθετούσα της C. 

        i) Να βρείτε τις συντεταγμένες των Β και Κ και να αποδείξετε ότι  

            το Κ είναι μέσο του ΑΒ. 

        ii) Να βρείτε τις συντεταγμένες του Γ και να αποδείξετε ότι το Κ  

             είναι μέσο και του ΕΓ. 

        iii) Να αποδείξετε ότι ΑΒ + ΕΓ . 
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  9.  Έστω η παραβολή C: ψ²=2pχ και η εφαπτομένη της σε ένα σημείο  

    Α(χ1,ψ1) αυτής, η οποία τέμνει τη διευθετούσα της παραβολής στο  

    σημείο Β. 

    i)Να βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων Α και Β ως συνάρτηση των  

    p και ψ1. 

    ii) Να αποδείξετε ότι ΑΕΒ = 90°. 

     

 10.α ) Να βρείτε την εξίσωση της παραβολής που έχει εστία Ε(2,5/4)και  

           διευθετούσα δ:ψ=3/4  (Υπόδειξη  d(M,E)=d(M,δ) ) 

      β ) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της παραπάνω παραβολής η 

           οποία είναι κάθετη στην ευθεία χ+2ψ-3=0 

 

 11. Έστω η παραβολή C:ψ²=2pχ και η εφαπτομένη της ε σε ένα σημείο  

    Α(χ1,ψ1) αυτής. Αν η ευθεία ΑΟ τέμνει την διευθετούσα της  

    παραβολής στο σημείο Β, να αποδείξετε ότι ΒΕ//ε. 

 

 12. Έστω η παραβολή C: ψ²=2pχ και η εφαπτομένη της ε σε ένα σημείο  

    Α(χ1,ψ1 ) αυτής η οποία τέμνει τον άξονα χ'χ στο Β και τον άξονα  

    ψ'ψ στο Κ. Έστω επιπλέον Γ το σημείο τομής της ευθείας ΕΚ με την  

    διευθετούσα της C. 

    i) Να βρείτε τις συντεταγμένες των Β και Κ και να αποδείξετε ότι  

    το Κ είναι μέσο του ΑΒ. 

    ii) Να βρείτε τις συντεταγμένες του Γ και να αποδείξετε ότι το Κ  

    είναι μέσο και του ΕΓ. 

    iii) Να αποδείξετε ότι ΑΒ + ΕΓ . 

    

13.  Έστω η παραβολή C: ψ²=2pχ και οι ε1 ,ε2 εφαπτόμενες της C από  

    ένα σημείο Α(χο,ψο) εκτός αυτής. Αν ε είναι η ευθεία που διέρχεται  

    από τα σημεία επαφής των ε1,ε2, με την C να αποδείξετε ότι: 

    i) η ευθεία έχει εξίσωση ψψο=p(χ+χο) 

    ii)η ευθεία ε διέρχεται από την εστία αν και μόνο αν το σημείο Α  

    βρίσκεται στην διευθετούσα της παραβολής. 

    iii) αν το σημείο Α ανήκει στην διευθετούσα της παραβολής , τότε  

    οι εφαπτόμενες ε1,ε2 είναι κάθετες. 

   

  

14. Έστω η παραβολή  y
2
=2ρχ, ρ>0. Από σημείο Κ φέρνουμε τις ΚΜ,ΚΜ' εφαπτό- 

      μενες στην παραβολή. Αν Ε είναι η εστία της παραβολής να δειχθεί ότι: 

   

                    ¦ΚΜ¦
2
   ¦ΕΜ¦ 

                   ------- = ------  . 
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                    ¦ΚΜ'¦
2
  ¦ΕΜ'¦ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΕΝΟΤΗΤΑ 3
η
 

 

 

Έλλειψη
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΘΕΩΡΙΑΣ 

 
1.  Τι ονομάζεται έλλειψη με εστίες τα σημεία Ε και Ε΄; 

2.  Τι λέγεται εστιακή απόσταση; 

3.  Πότε ένα σημείο Μ του επιπέδου είναι σημείο έλλειψης; 

4.  Πότε η έλλειψη με εστίες τα σημεία Ε και Ε΄ γίνεται κύκλος με κέντρο Ε και ακτίνα α; 

5.  Ποια είναι η διαδικασία για να βρούμε ένα σημείο της έλλειψης; 

6.  Ποιος είναι ο πρακτικός τρόπος σχεδιασμού της έλλειψης; 

7.  Ποια είναι η εξίσωση της έλλειψης; 

8.  Ποιες είναι οι ιδιότητες της έλλειψης; 

9.  Τι ονομάζεται εκκεντρότητα της έλλειψης; 

10. Ποια είναι η εξίσωση της εφαπτομένης της έλλειψης σε ένα σημείο της Μ(χ1,ψ1); 

11. Ποια είναι η ανακλαστική ιδιότητα της έλλειψης; 

12. Τι λέγεται λιθοτριψία; 

 

 

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 

 

 
     

    M16: Για  να βρούμε την εξίσωση μιας έλλειψης, πρέπει να  

    προσδιορίσουμε το κέντρο της Ο'(χο,ψο), την διεύθυνση των αξόνων  

    συμμετρίας της και τους θετικούς πραγματικούς αριθμούς α,β . 

    Ισχύει  2γ = ΕΕ'  , 2α = ΑΑ'  και  β= α β2 2  

 

 

    Μ17: Για να βρούμε την εξίσωση της ευθείας ΑΒ με Α,Β σημεία της  

    έλλειψης  και ΡΑ,ΡΒ τα εφαπτόμενα τμήματα από σημείο Ρ(ξ,η) στην  

                            χ²   ψ² 

    έλλειψη (C):  -- + -- = 1 

                          α²   β² 

 

    εργαζόμαστε όπως παρακάτω; 

                                                                    χχ1   ψψ1 

    α) Παίρνουμε την εξίσωση   (ε1): ΡΑ:    --- + --- =  1  (1) 

                                                                     α²    β² 

                                                       χχ2   ψψ2 

                      και την  (ε2): ΡΒ:     --- + --- = 1  (2) 

                                                         α²    β² 
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    β) Επειδή Ρε(ε1), Ρε(ε2) , οι (1),(2) γίνονται: 

 

         ξχ1   ηψ1            ξχ2   ηψ2 

         --- + --- = 1   και  --- + --- = 1 

          α²    β²                 α²    β² 

        

       που επαληθεύονται από τα σημεία  Α(χ1,ψ1) και Β(χ2,ψ2). 

                                 ξχ   ηψ 

    γ) Άρα    η  ΑΒ  :  -- + -- = 1 

                                 α²   β² 

 

    Μ18: Για να βρούμε 

 

    α) τις εξισώσεις των ευθειών ΡΑ,ΡΒ που φέρονται  

    από εξωτερικό σημείο Ρ της έλλειψης  

             χ²   ψ² 

    (C):  -- + -- = 1  προς την (C) με Α,Β ε (C)  

            α²   β² 

 

    β) την γωνία των δύο εφαπτόμενων ΡΑ,ΡΒ δηλαδή (ΡΑ,ΡΒ), 

 

    εργαζόμαστε όπως παρακάτω: 

 

    1) Βρίσκουμε τις εξισώσεις των ΡΑ,ΡΒ από την M17  που είναι 

 

       χχ1   ψψ1              χχ2   ψψ2 

       --- + --- = 1   και  --- + --- = 1 

       α²    β²                   α²    β² 

 

    2) Βρίσκουμε την γωνία (ΡΑ,ΡΒ) με βάση τον τύπο της γωνίας δύο  

    ευθειών. 

 

 

 

    Μ19: Για να βρούμε την εξίσωση της εφαπτομένης της έλλειψης (C)  

    που έχει γνωστό συντελεστή διεύθυνσης ή προσδιορίσιμο, τότε  

    γράφουμε την (ε) στην ανηγμένη της μορφής  ψ = λχ + κ , οπότε από  

    την συνθήκη  α²λ²+β²=κ² προσδιορίζουμε το κεR και στη συνέχεια την  

    (ε). 

 

    Μ20: Για να υπολογίσουμε την απόσταση ενός σημείου Μ(χο,ψο) 

    από την εστία Ε ή Ε', χρησιμοποιούμε τις εκφράσεις: 

    d(Μ,Ε) = α- ε.χο   και d(Μ,Ε') = α+ε.χο. 
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    Μ21: Για να απλοποιήσουμε ένα πρόβλημα από πλευράς λογισμού,  

                                                                                    χ²   ψ² 

    εκφράζουμε το τυχαίο Μ(χο,ψο) της έλλειψης      -- + -- = 1 

                                                                                    α²   β² 

    με τις συντεταγμένες Μ(α.συνt, β.ημt) , tεR γιατί το Μ ικανοποιεί  

    την έλλειψη. 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 
 

1.Να εγγράψετε την έλλειψη  4χ
2
 + ψ 

2
 = 4  σε τετράγωνο ΑΒΓΔ με πλευρές παράλληλες προς    

    τους άξονες χχ΄ και ψψ΄. 

 

2.Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες μιας έλλειψης στα άκρα μιας διαμέτρου της  είναι  

     παράλληλες. 

 

3.Να αποδείξετε ότι το σημείο  Μ (   
α(1-τ

τ
 
2βτ

1+τ

2

2 2

)
,

1
) ανήκει στην έλλειψη  

χ

α

ψ

β

2

2

2

2
  = 1 , 

   για όλες τις τιμές του τεIR. 

 

4.Να αποδείξετε ότι το σημείο τομής  των ευθειών  

 

    ε1 : αψ = λβ(α+χ)  και  ε2 : λαψ = β(α-χ) 

     

     ανήκει στην έλλειψη    
χ

α

ψ

β

2

2

2

2
  = 1 . 

  

                                      χ
2
    ψ

2
 

5.      Έστω η έλλειψη   -- +  -- = 1  και σημείο Ρ(5,-6). 

                                      4     9 

      1) Να βρεθεί η εφαπτομένη που είναι παράλληλη στην ευθεία ψ=2χ+5. 

      2) Από το Ρ φέρνουμε τις εφαπτόμενες στην έλλειψη ΡΑ,ΡΒ. 

         ι) Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας ΑΒ 

        ιι) Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτόμενων ΡΑ,ΡΒ. 

     

                                        χ
2
     ψ2 

6.    Έστω η έλλειψη     ---- + ---- = 1 

                                       16      9 

      ι) Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης που είναι παράλληλη στην ευθεία  

        ψ=-χ+4. 

     ιι) Από σημείο Ρ(5,8) φέρνουμε εφαπτόμενες ΡΑ,ΡΒ στην έλλειψη (Α,Β είναι 

         τα σημεία επαφής). 

        1) Να βρεθεί η εξίσωση της ΑΒ και η  d(Ρ,ΑΒ). 

        2) Να βρεθεί το εμβαδόν του τριγώνου ΡΑΒ. 

 

7    Να αποδειχθεί ότι το γινόμενο των αποστάσεων των εστιών Ε1 και Ε2  μίας έλλειψης   

        από μία εφαπτομένη της είναι σταθερό. 
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                                                           χ²   y² 

   8. Να αποδείξετε ότι η έλλειψη C: -- + -- = 1 με α>β είναι ο  

                                                          α²   β² 

     γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ(χ,y) του επιπέδου των οποίων ο  

      

     λόγος των αποστάσεων από την εστία Ε(γ,0) και την ευθεία 

                   α² 

     δ: χ= -   -       είναι ίσος με την εκκεντρότητα ε της C. Ομοίως για την  

                  γ 

                                                                   α² 

     εστία Ε'(-γ,0) και την ευθεία  δ': χ = -  -- . 

                                                                   γ    

     

 

   9.Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτόμενων της έλλειψης  4χ²+9ψ²=36, 

 

     οι οποίες είναι παράλληλες προς την ευθεία  2χ-ψ+1=0 

 

 

                                                                                   χ²   y² 

10.     Έστω ε και ε' οι εφαπτόμενες της έλλειψης C: -- + -- = 1 

                                                                                   α²   β² 

 

    στις κορυφές της Α και Α'. Αν Γ και Γ' είναι τα σημεία στα οποία  

    μία τρίτη εφαπτομένη της C τέμνει τις ε και ε' αντίστοιχα , να  

     

    αποδείξετε ότι  ΓΕΓ' = ΓΕ'Γ' = 90°. 

 

 

 11    Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτόμενων της έλλειψης  

    C:4χ²+ψ²=20 οι οποίες  

    i) είναι παράλληλες προς την ευθεία ε:4χ+ψ=0 

    ii) είναι κάθετες στην ευθεία ε: χ+4ψ+12=0 

    iii) διέρχονται από το σημείο Α(0,10). 

                                           

     

    12. Αν d,d' είναι οι αποστάσεις των εστιών Ε,Ε' της έλλειψης C: 

     

     χ²    y² 

    -- + -- = 1   από μία εφαπτομένη της , να αποδείξετε ότι d.d' = β² 

     α²   β² 
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ΕΝΟΤΗΤΑ 4
η
 

 

 

 
Υπερβολή                                      
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΘΕΩΡΙΑΣ 
 

1.  Τι ονομάζεται υπερβολή με εστίες τα σημεία Ε και Ε΄; 

2.  Τι λέγεται εστιακή απόσταση; 

3.  Πότε ένα σημείο Μ του επιπέδου είναι σημείο έλλειψης; 

4.  Ποια είναι η διαδικασία για να βρούμε ένα σημείο της έλλειψης; 

5.  Ποια είναι η εξίσωση της υπερβολής; 

6.  Τι λέγεται ισοσκελής υπερβολή; 

7.  Ποιες είναι οι ιδιότητες της υπερβολής; 

8.  Ποιες είναι οι ασύμπτωτες της υπερβολής; 

9.  Τι λέγεται ορθογώνιο βάσης της υπερβολής; 

10. Ποιος είναι ο μνημονικός κανόνας για να βρίσκουμε τις ασύμπτωτες μιας υπερβολής;  

11. Τι ονομάζεται εκκεντρότητα της υπερβολής; 

12. Τι λέγονται συζυγείς υπερβολές; 

13. Ποια είναι η εξίσωση της εφαπτομένης της υπερβολής σε ένα σημείο της Μ(χ1,ψ1); 

14. Ποια είναι η ανακλαστική ιδιότητα της υπερβολής; 

 

 

 

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 
 

 

 

    M22: Για  να βρούμε την εξίσωση μιας υπερβολής, πρέπει να  

    προσδιορίσουμε το κέντρο της Ο'(χο,ψο), την διεύθυνση των αξόνων  

    συμμετρίας της και τους θετικούς πραγματικούς αριθμούς α,β . 

    Ισχύει  2γ = ΕΕ'    και  β= γ α2 2  

 

    Μ23: Για να βρούμε την εξίσωση της ευθείας ΑΒ με Α,Β σημεία της  

    υπερβολής και ΡΑ,ΡΒ τα εφαπτόμενα τμήματα από σημείο Ρ(ξ,η) στην  

                             χ²   ψ² 

    υπερβολή (C):  -- - -- = 1 

                            α²   β² 

 

    εργαζόμαστε όπως παρακάτω; 

                                                                    χχ1   ψψ1 

    α) Παίρνουμε την εξίσωση   (ε1): ΡΑ:    --- - --- =  1  (1) 

                                                                    α²    β² 

                                                                   χχ2   ψψ2 

                                    και την  (ε2): ΡΒ:     --- - --- = 1  (2) 

                                                                    α²    β² 
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    β) Επειδή Ρε(ε1), Ρε(ε2) , οι (1),(2) γίνονται: 

 

         ξχ1   ηψ1            ξχ2   ηψ2 

         --- - --- = 1   και  --- - --- = 1 

         α²    β²                 α²    β² 

        

       που επαληθεύονται από τα σημεία  Α(χ1,ψ1) και Β(χ2,ψ2). 

                                 ξχ   ηψ 

    γ) Άρα    η  ΑΒ  :  -- - -- = 1 

                                 α²   β² 

 

    Μ24: Για να βρούμε 

 

    α) τις εξισώσεις των ευθειών ΡΑ,ΡΒ που φέρονται  

    από εξωτερικό σημείο Ρ της υπερβολής  

             χ²   ψ² 

    (C):  -- - -- = 1  προς την (C) με Α,Β ε (C)  

            α²   β² 

 

    β) την γωνία των δύο εφαπτόμενων ΡΑ,ΡΒ δηλαδή (ΡΑ,ΡΒ), 

 

    εργαζόμαστε όπως παρακάτω: 

 

    1) Βρίσκουμε τις εξισώσεις των ΡΑ,ΡΒ από την M17  που είναι 

       χχ1   ψψ1            χχ2   ψψ2 

       --- - --- = 1   και  --- - --- = 1 

       α²    β²             α²    β² 

 

    2) Βρίσκουμε την γωνία (ΡΑ,ΡΒ) με βάση τον τύπο της γωνίας δύο  

    ευθειών. 

 

 

 

    Μ25: Για να βρούμε την εξίσωση της εφαπτομένης της υπερβολής (C)  

 

    που έχει γνωστό συντελεστή διεύθυνσης ή προσδιορίσιμο, τότε  

 

    γράφουμε την (ε) στην ανηγμένη της μορφής  ψ = λχ + κ , οπότε από  

 

    την συνθήκη  α²λ²-β²=κ² προσδιορίζουμε το κεR και στη συνέχεια την  (ε). 
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    Μ26: Για να υπολογίσουμε την απόσταση ενός σημείου Μ(χο,ψο) 

 

    από την εστία Ε ή Ε', χρησιμοποιούμε τις εκφράσεις: 

 

    d(Μ,Ε) = ε.χο - α   και d(Μ,Ε') = ε.χο +α  , χο > 0 

 

    d(Μ,Ε) = α - ε.χο   και d(Μ,Ε') =-α-ε.χο  , χο < 0 

 

 

    Μ27: Για να απλοποιήσουμε ένα πρόβλημα από πλευράς λογισμού,  

                                                                                      χ²   ψ² 

    εκφράζουμε το τυχαίο Μ(χο,ψο) της υπερβολής     -- - -- = 1 

                                              α                                    α²   β² 

    με τις συντεταγμένες Μ(----, β.εφt) , tεR γιατί το Μ ικανοποιεί  

                                           συνt 

    την υπερβολή. 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

1. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της υπερβολής   
χ

12

ψ

3

2 2

  = 12  σε κάθε μία από τις  

    παρακάτω περιπτώσεις: 

    α) Όταν είναι παράλληλη στην ευθεία ψ = χ+1 

     β) Όταν είναι κάθετη στην ψ = 
4 3

3
χ 

     γ) Όταν διέρχεται από το σημείο Α(3,0 ) 

 

 

2.Να αποδείξετε ότι το συνημίτονο μιας από τις γωνίες των ασύμπτωτων της υπερβολής  

 

       
χ

α

ψ

β

2

2

2

2
  = 1  δίνεται από τον τύπο   συν φ  = 

2ε

ε

2

2
. 

 

                                        χ
2
   ψ

2
 

  3     Έστω η υπερβολή   -- - -- = 1  και σημείο Ρ(-2,-6). 

                                        4    9 

      1) Να βρεθεί η εφαπτομένη που είναι παράλληλη στην ευθεία ψ=2χ+5. 

      2) Από το Ρ φέρνουμε τις εφαπτόμενες στην υπερβολή ΡΑ,ΡΒ. 

         ι) Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας ΑΒ 

        ιι) Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτόμενων ΡΑ,ΡΒ. 

 

 

4     Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης στη γραφική παράσταση στο σημείο 

       Α(1, 8) της ισοσκελούς υπερβολής.  χ
2
 - ψ

2
  =  1 

 

 5    Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της ισοσκελούς υπερβολής  χ
2
-ψ

2
 = 9  

        που διέρχεται από το σημείο Β(3,5). 

 

6    Να αποδείξετε ότι το γινόμενο των αποστάσεων ενός σημείου Μ(χ,y) της  

                             χ²   y² 

     υπερβολής C: -- - -- = 1  από τις ασύμπτωτες αυτής είναι σταθερό  και  ίσο με 

                           α²   β² 

     α
2
β

2
 

     ---------  . 

     α
2
+β

2
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ΕΝΟΤΗΤΑ 5
η 

 

 

 

Η εξίσωση 

 

 

 

Αχ2+Βψ2+Γχ+Δψ+Ε = 0 
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΘΕΩΡΙΑΣ 
 

 

1.Ποια σχέση συνδέει τις συντεταγμένες των αρχών δύο διαφορετικών συστημάτων αξόνων; 

 

2.Ποια είναι η σχετική θέση ευθείας και κωνικής τομής; 

 

 

 

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 

 

 

 

 

    M28:Για να χρησιμοποιήσουμε την παράλληλη μεταφορά των αξόνων,  

    ισχύουν: 

             χ=χο+Χ   και  ψ=ψο+Ψ 

    ή ισοδύναμα 

             Χ=χ-χο   και  Ψ=ψ-ψο 

 

    Μ29:Για να χρησιμοποιήσουμε την στροφή των αξόνων, ισχύουν: 

      

             χ=Χσυνθ-Ψημθ   και  ψ=Χημθ+Ψσυνθ 

    ή ισοδύναμα 

             Χ=χσυνθ+ψημθ   και  Ψ=ψσυνθ-χημθ 

 

    Μ30: Για να βρούμε την εξίσωση μιας κωνικής τομής C όταν δίνεται η  

    εξίσωση του ως προς το σύστημα Οχψ, με στροφή περί το Ο κατα γωνία θ 

 

    α) Από τις σχέσεις  χ=Χσυνθ-Ψημθ 

                        ψ=Χημθ+Ψσυνθ , λύνω ως προς χ,ψ. 

 

    β) Αντικαθιστούμε τις τιμές αυτές στην εξίσωση της C και κάνουμε  

    πράξεις. 

 

                                     

 

    Μ31:Για να βρούμε τα στοιχεία μιας κωνικής τομής ,όταν δίνεται στην  

    μορφή  Αχ²+Βχψ+Γψ²+Δχ+Εψ+Ζ=0, κάνουμε τα παρακάτω: 

 

    α) Αντικαθιστώ τους τύπους  χ=Χσυνθ-Ψημθ 

                                ψ=Χημθ+Ψσυνθ 
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    β) Κάνουμε πράξεις μέχρι να φτάσουμε στην μορφή αΧ²+βΨ²+γΧΨ=δ (1) 

 

    γ) Θέτουμε γ=0 ( συντελεστής του ΧΨ ) και λύνω ως προς θ 

 

    δ) Αντικαθιστώ το θ στην (1) και κάνουμε πράξεις. 

 

 

    Μ32: Για να βρούμε τον "Απολλώνιο κύκλο" (άσκηση 3 β' ομάδα) 

 

    1ος τρόπος 

 

    α) Θέτουμε τα σταθερά σημεία Α(χ1,ψ1) ,Β(χ2,ψ2) και παίρνουμε τυχαίο  

    σημείο Μ(χ,ψ) . 

                                            (ΜΑ) 

    β) Παίρνουμε τη σχέση   ---- = α   1  ( α>0) 

                                            (ΜΒ) 

    και χρησιμοποιούμε τον τύπο απόστασης  2 σημείων 

 

    γ) Κάνουμε πράξεις μέχρι να βρούμε την μορφή  χ²+ψ²+Αχ+Βψ+Γ=0 

 

    δ) Συμπεραίνουμε ποιά είναι η ακτίνα του κύκλου και οι συντεταγμένες  

    του κέντρου του  

     

    ή 

 

    2ος τρόπος. 

 

    α) Εκλέγουμε τα Α(α,0) , Β(-α,0)  και Μ(χ,ψ)  

 

    β) Τα βήματα β),γ),δ) του 1ου τρόπου . 

     

      

    Μ33: Δύο κωνικές τομές τέμνονται κάθετα , όταν οι εφαπτόμενες ε1,ε2  

    των δύο κωνικών τομών στο σημείο τομής τους τέμνονται κάθετα, οπότε  

    ισχύει  λ1 . λ2 = -1 . 

 

 

 

 

 

 

 

http://blogs.sch.gr/iraidos/


 

Copyright: Ηλίας Ράιδος  Καθηγητής Μαθηματικών.                                                                E-mails:raidosi@yahoo.gr  

                                            http://blogs.sch.gr/iraidos/                                                                              iraidos@gmail.com 

Σελίδα 30 από 39 

 

 

 

 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

 

1.Να εξεταστεί τι παριστάνει στο επίπεδο κάθε μια από τις παρακάτω εξισώσεις 

    α) ψ
2
 -4ψ -8χ- 4 = 0 

    β) 9χ
2
-16ψ

2
-36χ-96ψ-252 = 0 

    γ) 9χ
2
+4ψ

2
-72χ-24ψ+144 = 0 

 

2.  Ποια είναι η θέση της ευθείας ε: ψ = 2χ και της παραβολής C : ψ = χ
2
 + 1 . 

 

 

3.  Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που είναι εφαπτομένη στην C : ψ = χ
2
 + 2 

      στο σημείο της  Μ(1 , 3 ). 
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    ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ 1
ο
 

ΖΗΤΗΜΑ 1ο 

 

   α) Εξίσωση εφαπτομένης κύκλου. 

   β) Έστω κύκλος χ
2
+ψ

2
=2 και Ρ(4,6). 

     ι) Από το Ρ φέρνουμε εφαπτόμενες ΡΑ και ΡΒ στον κύκλο. Να 

       βρεθεί η εξίσωση της ευθείας ΑΒ. 

    ιι) Να βρεθεί η εξίσωση εφαπτομένης του παραπάνω κύκλου που 

       σχηματίζει με τους άξονες ισοσκελές τρίγωνο με κορυφή το 

       σημείο Ο(0,0). 

 

 

ΖΗΤΗΜΑ 2ο 

 

   α) Εξισώσεις  κύκλου. 

   β) Έστω κύκλος χ
2
+ψ

2
=9 και Ρ(5,-7). 

     ι) Από το Ρ φέρνουμε εφαπτόμενες ΡΑ και ΡΒ στον κύκλο. Να 

       βρεθεί η εξίσωση της ευθείας ΑΒ. 

    ιι) Να βρεθεί το εμβαδόν του τριγώνου ΡΑΒ. 

 

ΖΗΤΗΜΑ 3
ο
 

 

   α) Δίνεται κύκλος κέντρου Κ(χο,ψο) και ακτίνας ρ. Να δειχθεί ότι η 

      εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου είναι: 

       (χ-χο)(χ1-χο)+(ψ-ψο)(ψ1-ψο)=ρ
2
. 

   β) Δίνονται οι ευθείες με εξισώσεις (ε1): 3χ+4ψ=7 και (ε2):12χ+5ψ=8. 

      Επίσης σημείο Α(1,1) της (ε1). Να βρεθούν οι εξισώσεις των κύκλων που  

      διέρχονται από το Α  και εφάπτονται στις ευθείες (ε1) και (ε2). 

 

ΖΗΤΗΜΑ 4
ο
 

 

   Δίνεται ο κύκλος (χ+2)²+(ψ-3)²=4 και η ευθεία ε 3χ+4ψ+λ=0 

     α)Να αποδείξετε ότι υπάρχουν δυο τιμές του λ για τις οποίες 

      η ε εφάπτεται στον C. 

     β) Για την θετική τιμή του λ που βρήκατε παραπάνω, να βρείτε το σημείο 

      επαφής της ε με τον C. 
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ 2
ο 

ΖΗΤΗΜΑ 1
ο 

 

     Έστω η παραβολή C:ψ²=2pχ και η εφαπτομένη της ε σε ένα σημείο  

    Α(χ1,ψ1) αυτής. Αν η ευθεία ΑΟ τέμνει την διευθετούσα της  

    παραβολής στο σημείο Β, να αποδείξετε ότι ΒΕ//ε. 

 

ΖΗΤΗΜΑ 2
ο 

 

    Έστω η παραβολή C: ψ²=2pχ και η εφαπτομένη της ε σε ένα σημείο  

    Α(χ1,ψ1) αυτής η οποία τέμνει τον άξονα χ'χ στο Β και τον άξονα  

    ψ'ψ στο Κ. Έστω επιπλέον Γ το σημείο τομής της ευθείας ΕΚ με την  

    διευθετούσα της C. 

    i) Να βρείτε τις συντεταγμένες των Β και Κ και να αποδείξετε ότι  

    το Κ είναι μέσο του ΑΒ. 

    ii) Να βρείτε τις συντεταγμένες του Γ και να αποδείξετε ότι το Κ  

    είναι μέσο και του ΕΓ. 

    iii) Να αποδείξετε ότι ΑΒ + ΕΓ . 

          

ΖΗΤΗΜΑ 3ο 

 

    Α .Ορισμός παραβολής 

      Εξίσωση της παραβολής 

         

 

    B.Έστω η παραβολή C: ψ²=2pχ και η εφαπτομένη της σε ένα σημείο  

    Α(χ1,ψ1) αυτής, η οποία τέμνει τη διευθετούσα της παραβολής στο  

    σημείο Β. 

    i)Να βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων Α και Β ως συνάρτηση των  

    p και ψ1. 

ii)  Να αποδείξετε ότι ΑΕΒ = 90°. 

 

 

 ΖΗΤΗΜΑ 4
ο
 

   

 

   α ) Να βρείτε την εξίσωση της παραβολής που έχει εστία Ε(2,5/4)και  

    διευθετούσα δ:ψ=3/4  (Υπόδειξη  d(M,E)=d(M,δ) ) 

    β)Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της παραπάνω παραβολής η 

    οποία είναι κάθετη στην ευθεία χ+2ψ-3=0 
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ 3
ο
 

ZHTHMA 1o 

     

    Α .Ορισμός έλλειψης 

      Εξίσωση της έλλειψης  

                                                              χ²   y² 

     Β. Να αποδείξετε ότι η έλλειψη C: -- + -- = 1 με α>β είναι ο  

                                                             α²   β² 

     γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ(χ,y) του επιπέδου των οποίων ο  

      

     λόγος των αποστάσεων από την εστία Ε(γ,0) και την ευθεία 

                   α² 

     δ: χ= -   -       είναι ίσος με την εκκεντρότητα ε της C. Ομοίως για την  

                  γ 

                                                                   α² 

     εστία Ε'(-γ,0) και την ευθεία  δ': χ = -  -- . 

                                                                   γ    

 ΖΗΤΗΜΑ 2
ο
 

 

    Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτόμενων της έλλειψης χ²/9+ψ²/4=1 

     οι οποίες είναι παράλληλες προς την ευθεία  2χ-ψ+1=0 

 

     

    ZHTHMA 3o 

                                                                                     χ²   y² 

         Έστω ε και ε' οι εφαπτόμενες της έλλειψης C: --  + -- = 1 

                                                                                   α²   β² 

 

    στις κορυφές της Α και Α'. Αν Γ και Γ' είναι τα σημεία στα οποία  

    μία τρίτη εφαπτομένη της C τέμνει τις ε και ε' αντίστοιχα , να  

     

    αποδείξετε ότι  ΓΕΓ' = ΓΕ'Γ' = 90°. 

 

ZHTHMA 4o 

 

Να αποδείξετε ότι το σημείο τομής  των ευθειών  

 

    ε1 : αψ = λβ(α+χ)  και  ε2 : λαψ = β(α-χ) 

     

     ανήκει στην έλλειψη    
χ

α

ψ

β

2

2

2

2
  = 1 . 
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ 4
ο 

ZHTHMA 1o 

Α .Ασύμπτωτες της υπερβολής. 

Β. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της υπερβολής   
χ

12

ψ

3

2 2

  = 12  σε κάθε μία από τις  

    παρακάτω περιπτώσεις: 

    α) Όταν είναι παράλληλη στην ευθεία ψ = χ+1 

     β) Όταν είναι κάθετη στην ψ = 
4 3

3
χ 

     γ) Όταν διέρχεται από το σημείο Α(3,0 ) 

 

ZHTHMA 2o 

 

Να αποδείξετε ότι το συνημίτονο μιας από τις γωνίες των ασύμπτωτων της υπερβολής  

 

       
χ

α

ψ

β

2

2

2

2
  = 1  δίνεται από τον τύπο   συν φ  = 

2ε

ε

2

2
. 

 

ZHTHMA 3o 

 

A) Να δειχθεί ότι το γινόμενο των αποστάσεων ενός σημείου της υπερβολής 

     χ
2
      ψ

2
  

     ---- -   --     =1 από τις ασύμπτωτες της  είναι ίσο με  

     α
2
      β

2
                                         

     α
2
β

2
 

     ---------  . 

     α
2
+β

2
 

                                        χ
2
   ψ

2
 

    β) Έστω η υπερβολή   -- - -- = 1  και σημείο Ρ(-2,-6). 

                                        4    9 

      1) Να βρεθεί η εφαπτομένη που είναι παράλληλη στην ευθεία ψ=2χ+5. 

      2) Από το Ρ φέρνουμε τις εφαπτόμενες στην υπερβολή ΡΑ,ΡΒ. 

         ι) Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας ΑΒ 

        ιι) Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτόμενων ΡΑ,ΡΒ. 

 

 ZHTHMA 4o 

  

Να αποδείξετε ότι το γινόμενο των αποστάσεων ενός σημείου Μ(χ,y) της  

                             χ²   y² 

     υπερβολής C: -- - -- = 1  από τις ασύμπτωτες αυτής είναι σταθερό. 

                            α²   β² 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΟ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  1
ο
 

 
   ΖΗΤΗΜΑ 1ο 

 

 

    Α .Ορισμός κύκλου. 

      Εξίσωση εφαπτομένης κύκλου. 

 

    Β. Έστω τα σημεία Α(3,0) και Β(-3,0) .Να βρείτε τον γεωμετρικό  

     τόπο των σημείων Μ(χ,y) του επιπέδου για τα οποία ισχύει: 

      

                ΜΑΒ = 2 ΜΒΑ. 

 

    Γ Δίνονται τα σημεία Α(3,3) και Β(0,2). 

    α)Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία το 

     τρίγωνο ΑΜΒ είναι ορθογώνιο στο Μ. 

    β)Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτόμενων του παραπάνω γεωμετρικού τόπου 

     οι οποίες διέρχονται από την αρχή των αξόνων καθώς επίσης την γωνία των 

     εφαπτόμενων αυτών. 

     

ZHTHMA 2o 

 

  

 1.Ασύμπτωτες της υπερβολής. 

 

  2.Δώστε τους ορισμούς και τύπους. 

 

    α) Ισοσκελής υπερβολή. 

    β) Εκκεντρότητα. 

    γ) Συζυγείς υπερβολές. 

    δ) Εξίσωση εφαπτομένης υπερβολής. 

 

 

                                        χ
2
   ψ

2
 

    3) Έστω η υπερβολή   -- - -- = 1  και σημείο Ρ(-2,-6). 

                                        4    9 

      α) Να βρεθεί η εφαπτομένη που είναι παράλληλη στην ευθεία ψ=2χ+5. 

      β) Από το Ρ φέρνουμε τις εφαπτόμενες στην υπερβολή ΡΑ,ΡΒ. 

         ι) Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας ΑΒ 

        ιι) Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτόμενων ΡΑ,ΡΒ. 
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ΖΗΤΗΜΑ 3ο     

 

 α) Εξίσωση εφαπτομένης έλλειψης. 

        

                                        χ
2
     ψ2 

   β) Έστω η έλλειψη     ---- + ---- = 1 

                                       16      9 

      ι) Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης που είναι παράλληλη στην ευθεία  

        ψ=-χ+4. 

     ιι) Από σημείο Ρ(5,8) φέρνουμε εφαπτόμενες ΡΑ,ΡΒ στην έλλειψη (Α,Β είναι 

         τα σημεία επαφής). 

        1) Να βρεθεί η εξίσωση της ΑΒ και η  d(Ρ,ΑΒ). 

2)  Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτόμενων ΡΑ,ΡΒ. 

 

 

 ΖΗΤΗΜΑ 4ο     

 

    Έστω η παραβολή C: ψ²=2pχ και οι ε1 ,ε2 εφαπτόμενες της C από  

    ένα σημείο Α(χο,ψο) εκτός αυτής. Αν ε είναι η ευθεία που διέρχεται  

    από τα σημεία επαφής των ε1,ε2, με την C να αποδείξετε ότι: 

    i) η ευθεία έχει εξίσωση ψψο=p(χ+χο) 

    ii)η ευθεία ε διέρχεται από την εστία αν και μόνο αν το σημείο Α  

    βρίσκεται στην διευθετούσα της παραβολής. 

    iii) αν το σημείο Α ανήκει στην διευθετούσα της παραβολής , τότε  

    οι εφαπτόμενες ε1,ε2 είναι κάθετες. 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΟ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  2
ο
 

 

ΖΗΤΗΜΑ 1ο 

 

    α) Να αποδειχθεί ότι το γινόμενο των αποστάσεων των εστιών Ε1 και Ε2 

       μίας έλλειψης από μία εφαπτομένη της είναι σταθερό. 

    β) Δίνεται η παραβολή ψ
2
=2ρχ. Έστω ΑΒ μία χορδή της που διέρχεται από την  

       εστία  Ε. 

       1) Να δειχθεί ότι ο κύκλος με διάμετρο το τμήμα ΑΕ εφάπτεται στον ψ'ψ. 

       2) Να δειχθεί ότι οι εφαπτόμενες στα Α,Β της παραβολής τέμνονται στην 

          διευθετούσα. 

     

    ΖΗΤΗΜΑ 2ο 

 

    α) Δίνεται η παραβολή με εξίσωση ψ
2
=2ρχ και η εφαπτομένη της στο σημείο 

       Μ1(χ1,ψ1)  (0,0). Αν η εφαπτομένη αυτή τέμνει τον άξονα ψ'ψ στο 

       σημείο Α, να αποδείξετε ότι η γωνία  ΕΑΜ1 είναι ορθή.(Ε εστία). 

       

    β) Έστω η παραβολή ψ
2
=2ρχ  και (ε) η εφαπτομένη της στο σημείο 

       Μ(χο,ψο), που συναντά τον άξονα χ'χ στο Ν και τη διευθετούσα στο Κ. 

       1) Να δειχθεί ότι το τρίγωνο ΜΕΝ είναι ισοσκελές. 

       2) Να δειχθεί ότι η γωνία ΜΕΚ είναι ορθή. 

 

     ΖΗΤΗΜΑ 3ο 

        

    α) Ασύμπτωτες υπερβολής. 

     

     β). Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου  

     i) ο οποίος εφάπτεται της ευθείας ε: χ+ψ-5=0 στο σημείο Α(6,-1)  

     και διέρχεται από το σημείο Β(6,1). 

     ii) ο οποίος εφάπτεται των ημιαξόνων Οχ και Οψ και διέρχεται από  

     το σημείο Α(1,2). 

 

 ΖΗΤΗΜΑ 4ο 

 

A) Να δειχθεί ότι το γινόμενο των αποστάσεων ενός σημείου της υπερβολής 

     χ
2
      ψ

2
  

     ---- -   --     =1 από τις ασύμπτωτες της  είναι ίσο με  

     α
2
      β

2
                                         

     α
2
β

2
 

     ---------  . 

     α
2
+β

2
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΟ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  3
ο
 

 

ΖΗΤΗΜΑ 1
ο
 

    1.Ορισμός κύκλου. 

      Εξίσωση εφαπτομένης κύκλου. 

    2.Δώστε τους ορισμούς και τύπους. 

    α) Ισοσκελής υπερβολή. 

    β) Εκκεντρότητα. 

    γ) Συζυγείς υπερβολές. 

    δ) Εξίσωση εφαπτομένης υπερβολής. 

 

3.Να αποδείξετε ότι το γινόμενο των αποστάσεων ενός σημείου Μ(χ,y) της  

                             χ²   y² 

     υπερβολής C: -- - -- = 1  από τις ασύμπτωτες αυτής είναι σταθερό. 

                            α²   β² 

 ΖΗΤΗΜΑ 2ο 

 

     Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου  

     i) ο οποίος εφάπτεται της ευθείας ε: χ+ψ-5=0 στο σημείο Α(6,-1)  

     και διέρχεται από το σημείο Β(6,1). 

     ii) ο οποίος εφάπτεται των ημιαξόνων Οχ και Οψ και διέρχεται από  

     το σημείο Α(1,2). 

 

ΖΗΤΗΜΑ 3ο 

                   

 1.Ορισμός παραβολής 

      Εξίσωση της παραβολής    

  2.Ασύμπτωτες της υπερβολής. 

   3.Από το σημείο Μ(-3,-8) φέρνουμε τις εφαπτόμενες στον κύκλο C: 

    χ²+ψ²+8χ+2ψ-8=0 και έστω Α,Β τα σημεία επαφής. 

    ι) Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτόμενων αυτών. 

    ii) Να βρείτε το μήκος των ΜΑ και ΜΒ. 

    iii)Αν Κ είναι το κέντρο του κύκλου Ψ, να αποδείξετε ότι η ευθεία  

    ΜΚ είναι μεσοκάθετη του ΑΒ. 

 

 ΖΗΤΗΜΑ 4ο 

Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτόμενων της έλλειψης  

    C:4χ²+ψ²=20 οι οποίες  

    i) είναι παράλληλες προς την ευθεία ε:4χ+ψ=0 

    ii) είναι κάθετες στην ευθεία ε: χ+4ψ+12=0 

    iii) διέρχονται από το σημείο Α(0,10). 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΟ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  4
ο
 

 

ΖΗΤΗΜΑ 1ο 

 

 α ) Εξίσωση εφαπτομένης παραβολής. 

 

β) Έστω η παραβολή  y
2
=2ρχ, ρ>0. Από σημείο Κ φέρνουμε τις ΚΜ,ΚΜ' εφαπτό- 

   μενες στην παραβολή. Αν Ε είναι η εστία της παραβολής να δειχθεί ότι: 

   

                    ¦ΚΜ¦
2
   ¦ΕΜ¦ 

                   ------- = ------  . 

                    ¦ΚΜ'¦
2
  ¦ΕΜ'¦ 

     

    ΖΗΤΗΜΑ 2ο     

                                        χ
2
     ψ

2
 

   β) Έστω η έλλειψη     ---- + ---- = 1 

                                      16      9 

      ι) Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης που είναι παράλληλη στην ευθεία  

        ψ=-χ+4. 

     ιι) Από σημείο Ρ(5,8) φέρνουμε εφαπτόμενες ΡΑ,ΡΒ στην έλλειψη (Α,Β είναι 

         τα σημεία επαφής). 

        1) Να βρεθεί η εξίσωση της ΑΒ και η  d(Ρ,ΑΒ). 

        2) Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτόμενων ΡΑ,ΡΒ. 

     

ΖΗΤΗΜΑ 3ο 

        

    α) Ασύμπτωτες υπερβολής. 

                                        χ
2
   ψ

2
 

    β) Έστω η υπερβολή   -- - -- = 1  και σημείο Ρ(-2,-6). 

                                        4    9 

      1) Να βρεθεί η εφαπτομένη που είναι παράλληλη στην ευθεία ψ=2χ+5. 

      2) Από το Ρ φέρνουμε τις εφαπτόμενες στην υπερβολή ΡΑ,ΡΒ. 

         ι) Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας ΑΒ 

        ιι) Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτόμενων ΡΑ,ΡΒ. 

 

 ΖΗΤΗΜΑ 4ο 

    . Αν d , d' είναι οι αποστάσεις των εστιών Ε,Ε' της έλλειψης C: 

     

     χ²    y² 

    -- + -- = 1   από μία εφαπτομένη της , να αποδείξετε ότι d.d' = β² 

     α²   β² 
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