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ΠΕΡΙΦ/ΚΗ Δ/ΝΣΗ Α/ΘΜΙΑΣ & Β/ΘΜΙΑΣ 

ΕΚΠ/ΣΗΣ ΘΕΣΣΑΛΙΑΣ 
ΔΙΕΥΘΥΝΣΗ Β/ΘΜΙΑΣ ΕΚΠ/ΣΗΣ ΜΑΓΝΗΣΙΑΣ  

 
1ο ΓΕΝΙΚΟ ΛΥΚΕΙΟ ΒΟΛΟΥ   

 

 

ΦYΛΛA ΕΡΓΑΣΙΑΣ  

 

ΣΤΑ  

 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

 

 ΓΕΝΙΚΗΣ ΠΑΙΔΕΙΑΣ 

 

ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ 

 

 

ΕΝΟΤΗΤΑ  1
η 

 

 

 

 

Μετρικές σχέσεις σε τρίγωνο 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

http://blogs.sch.gr/iraidos/


Κεφάλαιο 9
ο
  Γεωμετρία Β΄ τάξης Ενιαίου Λυκείου 

Copyright: Ηλίας Ράιδος  Καθηγητής Μαθηματικών.                                                    E-mails:raidosi@yahoo.gr  

                                            http://blogs.sch.gr/iraidos/                                                                iraidos@gmail.com 

Σελίδα 2 από 14 

 

ΕΠΙΠΕΔΟ  1ο 
 

Α. ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΘΕΩΡΙΑΣ 
 

α) Βασικές ερωτήσεις θεωρίας 
 

Ερώτηση 5
η
:  Να διατυπωθεί και να αποδειχθεί το "γενικευμένο 

Πυθαγόρειο Θεώρημα", για οξεία γωνία. 

Ερώτηση 6
η
:  Να διατυπωθεί και να αποδειχθεί το "γενικευμένο 

Πυθαγόρειο Θεώρημα", για αμβλεία γωνία. 

 

 

Γ Ε Ν Ι Κ Ε Υ Σ Η  Π Υ Θ Α Γ Ο Ρ Ε Ι Ο Υ  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 

Το τετράγωνο πλευράς τριγώνου, που βρίσκεται απέναντι από 
οξεία γωνία, είναι ίσο με το άθροισμα των τετραγώνων των 
δύο άλλων πλευρών, ελαττωμένο κατά το διπλάσιο γινόμενο 
της μίας από αυτές επί την προβολή της άλλης πάνω σε αυτή. 

α 2 = β 2 + γ 2 – 2 β ∙ ΑΔ 

Υπόδειξη απόδειξης 

Εφαρμόζουμε ΠΘ στο 
τρίγωνο ΒΔΓ.   (1) 

Εφαρμόζουμε ΠΘ στο 
τρίγωνο ΔΒΑ.   (2) 

Παρατηρούμε ότι: 

ΔΓ = β – ΑΔ   (3) 

Αντικαθιστούμε τις (2), (3) 
στη σχέση (1). 

α 2 = β 2 + γ 2 – 2 γ ∙ ΑΕ 

Α 

Β Γ 

Δ 

γ 

α 

β 

Ε 

< 900 
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α 2 = β 2 + γ 2 – 2 βγ ∙ συνΑ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 

Τόσο για οξείες, όσο και για αμβλείες γωνίες, ισχύει σταθερά 
ο παρακάτω τύπος, ο οποίος είναι γνωστός ως. 

Ν ό μ ο ς  Σ υ ν η μ ι τ ό ν ω ν  
 
 
 
 

Το τετράγωνο πλευράς τριγώνου, που βρίσκεται απέναντι από 
αμβλεία γωνία, είναι ίσο με το άθροισμα των τετραγώνων των 
δύο άλλων πλευρών, αυξημένο κατά το διπλάσιο γινόμενο της 
μίας από αυτές επί την προβολή της άλλης πάνω σε αυτή. 

α 2 = β 2 + γ 2 + 2 β ∙ ΑΔ 

Υπόδειξη απόδειξης 

Εφαρμόζουμε ΠΘ στο τρίγωνο ΒΔΓ.   (1) 

Εφαρμόζουμε ΠΘ στο τρίγωνο ΔΒΑ.   (2) 

Παρατηρούμε ότι: ΔΓ = β + ΑΔ   (3) 

Αντικαθιστούμε τις (2), (3) στη σχέση (1). 

α 2 = β 2 + γ 2 + 2 γ ∙ ΑΕ 

Α 

Β Γ 

Δ 

γ 

α 

β 

Ε 

> 900 
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Με λόγια: Το τετράγωνο μιας οποιασδήποτε πλευράς ενός 
τριγώνου ισούται με το άθροισμα των τετραγώνων των 
δύο άλλων πλευρών, ελαττωμένο κατά το διπλάσιο 
γινόμενο των πλευρών αυτών επί το συνημίτονο της 
περιεχόμενης γωνίας. 

 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

  α 2 > β 2 + γ 2      Â  > 900  

  α 2 = β 2 + γ 2      Â  = 900  

  α 2 < β 2 + γ 2      Â  < 900  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  α 2 > β 2 + γ 2      ΑΒΓ αμβλυγώνιο 

  α 2 = β 2 + γ 2      ΑΒΓ ορθογώνιο 

  α 2 < β 2 + γ 2      ΑΒΓ οξυγώνιο 
 
 

 

 

Παρατηρούμε ότι δεν έχει 
σημασία το είδος της γωνίας, 
συνεπώς το πρόσημο του 
διπλασίου γινομένου είναι 
σταθερά «–». 

Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύουν οι ισοδυναμίες: 

Συνεπώς, αν θεωρήσουμε ως α τη μεγαλύτερη πλευρά ενός τριγώνου, τότε οι 
παραπάνω προτάσεις χρησιμεύουν και ως κριτήρια για να εξετάσουμε το είδος του 
τριγώνου. Δηλαδή: 
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ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 

ΜΕ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΣΤΗΝ 

ΕΝΟΤΗΤΑ 
 

 

Μ1: Για να βρω το είδος τριγώνου Α


 Γ ως προς τις γωνίες του, αν α η μεγαλύτερη 

πλευρά του, εξετάζω τις κάτωθι ισοδυναμίες: 

 α
2
=β

2
+γ

2 oA 90ˆ   

 α
2
>β

2
+γ

2 oA 90ˆ   

 α
2
<β

2
+γ

2 oA 90ˆ   

 

 

Παράδειγμα 

Τα μήκη των πλευρών ενός τριγώνου ΑΒΓ είναι α=8, β=6 και γ=5 

Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο αυτό είναι αμβλυγώνιο 

 

Επίλυση 

α=8, β=6, γ=5 

α
2
=8

2
=64, β

2
+γ

2
=36+25=61 

α
2
>β

2
+γ

2
 


090A  



 , αμβλυγώνιο στο Α 

 

 

Εφαρμογή 1η από τον μαθητή 

 

Να βρείτε το είδος του 


 , ως προς τις γωνίες του, αν οι πλευρές του είναι: 

α=3λ, β=4λ, γ=6λ 
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ΕΠΙΠΕΔΟ  2ο 

1.ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΡΙΣΕΩΣ  ΣΩΣΤΟ - ΛΑΘΟΣ 
 

Να απαντήσετε στις ερωτήσεις κρίσεως και στα ερωτήματα σωστό ή λάθος, 

δικαιολογώντας την απάντησή σας. 
 

ΕΡΩΤΗΣΗ 1η 

 

Είναι σωστό ή λάθος ότι 

ένα τρίγωνο ΑΒΓ με 

μήκη πλευρών α=4, β=6 

και γ=12 είναι 

αμβλυγώνιο ; 
 

ΕΡΩΤΗΣΗ 2η 

 

Είναι σωστό ή λάθος ότι 

σε ένα τρίγωνο 


BA με 

B̂ <90
ο
,  β

2
>α

2
+γ

2
 

 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ 3η 

Είναι σωστό ή λάθος ότι: 

Σε 


BA : Γ>90
0
   

 γ
2
>α

2
+β

2
 

 

2.ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΙΣΗ - ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΚΕΝΟΥ - 

ΔΙΑΤΑΞΗ 
Κάθε στοιχείο της στήλης (Α) αντιστοιχίζεται με ένα μόνο στοιχείο της στήλης (Β). 

Συνδέστε με μία γραμμή τα στοιχεία των δύο στηλών. 

Στήλη (Α) 

Μήκη πλευρών τριγώνου 

Στήλη (Β) 

Είδος τριγώνου 
 

α=5, β=7, γ=8 

 

α=9, β=12, γ=25 

 

α=λ, β= λ
3

4
, γ=2λ 

 

α= λ , β=2 λ , γ=λ>5 

 

 

Ορθογώνιο 

 

Οξυγώνιο 

 

Αμβλυγώνιο 
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Συμπληρώστε τις παρακάτω προτάσεις 
 

i) Aν σε 


A ισχύει α
2
+β

2
<γ

2
, τότε το 



A είναι………….. 

ii) Αν σε 


A είναι: α=8, β=6, γ=5,   

  το 


A είναι………………………….. 

Διατάξτε από τον μικρότερο στον μεγαλύτερο 

Στα τρίγωνα 


,BA έχω αντίστοιχα: 

α=3, β=4, γ=5 

δ=3, ε=4, ζ=6 

Να διατάξετε τις γωνίες: 


,  
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3. ΔΟΚΙΜΑΣΙΑ ΠΟΛΛΑΠΛΩΝ ΕΠΙΛΟΓΩΝ 
 

ΕΡΩΤΗΣΗ 1Η 
 

3.1 Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι α=8, β=6 και γ=5 τότε η προβολή της πλευράς ΑΒ πάνω 

στη ΒΓ είναι : 

Α.    1/3.  

Β.     1/4 

Γ.    3/4 

Δ.     1 

ΕΡΩΤΗΣΗ 2Η 
 

3.2 Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει γ
2
=α

2
+β

2
+αβ τότε η γωνία Γ είναι 

Α.    Γ<90
ο
 

Β.     Γ=90
ο
 

Γ.    Γ>90
ο 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ 3Η 
 

3.3 Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει Α=60
ο
 τότε  

Α.    α
2
=β

2
+γ

2
+αβ  

Β.     α
2
=β

2
+γ

2
+βγ  

Γ.    α
2
=β

2
+γ

2
-βγ 
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4.ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ: ΠΟΤΕ......ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ:ΟΤΑΝ.. 
 

Απαντήστε στις παρακάτω ερωτήσεις: 

 

 

Πότε......      με όταν... 

 

 

Ερώτηση α)  
 

.......... ισχύει η σχέση  

γ
2
 < α

2
+β

2
  σε τρίγωνο ΑΒΓ ; 

 

 

Ερώτηση β)  
 

……… ισχύει η σχέση  

β
2
>γ

2
+α

2
  σε τρίγωνο ΑΒΓ ; 

 

 

Ερώτηση γ)  

 

………. εφαρμόζεται το θεώρημα οξείας γωνίας; 

 

 
Ερώτηση δ)  

 

…….. εφαρμόζεται το θεώρημα αμβλείας γωνίας; 
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5.  ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ ΓΙΑ ΑΝΑΠΤΥΞΗ 
  

 

Διατυπώσεις των θεμάτων 

 
Άσκηση 1

η
 

 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ με πλευρές  α,β,γ ισχύει: α
2
=β

2
+γ

2
+βγ. Αν ΑΔ είναι η προβολή της 

πλευράς γ=ΑΒ στην ΑΓ τότε η γωνία ΑΒΔ είναι: 

Α.45
0
, Β.30

0
, Γ.60

0
, Δ.75

0
, Ε.15

0 

 

Άσκηση 2η 

Για τις βάσεις ΑΒ και ΓΔ τραπεζίου ΑΒΓΔ έχουμε ΓΔ=2ΑΒ. Να δείξετε ότι: 

ΑΓ
2
+ΒΔ

2
=ΒΓ

2
+ΓΔ

2
+ΔΑ

2
 

  

 

3.ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ 

ΘΕΜΑΤΑ ΓΙΑ ΑΝΑΠΤΥΞΗ 
 

 

Άσκηση 1
η
  

 

 

Δίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ=ΑΓ. Προεκτείνουμε την πλευρά ΒΓ κατά ευθύγραμμο 

τμήμα ΓΔ=ΒΓ. Να αποδείξετε ότ: ΑΔ
2
=ΑΓ

2
+2ΒΓ

2
 

 

Άσκηση 2
η
  

 

Δίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ=ΑΓ και τη γωνία του Α αμβλεία. Να αποδείξετε ότι: 

ΒΓ
2
=2ΑΓ.ΔΓ 
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ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΑΝΤΙΚΕΙΜΕΝΙΚΟΥ ΤΥΠΟΥ 

Ερωτήσεις του τύπου «σωστό-λάθος» 

 

1. Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι αμβλυγώνιο. Ισχύει: α
2
>β

2
+γ

2
   

 

Σ Λ 

 

2. Το τρίγωνο που έχει μήκη πλευρών 5, 7, 9 είναι οξυγώνιο.  

 

Σ Λ 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΗΣΗΣ 

1. Να αντιστοιχήσετε κάθε είδος τριγώνου που βρίσκεται στη στήλη (Α) με την 

αντίστοιχη τριάδα αριθμών που βρίσκεται στη στήλη (Β) και μπορεί να αποτελεί μήκη 

των πλευρών του. 

 

Στήλη Α 

Είδος τριγώνου 

Στήλη Β 

Μήκη ευθύγραμμων τμημάτων 

Οξυγώνιο 7, 24, 25 

Ορθογώνιο 2, 3, 4 

Αμβλυγώνιο 3, 7, 4 

 5, 7, 8 
 

2. Στη στήλη (Α) έχουμε είδη μιας γωνίας τριγώνου ΑΒΓ και στη στήλη (Β) σχέσεις 

μεταξύ των πλευρών του. Να αντιστοιχήσετε σε κάθε γωνία της στήλης (Α) την 

αντίστοιχη σχέση από τη στήλη (Β). 

 
Στήλη (Α) Στήλη Β 

Α=90
0
 β

2
=α

2
-γ

2
 

Α<90
0
 Α

2
<β

2
+γ

2
 

Β=90
0
 Α

2
>β

2
+γ

2
 

Β<90
0
 Α

2
+γ

2
=β

2
 

 Γ
2
-β

2
>α

2
 

 Β
2
<γ

2
+α

2
 

 Γ
2
=α

2
+β

2
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΠΟΛΛΑΠΛΗΣ ΕΠΙΛΟΓΗΣ 

 

1. Στο διπλανό σχήμα είναι ΑΒ=4cm, ΒΓ=5cm και το ΑΔ ύψος και η γωνία 

ΒΑΔ=30
0
. Το μήκος της πλευράς ΑΓ ισούται με:  

Α. 3 

Β. 41   

Γ. 10  

Δ. 21  

Ε. 20  

 

2. Σε τρίγωνο ΑΒΓ με Α<90
0
 φέρνουμε τα ύψη ΒΔ και ΓΕ. Από τις 

παρακάτω ισότητητες λανθασμένη είναι: 

Α. α
2
=β

2
+γ

2
-2βΑΔ 

Β. α
2
=β

2
+γ

2
-2γΑΕ 

Γ. α
2
=ΒΔ

2
+ΔΓ

2
 

Δ. α
2
=β

2
+γ

2
+2βΑΔ 

Ε. α
2
=ΕΒ

2
+ΕΓ

2
 

 

3. Σε τρίγωνο ΑΒΓ με πλευρές α,β,γ ισχύει α
2
=β

2
+γ

2
+βγ. Αν ΑΔ είναι  η 

προβολή της πλευράς γ=ΑΒ στην ΑΓ τότε η γωνία ΑΒΔ είναι: 

Α.45
0
 Β.30

0
 Γ.60

0
 Δ.75

0
 Ε.15

0
 

 

4. Αν α=10cm, β=9cm και γ=7ψμ είναι τα μήκη πλευρών τριγώνου ΑΒΓ 

τότε η προβολή ΑΔ της πλευράς γ πάνω στη β σε cm είναι: 

Α. 
3

5
  Β.8 Γ. 9 Δ.

2

17
 Ε.

2

19
  

 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΑΝΑΠΤΥΞΗΣ 

 

1. Να βρείτε το είδος του τριγώνου ΑΒΓ (ως προς τις γωνίες του) του 

οποίου οι πλευρές γ,β,α είναι ανάλογες προς τους αριθμούς 4,5 και 6 

αντιστοίχως. Αν ΑΔ είναι η προβολή της πλευράς γ πάνω στη β, να δείξετε 

ότι ΑΔ=
30


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2. Να υπολογιστεί ο x ώστε οι παραστάσεις: x
2
+x+1, 2x+1 και x

2
-1 να 

αποτελούν μήκη πλευρών τριγώνου. Στη συνέχεια να υπολογίσετε τη γωνία, 

που βρίσκεται απέναντι από τη μεγαλύτερη πλευρά του τριγώνου. 

 

3. Να βρείτε το πλήθος και το είδος των τριγώνων ΑΒΓ ως προς τις γωνίες 

τους που μπορούν να κατασκευαστούν από τέσσερα δεδομένα ευθύγραμμα 

τμήματα α,β,γ,δ με μήκη α=5cm, β=3cm, γ=4cm, δ=2cm. 

 

4. Για τις βάσεις ΑΒ και ΓΔ τραπεζίου ΑΒΓΔ έχουμε ΓΔ=2ΑΒ. Να δείξετε 

ότι ΑΓ
2
+ΒΔ

2
=ΒΓ

2
+ΓΔ

2
+ΔΑ

2
 

 

 

13. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Α=90
0
). Προεκτείνουμε την πλευρά 

ΑΒ κατά ευθύγραμμο τμήμα ΒΔ=ΒΓ. Να αποδείξετε ότι: ΓΔ
2
=2ΒΓ.ΑΔ 
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2
ο
 ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 

 
Ζήτημα 1

ο
: Α. Να διατυπώσετε και να αποδείξετε το Πυθαγόρειο Θεώρημα 

 

Β. Σε τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΓ>ΑΒ και ορθόκεντρο Η να δείξετε ότι: 

ΗΓ
2
-ΗΒ

2
=ΑΓ

2
-ΑΒ

2
 

 

Ζήτημα 2
ο
: Α. Θεωρούμε το τρίγωνο ΑΒΓ και τη διάμεσο του ΑΜ. 

Παίρνουμε το μέσο Λ του ΒΜ και το μέσο Ν του ΜΓ. Αν είναι ΑΒ=γ, 

ΑΓ=β, ΒΓ=α, ΑΛ=ν και ΑΝ=λ, τότε: 

α) Το ν
2
+λ

2
 είναι: 

Α. α
2
+β

2
, Β. β

2
+γ

2
- 

8

3 2
 ,  

Γ. 
2

2
, Δ. ΑΜ

2
 

Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας.   

β. Αν 


 =90
0
, να δειχθεί ότι: 

ν
2
+λ

2
=

8

5 2
   

 

Ζήτημα 3
ο
: Διαιρούμε την υποτείνουσα ΒΓ=α ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ 

σε 3 ίσα τμήματα ΓΔ=ΔΕ=ΕΒ και φέρουμε τις ΑΔ και ΑΕ. 

α) Το ΑΔ
2
+ΑΕ

2
 είναι: 

Α. 
2

2
, Β. ΔΕ

2
+ΑΒ

2
, Γ. 

5

2
 

Δ. 2

9

5
  

β. Το ΑΔ
2
+ΑΕ

2
+ΔΕ

2
 είναι: 

Α. 
3

2 2
, Β. 

5

2
, Γ.

4

2
, Δ. 0 

Να δικαιολογήσετε τις απαντήσεις σας στα (α), (β) 
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