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ΠΕΡΙΦ/ΚΗ Δ/ΝΣΗ Α/ΘΜΙΑΣ & Β/ΘΜΙΑΣ 

ΕΚΠ/ΣΗΣ ΘΕΣΣΑΛΙΑΣ 
ΔΙΕΥΘΥΝΣΗ Β/ΘΜΙΑΣ ΕΚΠ/ΣΗΣ ΜΑΓΝΗΣΙΑΣ  

 
1ο ΛΥΚΕΙΟ ΝΕΑΣ ΙΩΝΙΑΣ    

 

 

MAΘΗΜΑ  4Ο 

 

ΕΜΒΑΔΟΝ 

 

 ΕΠΙΠΕΔΟΥ  

 

ΧΩΡΙΟΥ  

 

Το 

 

 23
ο
 ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ  

 

 

περιλαμβάνει 

 

ΒΑΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ME ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 

 

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΠΡΟΣ ΑΝΑΠΤΥΞΗ 
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Εμβαδόν Επίπεδου Χωρίου [1] 
 

 
Με την προϋπόθεση ότι η f συνεχής στο [α, β] τότε: 
 
 Αν Ω είναι το χωρίο , το οποίο ορίζεται από τη Cf , τον άξονα x΄x και τις ευθείες x = 

α και x = β , έχουμε : 
 
 Αν f(x) ≥ 0 , για κάθε x[α, β] , τότε : 
 

 

Ε(Ω) = 
β

α
f(x)dx  

 

 

 Αν f(x) ≤ 0 , για κάθε x[α, β] , τότε : 
 

 

Ε(Ω) = 
β

α
f(x)dx  

 

 
Γενικά, λοιπόν, ισχύει: 
 

Ε(Ω) = 
β

α
dx|f(x)|  

 
 
 Αν Ω είναι το χωρίο , το οποίο ορίζεται από τη Cf και τον άξονα x΄x μόνο, έχουμε : 
 

Ε(Ω) = 
2

1

x

x
dx|f(x)|  

 
 όπου x1 και x2 είναι δύο διαδοχικές ρίζες της f . 
 
 
 Μεθοδολογία 
  
 Βρίσκουμε τις ρίζες της f και κατασκευάζουμε πίνακα προσήμων, όπου 

σημειώνουμε επιπλέον τα όρια του διαστήματος [α, β]. Αν η f δε διατηρεί το 
πρόσημο εντός του [α, β] , «σπάμε» το ολοκλήρωμα σε άθροισμα επιμέρους 
ολοκληρωμάτων. 
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Εμβαδόν Επίπεδου Χωρίου [2] 
 

 
Με την προϋπόθεση ότι οι f και g είναι συνεχείς στο [α, β] τότε: 
 
 Αν Ω είναι το χωρίο , το οποίο ορίζεται από τη Cf , τη Cg και τις ευθείες x = α και x 

= β , έχουμε : 
 
 Αν f(x) ≥ g(x) , για κάθε x[α, β] , τότε : 
 

 

Ε(Ω) =   
β

α
dxg(x)f(x)  

 

 

 Αν f(x) ≤ g(x) , για κάθε x[α, β] , τότε : 
 

 

Ε(Ω) =   
β

α
dxg(x)f(x)  

 

 
Γενικά, λοιπόν, ισχύει: 
 

Ε(Ω) =  
β

α
dx g(x)f(x)   

 
 
 Αν Ω είναι το χωρίο , το οποίο ορίζεται από τη Cf και τη Cg , έχουμε : 
 

Ε(Ω) =  2

1

x

x
dx g(x)f(x)   

 
 όπου x1 και x2 είναι δύο διαδοχικά σημεία τομής των Cf , Cg ( με άλλα λόγια, δύο 

διαδοχικές ρίζες της f − g ). 
 
 
 Μεθοδολογία 
  
 Βρίσκουμε τις ρίζες της f − g και κατασκευάζουμε τον πίνακα προσήμων της, στον 

οποίον επιπλέον σημειώνουμε τα όρια του διαστήματος [α, β]. Αν χρειαστεί, 
«σπάμε» το ολοκλήρωμα σε άθροισμα επιμέρους ολοκληρωμάτων. 
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 

 

 

 

 

 

 

 

13  ΕΜΒΑΔΟ ΧΩΡΙΟΥ ΠΟΥ ΣΧΗΜΑΤΙΖΕΤΑΙ ΑΠΟ ΤΗ ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ 
ΜΙΑΣ ΜΟΝΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 

 Εμβαδό που ορίζεται από Cf , xx, x  α, x  

Αρχικά αποδεικνύουμε ότι η f είναι συνεχής στο α,β . 

Βρίσκουμε τις ρίζες και το πρόσημο της f. Αν 1 ,2 , ..., ρίζες της f στο διάστημα α,β , τότε 

EΩ  
ρ1   

f x dx  
ρ2   

f x dx  ... 
β

 f x dx 
α ρ1 



 Εμβαδό που ορίζεται από Cf , xx 
 

Βρίσκουμε τις ρίζες 1 ,2 , ..., και το πρόσημο της f. Είναι 
 

EΩ  
ρ2   

f x dx  
ρ3   

f x dx  ... 
ρ

 f x dx 
ρ1 ρ2 1 

 

 Όριο εμβαδού 

Αν ζητείται το εμβαδό που περικλείεται από τη Cf 

 

 
και τις ασύμπτωτες αυτής, τότε: 

 

Βρίσκουμε τις ασύμπτωτες και τη σχετική θέση της Cf ως προς τις ασύμπτωτες. 
 

Θέτουμε κατακόρυφη ευθεία x  t για να οριοθετηθεί το χωρίο. 

Βρίσκουμε το Et και το lim 

Et
tt0 

 
ή lim E t . 

t
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

 

14   ΕΜΒΑΔΟ ΧΩΡΙΟΥ ΠΟΥ ΣΧΗΜΑΤΙΖΕΤΑΙ ΑΠΟ ΤΗ ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΔΥΟ 
Η ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ. 

 

  Εμβαδό που ορίζεται από Cf , Cg , x   και x   

Ορίζουμε τη συνάρτηση hx  f x  gx , x, . 

Αποδεικνύουμε ότι η hείναι συνεχής στο α,β . 

Βρίσκουμε τις ρίζες και το πρόσημο της h. Αν 1 ,2 , ..., ρίζες της h στο διάστημα α,β , τότε 

EΩ  
ρ1   

hx dx  
ρ2   

hx dx  ... 
β

 hx dx 
α ρ1 



 Εμβαδό που ορίζεται από Cf , Cg 

 

Ορίζουμε τη συνάρτηση hx  f x  gx . Βρίσκουμε τις ρίζες 1 ,2 , ..., και το πρόσημο 

της h. Είναι 

EΩ  
ρ2   

hx dx  
ρ3   

hx dx  ... 
ρ

 hx dx 
ρ1 ρ2 1 

 

 Εμβαδό που περικλείεται από 3 ή περισσότερες γραφικές παραστάσεις 

Όταν θέλουμε να βρούμε το εμβαδό που σχηματίζεται από τις γραφικές παραστάσεις τριών ή 

περισσοτέρων συναρτήσεων τότε: 

 Θα βρίσκουμε τα σημεία που τέμνονται ανά δύο οι γραφικές παραστάσεις, λύνοντας τα αντίστοιχα 

συστήματα. 

 Θα σχεδιάζουμε στο ίδιο σύστημα αξόνων τις γραφικές παραστάσεις όλων των συναρτήσεων 

σημειώνοντας και τα αντίστοιχα σημεία τομής μεταξύ τους. 

 Από κάθε σημείο τομής δύο γραφικών παραστάσεων θα φέρνουμε κάθετες στον x'x και έτσι το 

αρχικό χωρίο θα χωρίζεται σε επιμέρους χωρία που θα δημιουργούνται από τις γραφικές 

παραστάσεις δύο μόνο συναρτήσεων. 

Το συνολικό εμβαδό θα προκύπτει αθροίζοντας τα εμβαδά των επιμέρους χωρίων. 
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α 

f 

 

ΕΜΒΑΔΟ ΠΟΥ ΟΡΙΖΕΤΑΙ ΑΠΟ ΤΙΣ Cf ,Cf 
1 , x  α, x  



Αρχικά αποδεικνύουμε ότι η f αντιστρέφεται. 
 

 Αν έχουμε τη δυνατότητα βρίσκουμε την f
1 

και τότε το ζητούμενο εμβαδό είναι: 

EΩ   
β 

f x  f 1 x dx 

 Αν ο τύπος της f 
1

 δεν μπορεί να βρεθεί, τότε σχηματίζουμε τη διαφορά f x  x . 

Αν f x  x  0  f x  x τότε η 

Cf 

βρίσκεται πάνω από την ευθεία y  x και λόγω συμμετρίας η 

C 
1 

βρίσκεται κάτω από την y  x , δηλαδή f x  f 
1 x . Αν f x  x  0  f x  x , τότε 

f x  f 
1 x . 

 

 

16 ΔΙΑΧΩΡΙΣΜΟΣ ΕΜΒΑΔΟΥ 

 Κατακόρυφος διαχωρισμός εμβαδού 

 
 Κάνουμε σχήμα. 

 Υπολογίζουμε το εμβαδό Ε όλου του συνολικού χωρίου. 

 Αν ζητείται η κατακόρυφη ευθεία χ  λ που διαμερίζει το χωρίο σε λόγο εμβαδών 

Ε1  α , τότε: E1  
α 
 

E1  E2  
α  1 




E 
 α  1  E  α  1E 

 
και από την 

Ε2 E2 1 E2 1 E2 

τελευταία σχέση υπολογίζουμε το λ. 

 Οριζόντιος ή πλάγιος διαχωρισμός εμβαδού 

 Κάνουμε σχήμα. 

 Βρίσκουμε τα σημεία τομής των κορυφών του ζητούμενου χωρίου και καθορίζουμε τις 

κατακόρυφες ευθείες που οριοθετούν τα ζητούμενα εμβαδά. 

 Βρίσκουμε το εμβαδόν όλου του χωρίου Ε 

 Υπολογίζουμε τα επιμέρους παραμετρικά εμβαδά E1 ή E2 

με την άσκηση. 

που καθορίζονται ανάλογα 

2 
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 Κάνοντας αντικατάσταση στη σχέση που ισχύει για το διαχωρισμό των 

εμβαδών και με υπολογισμούς από αυτή τη σχέση βρίσκουμε την 

παράμετρο. 

 

 

 

 

 

 

    Μ18:Για να υπολογίσουμε το εμβαδό ενός χωρίου που περικλείεται από  

    την γραφικη παράσταση μιας συνάρτησης ,τον άξονα χ'χ και τις  

    ευθείες χ=α και χ=β, αρκεί να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα 

                           

                      E = 
α

β

  ¦   f(χ)  ¦ dx . 

                           

 

    Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

                                               

    α) Αν f(χ)   0, για κάθε χε[α,β] τότε Ε =
α

β

 f(χ) dx. 

                                              

 

                                                 

    β) Αν f(χ)   0, για κάθε χε[α,β] τότε  E = -
α

β

  f(χ) dx. 

                                                 

 

    γ) Αν η f(χ) δεν διατηρεί σταθερό πρόσημο στο [α,β], τότε: 

 

 

    i) Βρίσκουμε τα υποδιαστήματα του [α,β] στα οποία ισχύει f(χ)   0 

    ( f(χ)    0 ), λύνοντας στο διάστημα [α,β] την ανίσωση  f(χ)   0 

    ( f(χ)    0 ). 

 

    ιι) Υπολογίζουμε τα αντίστοιχα εμβαδά, με βάση τις δύο παραπάνω  

    περιπτώσεις. 

 

    iii) Προσθέτουμε τα εμβαδά που βρήκαμε . Το εμβαδό που θα προκύψει  

    θα είναι το ζητούμενο εμβαδό και είναι θετικός πραγματικός  

    αριθμός. 
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    Μ19:Για να βρούμε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τον  

    άξονα χ'χ και τη γραφική παράσταση C της f, εργαζόμαστε όπως  

    παρακάτω: 

 

    i) Βρίσκουμε τις ρίζες της f(χ)=0.Εστω ότι είναι οι α < β < γ <..< ψ  < ω. 

 

    ii)Βρίσκουμε το πρόσημο της f(χ) σε καθένα από τα διαστήματα 

 

       [α,β],[β,γ],.......,[ψ,ω]. 

 

    iii)Υπολογίζουμε το καθένα εμβαδό στα παραπάνω διαστήματα. 

 

    iv)Προσθέτουμε τα παραπάνω εμβαδά και παίρνουμε το ζητούμενο  

    εμβαδό. 

     

     

    Μ20: Για να βρούμε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τις  

 

    γραφικές παραστάσεις δύο συνεχών συναρτήσεων f,g στο [α,β] και τις  

 

    ευθείες με εξισώσεις χ=α και χ=β , εργαζόμαστε όπως παρακάτω: 

     

    i)  Βρίσκουμε τις τετμημένες των σημείων τομής ή επαφής των  

    συναρτήσεων στο διάστημα [α,β], λύνοντας ως προς χ την εξίσωση  

    f(χ)=g(χ). Εστω κ,λ,...,μ οι τεμημένες αυτές με κ<λ<...<μ. 

     

    ii) Θεωρούμε την διαφορά Δ(χ)=f(χ)-g(χ) και προσδιορίζουμε το  

    πρόσημό της σε καθένα από τα υποδιαστήματα [α.κ],[κ,λ],....., 

    ,[μ,β] του διαστήματος  [α,β]. 

 

    iii)Υπολογίζουμε τα εμβαδά για το καθένα από τα παραπάνω  

    διαστήματα. 

 

    iv)Προσθέτουμε τα παραπάνω εμβαδά και βρίσκουμε το ζητούμενο  

    εμβαδό. 

 

 

     

    Μ21: Για να βρούμε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τις  

    γραφικές παραστάσεις δύο συνεχών συναρτήσεων f,g , εργαζόμαστε όπως 

    παρακάτω: 

     

i)  Βρίσκουμε τις τετμημένες των σημείων τομής ή επαφής των  

ii)   
    συναρτήσεων , λύνοντας ως προς χ την εξίσωση f(χ)=g(χ). 

 

     Εστω κ,λ,...,ρ,μ οι τεμημένες αυτές με κ<λ<...<ρ<μ. 

     

ii)  Θεωρούμε την διαφορά Δ(χ)=f(χ)-g(χ) και προσδιορίζουμε το  

 

    πρόσημό της σε καθένα από τα υποδιαστήματα [κ,λ],.....,[ρ,μ]. 

 

    iii)Υπολογίζουμε τα εμβαδά για το καθένα από τα παραπάνω  
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    διαστήματα. 

 

    iv)Προσθέτουμε τα παραπάνω εμβαδά και βρίσκουμε το ζητούμενο  

    εμβαδό. 

 

   

    Μ22:Για να υπολογίσουμε το εμβαδό E του χωρίου που περικλείεται από  

    τη γραφική παράσταση μιας συνεχούς συνάρτησης f, τον κατακόρυφο  

    άξονα ψ'ψ και τις ευθείες με εξισώσεις ψ=α, ψ=β, εργαζόμαστε όπως  

    παρακάτω με έναν από τους 3 τρόπους. 

 

    1ος τρόπος. 

 

 

    i) Βρίσκουμε την αντίστροφη της συνάρτησης f , εφόσον ορίζεται  

    αυτή στο διάστημα [α,β]. 

     

ii)  Υπολογίζουμε το εμβαδό E1 του χωρίου που περικλείεται από την  

 

    γραφική παράσταση ψ = f
-1

(χ), τον οριζόντιο άξονα χ'χ και τις  

 

    ευθείες με εξισώσεις χ=α και χ=β.  

 

    iii) Το ζητούμενο εμβαδό Ε είναι το εμβαδό Ε1. 

 

 

    2ος τρόπος. 

                                                                                                              π 

    i) Στρέφουμε την καμπύλη της f προς τα δεξιά κατα γωνία ίση με  - . 

                                                                                                              2 

 

    ii) Θέτουμε στην εξίσωση της καμπύλης και στις εξισώσεις ψ=α και  

    ψ=β των ευθειών όπου χ το -ψ και όπου ψ το χ. 

 

    iii) Μετά τις αντικαταστάσεις αυτές στην εξίσωση της καμπύλης 

    λύνουμε ως προς ψ.Αν βρούμε μια  καμπύλη που θα είναι η γραφική 

    παράσταση μιας συνεχούς συνάρτησης, τότε 

 

    iv) Υπολογίζουμε ο εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τον  

    οριζόντιο άξονα χ'χ, από τις ευθείες που προέκυψαν μετά την στροφή  

    και την γραφική παράσταση που προέκυψε μετά την στροφή. 

 

 

     

    3ος τρόπος. 

                                                                                                                     π 

    i) Στρέφουμε την καμπύλη της f προς τα αριστερά κατα γωνία ίση με   - . 

                                                                                                                     2 

 

    ii) Θέτουμε στην εξίσωση της καμπύλης και στις εξισώσεις ψ=α και  

    ψ=β των ευθειών όπου χ το ψ και όπου ψ το -χ. 

 

    iii) Μετά τις αντικαταστάσεις αυτές στην εξίσωση της καμπύλης 

    λύνουμε ως προς ψ.Αν βρούμε μια  καμπύλη που θα είναι η γραφική 
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    παράσταση μιας συνεχούς συνάρτησης, τότε 

 

    iv) Υπολογίζουμε ο εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τον  

    οριζόντιο άξονα χ'χ, από τις ευθείες που προέκυψαν μετά την στροφή  

    και την γραφική παράσταση που προέκυψε μετά την στροφή. 

 

    ΘΕΜΑ 36 

 

    Να υπολογίσετε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική  

    παράσταση της συνάρτησης f(χ)=χ
3
-χ , τον άξονα χ'χ και τις ευθείες χ=-2   , χ=2. 

 

    ΘΕΜΑ 37 

 

     

    Να υπολογίσετε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική  

                                                         -  -χ²+2   χ 1 

    παράσταση της συνάρτησης f(χ)=¦                          τον άξονα χ'χ και τις 

                                                            2χ-1    χ>1 

    ευθείες χ=-1 , χ=2 . 

 

 

    ΘΕΜΑ 38 

 

     

    Να υπολογίσετε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική  

                                   

    παράσταση της συνάρτησης f(χ)= χ²+1  και την ευθεία χ+ψ-3=0. 

     

    ΘΕΜΑ 39 

     

     

    Να υπολογίσετε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική  

                                   

    παράσταση της συνάρτησης f(χ)=χ και της γραφικής συνάρτησης g(χ)=χ² 

     

    και τις ευθείες χ=-1 και χ=1 . 

     

    ΘΕΜΑ 40 

     

    Εστω συνάρτηση f(χ)= χ
3
 +αχ²+βχ+γ 

    α) Να προσδιοριστούν οι α,β,γ ώστε η f να παρουσιάζει τοπικά ακρότατα  

    στις θέσεις -1,1 και η Cf να διέρχεται από το Α(1,0). 

 

    β) Για τις τιμές των α,β,γ του α) ερωτήματος , να βρείτε το εμβαδό του  

    χωρίου που περικλείεται από την Cf με ταξύ των θέσεων ακροτάτων και του  

    άξονα χ'χ. 

     

 

    ΘΕΜΑ 41 

     

 

    Να παραστήσετε γραφικά τις συναρτήσεις f(χ)=2
χ
+1 , g(χ)=χ+1 φ(χ)=3 και 

    στη συνέχεια να υπολογίσετε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από  

    τον άξονα χ'χ και τις γραφικές τους παραστάσεις. 
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    ΘΕΜΑ 42 

                                             1 

    Εστω η συνάρτηση f(χ)= -  

                                             χ 

    Να υπολογίσετε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική  

                                   

    παράσταση της συνάρτησης f, τον άξονα χ'χ και τις ευθείες χ=1 ,χ=λ²-3 

     

    με λ>0. 

   

    β) Να βρείτε τα όρια  i) lim Ε(λ) 

                             λ->+οο 

     

                         ii) lim    Ε(λ) 

                             λ->2
-
 

   

    ΘΕΜΑ 43 

 

    Δίνεται η συνάρτηση f(χ)=χ
3
-3χ+2 

    α) Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία την f 

    β) Να βρείτε τα τοπικά ακρότατα της f 

    γ) Να βρείτε τα σημεία καμπής της f 

    δ) Να βρείτε την εφαπτομένη της Cf στο τοπικό ελάχιστο 

    ε) Να βρείτε το εμβαδό του χωρίου που περιορίζεται από τη Cf, την  

    εφαπτομένη στο τοπικό ελάχιστο και των ευθειών χ=ρ1,χ=ρ2 όπου 

    ρ1,ρ2 οι τετμημένες του τοπικού ακροτάτου της f και του σημείου καμπής  

    της f αντίστοιχα. 

 

 

    ΘΕΜΑ 44 

 

    Εστω η συνάρτηση f με f(χ)=χ
3
-6χ²+8χ 

    α) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο χο=2 

    β) Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από την Cf και τον 

    άξονα χ'χ, μεταξύ των σημείων τομής της Cf με τον χ'χ. 

    γ) Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από την Cf, την  

    εφαπτομένη της Cf στο χο=2 και τις ευθείες χ=1 και χ=2 

 

 

    ΘΕΜΑ 45 

     

    α) Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία  και τα ακρότατα τη συνάρτηση  

       f(χ)= χ - ln(χ+1) 

 

    β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης g(χ)=χ-ln(χ+1), χε[0,1] 

 

    γ) Να υπολογίσετε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές  

    παραστάσεις των συναρτήσεων f(χ)=χ και g(χ)=ln(χ+1) μεταξύ των ευθειων 

    χ=0 και χ=1. 

     

     

    ΘΕΜΑ 46 

 

http://blogs.sch.gr/iraidos/


   ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΓΕΝΙΚΗΣ ΠΑΙΔΕΙΑΣ                                         Γ΄  ΤΑΞΗΣ  ΓΕΛ 
 

Επιμέλεια αρχείου: Ηλίας Ράιδος  Καθηγητής Μαθηματικών.                                             E-mails:raidosi@yahoo.gr  

                                                          http://blogs.sch.gr/iraidos/                                                          iraidos@gmail.com 

Σελίδα 12 από 14 

 

    α) Να βρείτε παραγωγίσιμη συνάρτηση f της οποίας η γραφική παράσταση της  

    διέρχεται από το Α(0,1) και η κλίση της στο (χ,f(χ)) με χεR είναι ίση με 

    3χ²+2χ+1. 

    β) Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από την Cf και τις  

    ευθείες με εξισώσεις χ=0 και χ=1. 

 

 

    ΘΕΜΑ 47 

                                                 lnx 

    Δίνεται η συνάρτηση f(χ)= ---    χε[1,e²] 

                                                  χ 

    α) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία 

    β) Να βρείτε τα ακρότατα της f, αν υπάρχουν.                        _ 

    γ) Δείξτε ότι η μέγιστη τιμή της f είναι μεγαλύτερη α πό την f. 

 

 

    ΘΕΜΑ 48 

                                                      

    Εστω η συνάρτηση f(χ)= (χ-2) 
5

χ

  t ημt dx .   

                                                     

    Δείξτε ότι: 

    α) Εφαρμόζεται για την f στο [2,5] το θεώρημα ROLLE. 

                                                         

    β) Υπάρχει ξε(2,5) τέτοιο ώστε  
ξ

5

  t ημt dt  =  (ξ²-2ξ).ημξ. 

                                                        

     

    ΘΕΜΑ 49 

 

    α) Δείξτε ότι για κάθε μ,νεΝ* ισχύει: 

  

      
0

1

 χ
μ
(1-χ)

ν
 dx  = 

0

1

  χ
ν
(1-χ)

μ
dx     

 

 

                                                                    

    β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  Ι=
0

1

 χ(1-χ)
1994

 dx 

                                                                  

 

 

    ΘΕΜΑ 50 

 

    Εστω ο κύκλος C:χ²+ψ²=4 

    α) Να βρεθεί το εμβαδό E του κυκλικού δίσκου (c) 

    β) Αν Ε' το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από την εφαπτομένη του  

    ημικυκλίου (c1) με ψ 0 στο χο=-1 και τους άξονες χ'χ και ψ'ψ, δείξτε ότι 

    E'     1 

    -- <  - 

    E     2 

 

 

    ΘΕΜΑ 51 
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    α) Να βρεθεί το εμβαδό E(α) του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές  

    παραστάσεις των συναρτήσεων f(χ)=e
χ
, g(χ)=e

-χ
 και την ευθεία χ=α²+1. 

 

    β) Να βρεθούν τα όρια i) lim   E(α) 

                            α->+οο 

 

                         ii) lim  E(α) 

                            α->0           

                                                                       1 

    γ) Θεωρούμε τη συνάρτηση φ(α)= E(α) - --     με κ=α²+1 

                                                                       e
κ
 

i)  Να μελετηθεί η φ ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα. 

 

     ii) Δείξτε ότι καμμία εφαπτομένη της Cφ δεν διαπερνα την Cφ  

 

 

 

    ΘΕΜΑ 52 

 

    Εστω συνάρτηση f συνεχής και γνησίως αύξουσα στο (0,+οο) 

                                

    Αν
1

6

 f(χ)dx =3 και 
2

7

 ¦  f(χ)dx = 1994 , τότε: 

 

                             

                                                                                                     

    α) Να εξετάσετε ως προς την μονοτονία τη συνάρτηση F(χ)=
χ

χ+5

 ¦ f(t)dt, χ>0 

                                                                                                    

                                                                                         

    β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης G(χ)= 
χ

χ+5

 f(t)dt , tε[1,2] 

                                                                                        

 

 

    ΘΕΜΑ 53 

                                                                        

    Δίνεται το σύνολο των συναρτήσεων  Μ=   lnx dx 

                                                                        

    α) Να βρεθεί η συνάρτηση f του Μ η οποία παρουσιάζει τοπικό ακρότατο 

    στο χο=0, το 0. 

    β) Δείξτε ότι η Cf δεν έχει σημεία καμπής. 

    γ) Δείξτε ότι η εφαπτομένη της Cf είναι παράλληλη προς τον χ'χ. 

    δ) Να βρεθεί το lim   f(χ) 

                    χ->0
+
                         

                                                                                    1    

    ε) Δείξτε ότι υπάρχει ξε(1,e) τέτοιος ώστε f'(ξ) = --- 

                                                                                   e-1 

 

 

    ΘΕΜΑ 54 
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    α) Εστω συνάρτηση f συνεχής στο [-α,α] , α 0 .Δείξτε ότι: 

 

                                           0          αν  f περιττή. 

                              ¦ 

      
-α

α

 f(χ)  dx =  ¦      

                                  2
0

α

   f(χ)  dx  αν f άρτια 

                                

 

                                                                           χ
6
ημχ 

    β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  Ι= 
 1
1

 ------  dχ 

                                                                            χ
4
+1 

 

 

    ΘΕΜΑ 55 

                                                                          

    Δίνεται το σύνολο των συναρτήσεων  M =   ¦ χ.e
χ
 dχ 

                                                                         

    α) Να βρεθεί η συνάρτηση f από το σύνολο M για την οποία f(1)=1. 

    β) Να βρεθεί το lim  f(χ) 

                              χ->-οο 

    γ) Να βρεθούν τα ακρότατα της f 

    δ) Να βρεθούν τα σημεία καμπής της f 

    ε) Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το ακρότατο και από  

    το σημείο καμπής. 

    στ)Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο την αρχή των αξόνων και  

    ακτίνα την απόσταση ακροτάτου -σημείου καμπής. 

    ζ) Να βρεθούν οι ασύμπτωτες της f. 

    η) Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από την Cf , τον  

    άξονα χ'χ και τις ευθείες χ=0, και χ=1 . 
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