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ΠΕΡΙΦ/ΚΗ Δ/ΝΣΗ Α/ΘΜΙΑΣ & Β/ΘΜΙΑΣ 

ΕΚΠ/ΣΗΣ ΘΕΣΣΑΛΙΑΣ 
ΔΙΕΥΘΥΝΣΗ Β/ΘΜΙΑΣ ΕΚΠ/ΣΗΣ ΜΑΓΝΗΣΙΑΣ  

 
1ο ΛΥΚΕΙΟ ΝΕΑΣ ΙΩΝΙΑΣ    

 

 

MAΘΗΜΑ  1Ο 

 

 

ΑΟΡΙΣΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 

 
  

 

Το 

 

 19o ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ  
 

 

περιλαμβάνει 

 

ΒΑΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ME ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 

 

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΠΡΟΣ ΑΝΑΠΤΥΞΗ 
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Αρχική Συνάρτηση 
 

 
 Ορισμός 
 
 
 

Έστω f μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αρχική συνάρτηση ή 
παράγουσα της f στο Δ ονομάζεται κάθε συνάρτηση F που είναι παραγωγίσιμη στο Δ 
και ισχύει: 

F΄(x) = f(x) 
για κάθε xΔ. 
 

 
  
Θεώρημα 
 
 
 

Έστω f μία συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αν η F είναι μια παράγουσα της f 
στο Δ, τότε: 

 όλες οι συναρτήσεις της μορφής: 

G(x) = F(x) + c , cℝ 

 

 είναι παράγουσες της f στο Δ και 

 

 κάθε άλλη παράγουσα G της f στο Δ παίρνει τη μορφή: 

 

G(x) = F(x) + c , cℝ 
 

 
 
 
 
 
 
 
 Βασικές Συναρτήσεις & Παράγουσες 
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Συνάρτηση − f Παράγουσα − F 
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Συνάρτηση − f Παράγουσα − F 

xημ

1
2

 σφx + c 

 
 
 Παράγουσες Σύνθετων Συναρτήσεων 
 

Συνάρτηση 

f 

Παράγουσα 

F 

f(x) ν ∙ f ΄(x) 

ν  −1 1ν

f(x) 1ν





 + c 

)x(f

)x(f 
 ln|f(x)| + c 

)x(f

)x(f 
 2 )x(f  + c 

e f(x) ∙ f ΄(x) e f(x) + c 

α f(x) ∙ f ΄(x) 
lnα

α f(x)
 + c 

συνf(x) ∙ f ΄(x) ημf(x) + c 

ημf(x) ∙ f ΄(x) − συνf(x) + c 

 
Μεθοδολογία 

  
  Όπως σκεφτόμαστε την παραγώγιση αντίστροφα, το ίδιο κάνουμε και με τους 

κανόνες της. Συνεπώς, αν : 

f(x) = g΄(x) ∙ h(x) + g(x) ∙ h΄(x) 
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  τότε, οι παράγουσες της f είναι της μορφής : 

F(x) = g(x) ∙ h(x) + c 
 
  Αναλόγως, αν : 

f(x) = 
(x)g

(x)hg(x)h(x)(x)g
2


 

  τότε, οι παράγουσες της f είναι της μορφής : 

F(x) = 
h(x)

g(x)
 + c 

 
  Από τις εφαρμογές του Θ.Μ.Τ. θυμίζουμε ότι, αν : 

f΄(x) = g΄(x) 

  για κάθε xΔ, τότε υπάρχει cℝ τέτοιο, ώστε για κάθε xΔ : 

f(x) = g(x) + c 
 
 
 

ΟΡΙΣΜΟΣ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ 
 

 Υπολογισμός ολοκληρώματος με τον ορισμό   Για να υπολογίσουμε το    
f xdx με τον

ορισμό, αρχικά βρίσκουμε το x  
 

.Έπειτα βρίσκουμε το     x και γράφουμε το 

 


f   , αντικαθιστώντας στην f το   . Σχηματίζουμε το άθροισμα 

S   f 1 x  f 2 x  ...  f  x , όπου με κατάλληλες παραγοντοποιήσεις εμφανίζουμε 

τα βασικά αθροίσματα: 1 2 ...    
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60. Τι ονομάζουμε αρχική μιας συνάρτησης f σε ένα διάστημα Δ ; 

61. Θεώρημα (2001 Β΄, 2003, 2015 Β΄) 

Έστω f μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αν F είναι μια παράγουσα της f στο Δ, να 

αποδείξετε ότι : 

 Όλες οι συναρτήσεις της μορφής G(x)  F(x)  c , c  R ,είναι παράγουσες της f στο Δ . 

 Κάθε άλλη παράγουσα G της f στο Δ παίρνει τη μορφή G(x)  F(x)  c , c  R . 

 Εφαρμογή των ιδιοτήτων του ορισμένου ολοκληρώματος Κάνουμε χρήση των ιδιοτήτων 

που αναφέρθηκαν στη θεωρία.
 

 

3.1 ΑΡΧΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 
 

 
 

 Απάντηση : 

 
 Σχόλια : 
Αποδεικνύεται ότι κάθε συνεχής συνάρτηση σε διάστημα Δ έχει παράγουσα στο διάστημα αυτό. 

 

 Απόδειξη : 

 

Αρχική συνάρτηση ή παράγουσα της f στο Δ ονομάζουμε κάθε συνάρτηση F που είναι 

παραγωγίσιμη στο Δ και ισχύει: F'(x)  f(x) , για κάθε x  . 

 Κάθε συνάρτηση της μορφής G(x)  F(x)  c , όπου c  R , είναι μια παράγουσα της f στο Δ, 

αφού 

G'(x)  (F(x)  c)'  F '(x)  f(x) , για κάθε x  . 

 Έστω G είναι μια άλλη παράγουσα της f στο Δ. Τότε , για κάθε x  ισχύουν οι σχέσεις F(x)  

f(x) και G(x)  f(x) , οπότε : G'(x)  F'(x) , για κάθε x  . Άρα υπάρχει σταθερά c τέτοια, ώστε 

G(x)  F(x)  c , για κάθε x  . 
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 Απάντηση : 

Συνάρτηση Παράγουσα 

f (x)  0 F (x)  c , c 

f (x)  1 F (x)  x  c , c 
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 x 
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 Σχόλια : 

 Οι τύποι αυτού του πίνακα ισχύουν σε κάθε διάστημα στο οποίο οι παραστάσεις του x που 

εμφανίζονται έχουν νόημα. 

 Αν οι συναρτήσεις F και G είναι παράγουσες των f και g αντιστοίχως και ο λ είναι ένας 

πραγματικός αριθμός, τότε : 

i. Η συνάρτηση F+G είναι μια παράγουσα της συνάρτησης f+g 
 

ii. Η συνάρτηση λF είναι μια παράγουσα της συνάρτησης λf. 

62. Πίνακας των παραγουσών βασικών συναρτήσεων. 
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ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 1 : ΕΥΡΕΣΗ ΑΡΧΙΚΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 ΟΡΙΣΜΟΣ : 

Αρχική συνάρτηση ή παράγουσα της f στο Δ ονομάζουμε κάθε συνάρτηση F που είναι 

παραγωγίσιμη στο Δ και ισχύει: F'(x)  f(x) , για κάθε x  . 

 ΘΕΩΡΗΜΑ : 

Έστω f μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αν F είναι μια παράγουσα της f στο Δ, να 

αποδείξετε ότι : 

 Όλες οι συναρτήσεις της μορφής G(x)  F(x)  c , c  R ,είναι παράγουσες της f στο Δ . 

 Κάθε άλλη παράγουσα G της f στο Δ παίρνει τη μορφή G(x)  F(x)  c , c  R . 
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2  

 

 
 

 ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ : 

 
1. Να βρείτε τις παράγουσες της συνάρτησης 

 

 
f (x)  3x

2
 

 

 

και μετά, να βρείτε εκείνη από τις 

παράγουσες που η γραφική της παράσταση διέρχεται από το σημείο Α(1,2). 

 Λύση : 
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2  1 
 c  3 

x

3 
 c  x

3
  c, x , c 

H CF διέρχεται από το (1,2) άρα : F (1)  2  1
3 
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2. Να βρείτε τις παράγουσες των παρακάτω συναρτήσεων : 

 (Παράγουσες Βασικών Συναρτήσεων) 
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3. Να βρείτε τις παράγουσες των παρακάτω συναρτήσεων : 

 (Παράγουσες Συναρτήσεων με εφαρμογή κανόνων παραγώγισης) 
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4. Να βρείτε τις παράγουσες των παρακάτω συναρτήσεων : 

 (Παράγουσες Σύνθετων Συναρτήσεων) 
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 ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ : 

 
5. Να βρείτε τις παράγουσες της συνάρτησης 

 
 
f (x)  x 

2
 

 

 
και μετά, να βρείτε εκείνη από τις 

παράγουσες που η γραφική της παράσταση διέρχεται από το σημείο Α(0,1). 
 

6. Να βρείτε τις παράγουσες της συνάρτησης f (x)  x και μετά, να βρείτε εκείνη από τις 

παράγουσες που η γραφική της παράσταση διέρχεται από το σημείο Α(1,3). 

 
7. Να βρείτε τις παράγουσες των παρακάτω συναρτήσεων : 

v. f (x)  x 

vi.  f (x)   
1

 
x3 

, x  0 

vii.  f (x)  x , x  0 

viii.  f (x) 
x 

, x  0 

1  2 
x 2 1  2 

x 

 

7 

 c 

 2 
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x 

 

2 

2 

 

 

 

 

8. Να βρείτε τις παράγουσες των παρακάτω συναρτήσεων : 

i. f (x)  x
3

 

ii.  f (x)   
1
 

x 4 
, x  0 

iii. f (x)  3 x 

iv. f (x)  x x 
 

9. Να βρείτε τις παράγουσες των παρακάτω συναρτήσεων : 

i. f (x)  
1 
 x , 

x 
x  0 

ii. f (x)  2ex  
3 

, x 

0, 
 




 2 
x 

 


iii

. 

f (x)  3
x1 
 

1
  2 , x  0 

 

 

10. Να βρείτε τις παράγουσες των παρακάτω συναρτήσεων : 

i. f (x)  x  
1

 
x 2 

 e
 x 

, x  0 

 ii. f (x)  
1 
 

2 
  

3 
, x 


0, 
 




x  2 
x 

 


iii. f (x)  2
x 


1 
, x 


0, 
 




 2 
x 

 


11. Να βρείτε τις παράγουσες των παρακάτω συναρτήσεων : 
3x

3 
 2x 1 

i. f (x)  , 
x 2 

(3x  2)
2

 

x  0 

ii.  f (x)  , 
x 2 

x  0 

 
iii.  

 
f (x) 

 3 
x   2 

x  2 

 2 
x 

,
 

x 0, 



12. Να βρείτε τις παράγουσες των παρακάτω συναρτήσεων : 

i. 

ii

. 

 
iii

. 

iv. 

v. 
f (x)  x  xx 

f (x)  
x x 

ex 

f (x)  
xx x 

,
 

x 2 

f (x)  x  xx 
f (x)  e

x 
ln x  

1 
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2 

x 

  
x  0 

 

vi

. 

 

f (x) 

 
 

2x  x 
2
 

 
 

ex 
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x 

 

13. Να βρείτε τις παράγουσες των παρακάτω συναρτήσεων : 

i. f (x)  (2x  3)(x 
2 
 3x  1)

2
 

ii. f (x)  (3x 
2 
 2)(x

3 
 2x  1)

2
 

iii. f (x)  
 2 3

 

 

iv
. 

x 

f (x)  


1 

3x 
2 2 

x  3 

v. f (x)  x 

vi. f (x)  x 

vii. f (x)  x  e
x

 

viii. f (x)  x  e
x

 

ix. f (x)   3x  5e
2 x

 

x. f (x)  23x  5  2 
x
 

ex 

xi

. 

xii

. 

xiii. 

f (x) 


f (x) 


f (x) 

1  e
x
 

x 1 

x 
2 
 2x  3 

x 

 

 

xiv. 

 
xv. 

f (x) 


f (x) 

1 

x  1 
,
 

1 

x  3 
,
 

x  1 

 

x  3 

xvi. 

xvii. 

f (x) 


f (x) 

(x  1)
2
 

 

 

x 
2  
 1 

(2x  1)
2
 

 
 

4x 
2  
 1 

 
 

 
 

 

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 2 : ΜΕΛΕΤΗ 

ΠΑΡΑΓΟΥΣΑΣ 
2Α. ΕΥΡΕΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 

 

x 
2 
 1 
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14. Δίνεται συνάρτηση f : (0,)   , με f (1)  7 και F μια αρχική της f στο (0,) , 

για την οποία ισχύει : F (x)  xf (x)  2x3 
για κάθε x  0 . Να βρείτε τον τύπο της f . 

 

15. Δίνεται συνάρτηση f :    , με F (0)  0 όπου F μια αρχική της f , για την οποία 

ισχύει : 2xF(x)  x 
2 
f (x)  4x

3 
 f (x) για κάθε x . 

i. Να βρείτε τον τύπο της f . 

ii. Να βρείτε την ασύμπτωτη της C f 

 
στο 

 
  . 
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16. Δίνεται η συνάρτηση f (x)  e
x2  

(x 1)  και  F  μια αρχική της  f   στο   με 

 

F (1)  0 . 
i. Να μελετήσετε την F ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

ii. Να δείξετε ότι η εξίσωση FF (x)  2015  0 έχει μοναδική ρίζα. 

iii. Να δείξετε ότι η F είναι κυρτή. 

iv. Να δείξετε ότι : F (x 1)  F (x  1)  2F (x) 

 
για κάθε 

 

x . 
 

17. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f :    και F μια αρχική της f , για την οποία 

ισχύει : F (1  2x)  F (x 
2 
 2)  x 

4 
 5x 

2 
 2x για κάθε x . 

i. Να βρείτε τις τιμές f (1), f (3) . 

ii. Να αποδείξετε ότι η C f τέμνει τον άξονα x΄x σε ένα τουλάχιστον σημείο (x0 , f (x0 )) , 

με x0  (1,3) . 

iii. Να αποδείξετε ότι υπάρχουν 1 ,2  (1,3) , με 1  2 , ώστε : 
1 




f (1 ) 

3 
 

 

f (2 ) 
 2 . 

 

18. Έστω f :    μια συνάρτηση η οποία είναι συνεχής και F μια παράγουσα της f 

στο [0,1] με F (0)  0 . Να αποδείξετε ότι η εξίσωση : 2F x 
2 
 x x(2x 1) f x 

2 
 x

έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (0,1) . 
 

19. Έστω f : (0,)   μια συνάρτηση, η οποία είναι συνεχής και F μια παράγουσα της 

f στο (0,) με F (0)  0 . Αν ισχύει F (x)  e
x 
ln(x  1) , για κάθε x  1, να δείξετε ότι 

C f 
διέρχεται από το σημείο (0,1) . 

 

 

20. Έστω f :    μια συνάρτηση η οποία είναι συνεχής με f (0)  0 και f (0)  1 . Αν 

F μια παράγουσα της f στο  με F (0)  0 , να βρείτε τα όρια : 

i. lim xF(x) 
 

 

 

ii.  

x0 (e
x 
1)x 

lim 
F (x) 

 

iii.  

x0 

 
lim 

f (x) 

xF(x) 
 

 

 
iv.  

x0 e
x 
 x  1 

lim e F 
2 

( x) 1 ln f (x) 
x0 

2Β. ΜΕΛΕΤΗ ΠΑΡΑΓΟΥΣΑΣ – ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΥΠΑΡΞΗΣ 

2Γ. ΟΡΙΑ 
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    M1:Για να υπολογίσουμε το αόριστο ολοκλήρωμα  της μορφής Ι=  f(x) dx 

                                                                

    βρίσκουμε την αρχική συνάρτηση της f(χ) , την  F(χ) ,οπότε θα έχουμε 

 

    Ι = F(χ) + c , όπου c η σταθερά ολοκλήρωσης. 
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