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ΠΕΡΙΦ/ΚΗ Δ/ΝΣΗ Α/ΘΜΙΑΣ & Β/ΘΜΙΑΣ 

ΕΚΠ/ΣΗΣ ΘΕΣΣΑΛΙΑΣ 
ΔΙΕΥΘΥΝΣΗ Β/ΘΜΙΑΣ ΕΚΠ/ΣΗΣ ΜΑΓΝΗΣΙΑΣ  

 
1ο ΛΥΚΕΙΟ ΝΕΑΣ ΙΩΝΙΑΣ    

 

 

MAΘΗΜΑ  9Ο 

 

 

ΑΣΥΜΠΤΩΤΕΣ – ΚΑΝΟΝΕΣ 

DE L’ HOSPITAL 

 
  

 

Το 

 

 17o ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ  
 

 

περιλαμβάνει 

 

ΒΑΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ME ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 

 

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΠΡΟΣ ΑΝΑΠΤΥΞΗ 
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38 ΑΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΤΙΑ 0
 

0 

   f x

ή  



f x

Αν έχουμε όριο lim 
xx0 g   x 

ή lim 
x g x 

και διαπιστώσουμε ότι τα όρια του αριθμητή και του 

παρονομαστή είναι και τα δύο 0 ή είναι και τα δύο  , τότε: 

 Εφαρμόζουμε τον κανόνα de l’Hospital (DL’Η) στην περίπτωση που υπάρχει το όριο των παραγώγων 

του αριθμητή και του παρονομαστή. 

 Αν εμφανίζεται και πάλι απροσδιοριστία, επαναλαμβάνουμε τον κανόνα DL’H, 
 

lim f x lim f  x lim f x ..... 

xx0 gx xx0 gx xx0 g x






Παρατηρήσεις 
 

- Ο κανόνας DL’H εφαρμόζεται και σε πλευρικά όρια. 

- Αν ο κανόνας DL’H εφαρμοστεί σε μη απροσδιόριστη μορφή, προκύπτει 

λάθος όριο. 

- Πρέπει πάντα να προσέχουμε αν υπάρχει το όριο των παραγώγων που 
 

προκύπτουν για να μπορούμε να εφαρμόσουμε τον κανόνα DL’H. 

41
 ΑΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΤΙ
Α 

0   ,    , 00 
, 0

 
, 

0 
, 1


 0  

Αν έχουμε lim f xgx ή 
xx0 

lim f xg x με lim f x  0 
xx0 

και lim gx   , τότε, για να 
xx0 

άρουμε την απροσδιοριστία, μετασχηματίζουμε σε σύνθετο κλάσμα και περνάμε σε απροσδιοριστίες 
0
 

0 

ή 
 

, που τις υπολογίζουμε όπως στην πρώτη μέθοδο. Συγκεκριμένα: 








lim f x g x  




lim 
xx0 

 f x 
1 

gx

 
 0 

 

xx0 
lim gx    


xx0 1    


00 , 0 ,1 , 

0
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f x


Όταν έχουμε να υπολογίσουμε όριο της μορφής 

μορφής  0
0   

ή 1   ή 
0 
, τότε: 

lim f x
gx  

και προκύπτει απροσδιοριστία της 
xx0 

- Μετασχηματίζουμε  f x
gx  

 e
gx lnf x 

,  f x  0 . 
 

 

- Είναι lim f x
gx  

 lim e
gx lnf x 

. 
xx0 xx0 

 
Υπολογίζουμε το όριο του εκθέτη 

 
lim g xlnf x , στο οποίο ενδεχομένως να 
xx0 

εφαρμόσουμε κάποια από τις προηγούμενες μεθόδους. 
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ΑΣΥΜΠΤΩΤΕΣ 
 

 Κατακόρυφη ασύμπτωτη 
 

Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού Df . 

 
Αν το πεδίο ορισμού έχει ανοικτό άκρο   , τότε εξετάζουμε τα όρια limf x ή 

x




lim f x ή 
x

lim f x .Αν κάποιο από τα προηγούμενα όρια είναι  , τότε η x   είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη. 
x



Μπορεί το  Df και να είναι σημείο αλλαγής τύπου μίας συνάρτησης που δεν είναι συνεχής στο α. 

Αν κάποιο από τα πλευρικά όρια στο α είναι  , τότε η x  είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της Cf . 

 Πλάγια - Οριζόντια ασύμπτωτη 
 

Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού της f. Αν το Df 

έχει πλάγια ή οριζόντια ασύμπτωτη. 
f x

έχει άκρο  ή  , τότε ενδεχομένως η Cf να 

Βρίσκουμε τα lim 
x x 

  και lim f x  x . 
x



f  x 
Αν  lim   


* και lim f x  x   , τότε η y  x   είναι πλάγια ασύμπτωτη 

x

της Cf 

x 

στο  . 

x



Αν   0 

και 
lim f   x    , τότε η y   είναι οριζόντια ασύμπτωτη της C 
x

στο  . 

 

Με όμοιο τρόπο εξετάζουμε την πλάγια ή οριζόντια ασύμπτωτη της Cf στο  . 
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Κανόνες de L’ Hospital  

 

Θεώρημα 10 (  μορφή 
0

0
  ): 

Αν }  ,  {IR  x,  0g(x)  ,  0f(x) 0
xxxx

limlim
00




 και υπάρχει το 

άπειρο ή οπεπερασμέν
(x) g

(x) f
lim

0xx








  ,  

τότε 

(x) g

(x) f

(x) g

(x) f
limlim

00 xxxx 






 

 

Παραδείγματα  

1. Να βρεθεί το όριο: 
ημ3x

ημ2x
lim

0x

 

Λύση: Έχουμε 

3

2

3συν3x

2συν2x

)ημ3x  (

)ημ2x  (
  και  0ημ3x  ,   0ημ2x limlimlimlim

0x0x0x0x









. Επομένως 

3

2

ημ3x

ημ2x
lim

0x




 

2. Να βρεθεί το όριο: 
3

x

0x x

1e
lim





 

Λύση: Έχουμε 








2

x

0x
3

x

0x

3

0x

x

0x 3x

e

)  x(

) 1-e (
  και  0x  ,   0) 1e ( limlimlimlim   Επομένως 





3

x

0x x

1e
lim  
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3. Να βρεθεί το όριο: 
1x

lnx
lim

1x 

 

Λύση: Έχουμε 1
1

x

1

) 1- x(

)lnx  (
  και  01)(x  ,   0lnx limlimlimlim

1x1x1x1x









  

Επομένως 1
1x

lnx
lim

1x




 

4. Να βρεθεί το όριο: 
x)ln(1

ee 2xx

0x
lim



 



 

Λύση: Έχουμε 

3
1

3

x1

1

2ee

) x)(ln(1

)e-(e
  και  0x)ln(1  ,   0)e(e

2xx

0x

2x-x

0x0x

2xx

0x
limlimlimlim 



















  Επομένως 3
x)ln(1

ee 2xx

0x
lim 



 



 

5. Να βρεθεί το όριο: )x ln x( 23

0x

lim 


 

Λύση: Έχουμε 

0x
9

2

x

9x

x

1
2

    

  

x

3

2lnx
- 

x

3x

x

1
2lnx

) 
x

1
 (

)x ln (
    

x

1

xln
)x ln x(

3

0x
6

2
0x

3
0x

6

2
0x

3

2

0x
3

2

0x

23

0x

limlim

limlimlimlimlim








































 

 

6. Να βρεθεί το όριο: )  
1-x

1

ee

e
  (

x
1x

lim 
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Λύση: Έχουμε 

2

1

exe

e
    

  
exe

ee

]1)-(xe)[(e

)e-ex (
    

1)-(xe)(e

ee-e-ex
  )  

1-x

1

ee

e
  (

xx

x

1x

0

0

0

0

x

x

1x
x

x

1x

0

0

x

x

1x
x

1x

lim

limlimlimlim




























 

 

7. Να βρεθεί το όριο: 
συνxe

συν2xe
 

x

2x

0x
lim







 

Λύση: Έχουμε 2...
συνxe

συν2xe
 

x

2x

0x
lim 







 

 

Θεώρημα 20 (  μορφή 



  ): 

 

Αν }  ,  {IR  x,  g(x)  ,  f(x) 0
xxxx

limlim
00




 και υπάρχει το 

άπειρο ή οπεπερασμέν
(x) g

(x) f
lim

0xx








  ,  

τότε 

(x) g

(x) f

(x) g

(x) f
limlim

00 xxxx 






 

 

Παραδείγματα  

1. Να βρεθεί το όριο: 
x

lnx
lim

x 
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Λύση:  Έχουμε 

0
x

1

1

x

1

) x (

)lnx  (
  και  x  ,   lnx limlimlimlimlim

xxxxx









  

Επομένως 0
x

lnx
lim

x




 

2. Να βρεθεί το όριο: 
14xe

12xx2e

x-

2x

x
lim







 

Λύση:  Έχουμε 























 4e

22x2e

) 14xe (

) 12xx2e (
  

14xe

12xx2e

x

x

x
x-

2x

x
x-

2x

x
limlimlim  

 

3. Να βρεθεί το όριο: 1)](e[x x

1

x
lim 



 

Λύση:  Έχουμε 

1e  

x

1

e
x

1

  

) 
x

1
 (

) 1e (
    

x

1

1e
  1)](e[x x

1

x
2

x

1

2

x

x

1

x

0

0

x

1

x

x

1

x
limlimlimlimlim 

















 

4. Να βρεθεί το όριο: 
x

x e

lnxx
lim





 

Λύση:  Έχουμε  0
 e

x

1
1

) e (

)lnx  x(
    

e

lnxx

x
x

x
x

x
x

limlimlim 



















 

5. Να βρεθεί το όριο: 
lnx

x
lim

x 

 

Λύση:  Έχουμε  













x

 
x

1

1

)lnx  (

) x (
    

lnx

x
limlimlimlim

xxxx
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Παρατήρηση:  

Τα προηγούμενα θεωρήματα ισχύουν και για τις μορφές : 











  ,    ,  . 

Επίσης τα θεωρήματα αυτά ισχύουν και για πλευρικά όρια και μπορούν να 

εφαρμοστούν περισσότερες από μια φορές αρκεί να ισχύουν οι υποθέσεις 

των θεωρημάτων αυτών. 

 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ :  

Να υπολογίσετε τα όρια: 

lnx

1x
lim

1x





 
4x

)2ημ(x

2
2x

lim






 
εφ(2006x)

εφ(2005x)
lim

0x

 εφx

)
2

π
ln(x

lim

2

π
x





 

x)e ( x

x
lim 



 lnx) x(lim
x




 

ln(εφx)

ln(ημx)
lim

0x

 
*ν

0x

Νν  ,  )lnx(lim 


x

 

]
2

πx
1)εφ[(xlim

1x




 
x

0x

xlim


 

αxxe

ημxx
  

αx

2

0x
lim



 

4

22

x x

xln
 lim



 

x

20052006
 

xx

x
lim





 

x]1)e [ln( x

x
lim 



 

ln(5x)][x  lim
0x




 

ln(lnx)][lnx  lim
1x




 

x

ημxx
 

2

0x
lim





 
(εφx)ln

(ημx)ln
 

2

2

0x
lim


   
x

xεφx
   

2
0x

lim




 

*
ν

x

0x

Νν   ,   
x

e
  lim 
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DE L' HOSPITAL 
 
1. Να βρεθούν τα παρακάτω όρια: 

 α. )xlnx(lim
x




 β. )xlnx(lim
0x




 

 γ. 






























1exlim x

1

x
 δ. 














 1x

1x
lnxlim

x
 

 ε. 
xημ)1e(x

xσυνxxημ
lim

x0x 




 στ. 

3xe4

1x2e
lim

x

x

x 







 

 
2. Να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια: 

 α. 









 x

1
συνx

x

1
ημxlim 23

 x
 

 β.   xεφ2

 x
xlim


 γ. 

2x

 x x

1
1lim 











 

 δ. 
xεφ

0 x x

1
lim 










 ε.   xημ

1

 x
xσυνlim


 

 στ. x

1

 x
xlim


 

  
3. Να υπολογιστούν τα όρια: 

 α. 
x

e
lim

x

1

0 x



 
 β. 

xημ
x

1
ημx

lim

2

0 x




 

 γ. 
2x

1x
lim

 x 




 δ. 

xημx

xημx
lim

0 x 




 

 
4. Να αποδείξετε ότι είναι συνεχής η συνάρτηση: 

f(x) = 















1   x,1x

1 x 0   ,
x1

xlnx

 

 και ότι f ΄(1) = −0,5 . 
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5. Έστω μια συνεχής συνάρτηση f:   , για την οποία ισχύει         (1 
− συνx)∙f(x) = ln(1 + x) − x , για κάθε x > −1 . Να βρείτε το f(0) . 

 

6. Έστω μια συνεχής συνάρτηση f:   , για την οποία ισχύει: x∙f(x) 

+ e ημx = f(x)∙ημx + e x , για κάθε x. Να βρείτε το f(0). 
 
7. Έστω η συνάρτηση f, παραγωγίσιμη στο , για την οποία ισχύει ότι:   

|f(x) − ln(1 + x 2)| ≤ x 2 ,  x. Να δειχθεί ότι η Cf δέχεται οριζόντια 
εφαπτομένη στο x0 = 0 . 

 

ΑΣΥΜΠΤΩΤΕΣ 
 
1. Να βρείτε, εφόσον υπάρχουν, τις ασύμπτωτες των γραφικών 

παραστάσεων των συναρτήσεων: 

 α. h(x) = 
3

x

x

e
   β.f(x) = 

1x

xln


 γ. f(x) = 

2x

1

ex   

 

2. Να βρείτε τα α, β, γ , ώστε η γραφική παράσταση της f με      f(x) 

= 
γx3

5xβx)1α( 2




 να έχει ως ασύμπτωτες τις ευθείες x = −2 και y = 

3 . 
 
3. Να αποδείξετε ότι η ευθεία y = 2x − 2∙ln2 είναι ασύμπτωτη της 

γραφικής παράστασης της συνάρτησης f(x) = 2∙ln(e x + 1) − 2∙ln2 . 
 
4. Έστω η συνάρτηση f:    και η συνάρτηση g, με g(x) = x∙f(e −x) . 

Αν η ευθεία y = 2x + 1 εφάπτεται της Cf στο x0 = 0 , να βρείτε την 

ασύμπτωτη της Cg στο + . 
 
5. Έστω οι συναρτήσεις f, g: (0, +)   με: 

g(x) = f(x) + x + ln(x + 1) − lnx , για κάθε x > 0 . 

 Αν η ευθεία y = x + 3 είναι ασύμπτωτη της Cf στο + , να βρείτε την 

ασύμπτωτη της Cg στο + . 
 
6. Έστω συνάρτηση f: (0, +)   για την οποία ισχύει: 

e −x ≤ x∙f(x) ≤ 1 , για κάθε x > 0 . 

 Να αποδείξετε ότι ο άξονας x΄x είναι ασύμπτωτη της Cf . 
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