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ΠΕΡΙΦ/ΚΗ Δ/ΝΣΗ Α/ΘΜΙΑΣ & Β/ΘΜΙΑΣ 

ΕΚΠ/ΣΗΣ ΘΕΣΣΑΛΙΑΣ 
ΔΙΕΥΘΥΝΣΗ Β/ΘΜΙΑΣ ΕΚΠ/ΣΗΣ ΜΑΓΝΗΣΙΑΣ  

 
1ο ΛΥΚΕΙΟ ΝΕΑΣ ΙΩΝΙΑΣ    

 

 

MAΘΗΜΑ  6Ο 

 

 

ΣΥΝΕΠΕΙΕΣ ΤΟΥ 

ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ ΜΕΣΗΣ 

ΤΙΜΗΣ 

 
  

 

Το 

 

14o ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ  
 

 

περιλαμβάνει 

 

ΒΑΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ME ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 

 

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΠΡΟΣ ΑΝΑΠΤΥΞΗ 
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g 

 

 



                                               ΣΤΑΘΕΡΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 

 
Για να αποδείξουμε ότι μια συνάρτηση είναι σταθερή, θα αποδεικνύουμε ότι f  x  0 . Για να βρούμε 

τη σταθερή τιμή της συνάρτησης, θα θέτουμε στη θέση του x, κατάλληλο αριθμό. 

 

 

 

                                                      ΕΥΡΕΣΗ ΤΥΠΟΥ 
 

 Μορφή f  x  hx

Βρίσκουμε την αρχική Η της g ( Hx  hx ) με βάση τους παρακάτω τύπους αντιπαραγώγισης: 
 

  x1 




1  x  x




  x 

x   
  1 




,   1,  ln x  , , , e
x  
 ex  ,… 

 

Τότε η σχέση f  x  hx γίνεται: f  x  Hx  f x  Hx  c ……. 

 

 

 Μορφή f  x ,f x, x  hx





Βρίσκουμε τη αρχική H της h 

 

1ο: Αρχικά παρατηρούμε αν το πρώτο μέλος είναι ή μπορεί να γίνει 
 

   f g  fg  f 


παράγωγος γινομένου ή πηλίκου. f g  fg  fg ή 2 
  

g  


  
 f x  




Τότε f x gx  H x  f xgx  Hx  c.... ή  gx  
 H x ....... 

 

 

 

2ο: Αν δεν ισχύει το προηγούμενο εξετάζω αν το πρώτο μέλος προέρχεται από 

παράγωγο σύνθεσης. 

 

x 

http://blogs.sch.gr/iraidos/


 

 

Μαθηματικά   Προσανατολισμού                                                                                  Γ΄ Γ.Ε.Λ 
 

Copyright: Ηλίας Ράιδος  Καθηγητής Μαθηματικών.                                                                E-mails:raidosi@yahoo.gr  

                                            http://blogs.sch.gr/iraidos/                                                                              iraidos@gmail.com 

Σελίδα 3 από 10 

 

 

 

 

 
 f k1 x 



f  x 

f xf x  
 k  1 

 , k  1 f x  ln f x   f x  0 

 
f  x

  , , 
 2   f x  

f x e
f xf  x  ef x 

, f  x f x  f x , 
 

3ο: Αν δεν ισχύει κάποιο από τα προηγούμενα, φέρνω το πρώτο μέλος στη μορφή 

f  x  gxf x  0 και πολλαπλασιάζω με το e
Gx 

, όπου G αρχική της g. 
 

Τότε η σχέση γίνεται: 

 

e
Gx

f  x  e
Gx

g x f x  hx 


e

Gx
f  x  eGx  f x  H x ή 

 

e
Gx

f x
 
 Hx  e

Gx
f x  Hx  c... 

Παρατήρηση: f  x  f x  f x  ce
x 
, c . 

 
 

k 

, 

http://blogs.sch.gr/iraidos/


 

 

Μαθηματικά   Προσανατολισμού                                                                                  Γ΄ Γ.Ε.Λ 
 

Copyright: Ηλίας Ράιδος  Καθηγητής Μαθηματικών.                                                                E-mails:raidosi@yahoo.gr  

                                            http://blogs.sch.gr/iraidos/                                                                              iraidos@gmail.com 

Σελίδα 4 από 10 

 

 

                          ΜΕΛΕΤΗ ΜΟΝΟΤΟΝΙΑΣ – ΠΡΟΣΗΜΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

Για να μελετήσουμε μία συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία, μελετάμε το πρόσημο της f  και εφαρμόζουμε 

το θεώρημα. 

Σε ορισμένες περιπτώσεις είναι δύσκολο να βρούμε το πρόσημο της f  . Τότε καταφεύγουμε στη 

δεύτερη παράγωγο f  . Με βάση το πρόσημο της f  , βρίσκουμε τη μονοτονία της f  και στη συνέχεια 

από το πρόσημο της f  , τη μονοτονία της f. 

Για να βρούμε τη μονοτονία της συνάρτησης πολλαπλού τύπου μελετάμε το πρόσημο κάθε κλάδου της f 

 , έχοντας υπόψιν ότι τη παραγωγισιμότητα της f στο σημείο αλλαγής του τύπου, δεν χρειάζεται να τη 

γνωρίζουμε γιατί δεν επηρεάζει τη μονοτονία της συνάρτησης. Τη συνέχεια όμως της συνάρτησης στο 

σημείο αλλαγής του τύπου, θα τη μελετάμε αφού χρειάζεται στο θεώρημα μονοτονίας. 
 
 

30 ΣΥΝΟΛΟ ΤΙΜΩΝ 

Θα βρίσκουμε το σύνολο τιμών, σε κάθε ένα από τα υποδιαστήματα του πεδίου ορισμού στα οποία η 

συνάρτηση είναι συνεχής και γνησίως μονότονη. 
 
 

31 ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΚΑΙ ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ 

Για να αποδείξουμε μία ανίσωση της μορφής f x  0 ή f x  0 

μονοτονία και εφαρμόζουμε τον ορισμό μονοτονίας. 

 

 
μελετάμε την f ως προς τη 

 

Στη περίπτωση που η f δεν είναι γνησίως μονότονη, εφαρμόζουμε τον ορισμό μονοτονίας σε κάθε ένα από 

τα διαστήματα που είναι γνησίως μονότονη. 

 

32 ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΚΑΙ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
 

 Το πολύ μία ρίζα 

Για να δείξουμε ότι η εξίσωση f x  0 έχει το πολύ μία ρίζα,έχουμε δύο επιλογές: 

 Μονοτονία: Aν η συνάρτηση είναι συνεχής και γνησίως μονότονη στο , , τότε η εξίσωση f x  0 

έχει το πολύ μία ρίζα στο διάστημα αυτό. 

Rolle και άτοπο: Υποθέτουμε ότι έχει δύο ρίζες 1 , 2 με 1  2 και εφαρμόζοντας το Θ. Rolle για την f 

στο 1 ,2  , καταλήγουμε σε άτοπο. 

 Ακριβώς μία ρίζα σε διάστημα 

ώ ί ί  ά  ά ί   ύ  ί

Θα αποδεικνύουμε με θ.Bolzano ή με θ.Rolle στην αρχική συνάρτηση ότι η f έχει τουλάχιστον μία ρίζα. 

Θα αποδεικνύουμε με μονοτονία ή με Rolle άτοπο ότι η f έχει το πολύ μία ρίζα 
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 Ακριβώς μία ρίζα, 

Θα βρίσκουμε προφανή ρίζα και στη συνέχεια θα αποδεικνύουμε ότι η αντίστοιχη 

συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη. 

Θα Βρίσκουμε το σύνολο τιμών της f.Αν το 0 ανήκει στο σύνολο τιμών, τότε η 

συνάρτηση έχει ρίζα η οποία λόγο της μονοτονίας της συνάρτησης θα είναι μοναδική. 

 Πλήθος ριζών εξίσωσης 

Θα βρίσκουμε το σύνολο τιμών της αντίστοιχης συνάρτησης σε καθένα από τα διαστήματα 
που είναι γνησίως μονότονη. Σε όσα από τα προηγούμενα υποσύνολα του συνόλου τιμών 

περιέχεται το 0, τόσες ρίζες έχει η εξίσωση f x  0 . 

 Λύση εξίσωσης, 

Θα βρίσκουμε προφανή ρίζα και στη συνέχεια θα αποδεικνύουμε ότι η αντίστοιχη 

συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη. 
 

 

A Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ  Π Ρ Ο Σ Ε Π Ι Λ Υ Σ Η  
 

 ΣΤΑΘΕΡΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 
 
 
1. Έστω οι παραγωγίσιμες στο  συναρτήσεις, τέτοιες ώστε για κάθε 

x να ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις: 

f ΄(x) = f(x)∙lng(x)   και   g΄(x) = −g(x)∙lnf(x) 

 α. Να αποδειχτεί ότι είναι σταθερή η συνάρτηση: 

G(x) = (lnf(x) − ημx) 2 + (lng(x) − συνx) 2 , x 

 β. Αν f(0) = 1 , g(0) = e να βρεθούν οι f, g. 
 
2. Δίνεται συνάρτηση f:   , ώστε: 

f ΄΄΄(x) + 2f ΄(x) = f ΄΄(x) + 2f(x) , για κάθε x 

 και:   f(0) = f ΄(0) = f ΄΄(0) = 1 . 

 Να αποδείξετε ότι: 

 α. Η g(x) = [f ΄΄(x) − f ΄(x)] 2 + 2[f ΄(x) − f(x)] 2 ,  x είναι 
σταθερή και να βρεθεί η τιμή της. 

 β. Η h(x) = f(x) ∙ e −x ,  x, είναι σταθερή. 

 γ. Να βρεθεί ο τύπος της f. 
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3. Θεωρούμε συνάρτηση f:    για την οποία ισχύει ότι: 

|f(x) − f(y)| + συν(x − y) ≤ 1 , για κάθε x, y  . 

 Να αποδειχτεί ότι η f είναι σταθερή. 
 
4. Να βρείτε συνάρτηση f σε κάθε μία, από τις παρακάτω περιπτώσεις: 

 α. Αν f ΄(x) = ημx + x∙συνx , x και f(π/2) = 2∙f(0) . 

 β. Αν f ΄(1 − 2x) = 7 − 12x , x και f(1) = 2 . 

 γ. Αν f ΄(x) = 
2x

1
  , x* και f(−1) = f(1) = 2 . 

 δ. Αν f ΄΄(x) = 4x −2x + 6x + 2 , x και f ΄(0) = f(0) = 1 . 
 
5. Να αποδειχτεί ότι: 

 α. αν f ΄΄(x) = f(x) ,  x και f(0) = f ΄(0) = 1 , τότε f(x) = e x , για 
κάθε x. 

 β. αν δ ΄΄(x) = δ(x) + 5x ,  x, δ(0) = 1 και δ΄(0) = −4 , τότε δ(x) 
= e x − 5x . 

 
6. Αν η f: (0, π)   είναι δύο φορές παραγωγίσιμη με f ΄(π/2) = 0 και f 

΄΄(x) = −f(x) , για κάθε x(0, π) , να αποδείξετε ότι f(x) = α∙ημx , α. 
 
7. Να βρεθεί, αν υπάρχει, συνάρτηση f που είναι παραγωγίσιμη στο * 

και για κάθε x* ισχύει:   f(x) = x∙f ΄(x) , f(1) = 1 και f(−1) = 2 . 
 

8. Έστω η συνάρτηση f:    με f(0) = 2 , ώστε να ισχύει: 

(f(x) − e x)∙(f ΄(x) − e x) = 0 ,  x 

 α. Να αποδείξετε ότι:   (f(x) − e x) 2 = 1 . 

 β. Να αποδείξετε ότι η h(x) = f(x) − e x διατηρεί σταθερό πρόσημο 
στο  και να βρείτε τον τύπο της f. 

 

9. Δίνεται η συνάρτηση f:    για την οποία ισχύει: 

(x − 2)∙f ΄(x) = 2x 2 − 5x + 2 , για κάθε x . 

 Αν f(3) = 7 , να βρεθεί ο τύπος της f. 
 

10. Να βρεθεί παραγωγίσιμη συνάρτηση f: (0, +)  (0, +) , αν ισχύει 
ότι:   f ΄(x) = f(x)∙ln[f(x)] , για κάθε x > 0 και f ΄(1) = 0 . 

 
11. Να βρείτε την f, αν για κάθε x ισχύει: 
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f ΄(x) − f(x) = 









4

π
xημ2  και f(0) = 1 

 
12. Να βρεθεί η παραγωγίσιμη συνάρτηση f:    με f(0) = f ΄(0) = 1 , 

για την οποία ισχύει: 

f(x + y) + f(x − y) = 2f(x) , για κάθε x, y  
 
13. Έστω f παραγωγίσιμη συνάρτηση στο . Να δείξετε ότι ισχύει: 

f ΄(x) = (2x + 1)∙f(x) , για κάθε x 

 αν και μόνο αν υπάρχει c, ώστε:   f(x) = c∙ xx2

e   
 
14. Να βρείτε την εξίσωση της καμπύλης, που διέρχεται από το        Μ(0, 

−3) και σε κάθε σημείο της με τετμημένη x0 έχει εφαπτομένη με λεφ = 

1x4

x4
2
0

0


. 

 
15. Δίνεται η συνάρτηση f: [0, 1]  [0, +) με f(0) = 0 , που είναι 

παραγωγίσιμη και δεν είναι σταθερή συνάρτηση. Να αποδείξετε ότι: 

 α. Υπάρχει ξ(0, 1), ώστε (1 − ξ) ∙ f ΄(ξ) = f(ξ) . 

 β. Υπάρχουν α, β με 0 < α < β < 1 , ώστε: 

  Re(z1∙z2) < 0   με   z1 = β + i   και   z2 = f ΄(α) + i∙f ΄(β) 
 
 

ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ 
 
1. Να μελετήσετε τη μονοτονία των συναρτήσεων: 

 α. f(x) = x∙lnx β. f(x) = x/lnx 

 γ. f(x) = x + συνx , x[0, 2π)  

 δ. f(x) = 












0   x,xlnx

0   x,1xee

2

x

 

 
2. Έστω f συνάρτηση παραγωγίσιμη στο [0, 3] , με f ΄(x) > 0 και         f(1) 

= −1 , f(2) = 1 . Αν g(x) = 
)x(f1

)x(f
2

 , 0 ≤ x ≤ 3 , να βρείτε τα 

διαστήματα μονοτονίας και το σύνολο τιμών της g . 
 

http://blogs.sch.gr/iraidos/


   ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΓΕΝΙΚΗΣ ΠΑΙΔΕΙΑΣ                                         Γ΄  ΤΑΞΗΣ  ΓΕΛ 
 

Επιμέλεια αρχείου: Ηλίας Ράιδος  Καθηγητής Μαθηματικών.                                             E-mails:raidosi@yahoo.gr  

                                                          http://blogs.sch.gr/iraidos/                                                          iraidos@gmail.com 

Σελίδα 8 από 10 

 

3. Να βρείτε το πλήθος των ριζών των εξισώσεων: 

 α. ln(x − 1) + x 2 + x − 6 = 0 

 β. lnx + x 2 − e = 0 
 
4. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

 α. ln(x + 1) − 
2x

x2


 + x = 0 

 β. e x+1 + 2x − e = 0 
 

5. Έστω f: (0, +)  , παραγωγίσιμη συνάρτηση για την οποία ισχύει:   
f ΄(x) − f(x)/x = 2∙lnx   και   f(1) = 2 . 

 α. Να βρεθεί ο τύπος της f. 

 β. Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα. 
 
6. Να αποδείξετε τις ανισότητες: 

 α. 
e

2
2ln

2

e
2   

 β. 2∙ln(ημx) < ημ2 x , για κάθε x(0, π) 

 γ. eπ < πe 
 

7. Έστω η συνάρτηση f(x) = 
xln

)1xln( 
 , x ≥ 2 . 

 Α. Να μελετήσετε τη μονοτονία της f. 
 

 Β.  Να αποδείξετε ότι: 

  α.   ln(e − 1)∙ln(e + 1) < 1 

  β.   ln(e π − 1)∙ln(e π + 1) < π 2 

  γ.   ln(x − 1)∙ln(x + 1) < ln2 x , x > 2 
 
8. Έστω μια συνάρτηση f: (0, +)  , με f(x) > 0 για κάθε x > 0, η 

οποία είναι παραγωγίσιμη και ισχύει: 

ln(f(x)) + e f(x) = 2x∙lnx − 3x + 2 e  + e , για κάθε x > 0. 

 Να μελετήσετε την f, ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 
 

9. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f:    με f ΄(x)  0 ,  x. Να 

βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης f(e −x) = f(x + α) ,  α. 
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10. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f:   , με f(x) > 0 για κάθε 

x, για την οποία ισχύει ότι: 

f 3 (x) + ln(f(x) + e f(x) =  x 3 + x 2 + 2x − 1 ,  x . 

 α. Να αποδειχτεί ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο . 

 β. Να λύσετε την εξίσωση f(lnx) = f(1 − x2) 
 
11. Έστω συνάρτηση f:   , για την οποία ισχύει ότι: 

f(1 − x) = −f(1 + x) , για κάθε x. 

 Αν ισχύει ότι f ΄(x)  0 ,  x, να λύσετε την εξίσωση f(x) = 0 . 
 

12. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
1x

xln


. 

 α. Να εξεταστεί η f, ως προς τη μονοτονία. 

 β. Να αποδείξετε ότι αν α, β (1, +) και β∙αβ = α∙βα τότε α = β . 
 

13. Αν x∙g΄(x) > συνx − g(x) , για κάθε x, να αποδείξετε ότι: 

g(x) > ημx / x , για κάθε x  0 . 
 
14. Οι συναρτήσεις f και g είναι παραγωγίσιμες στο  με f(0) = g(0) και 

για κάθε x ισχύει f ΄(x)∙g(x) > f(x)∙g΄(x) και g(x) > 0 . Να 
αποδείξετε ότι: 

 α. Η h(x) = f(x)/g(x) είναι γνησίως αύξουσα στο . 

 β. f(x) ≥ g(x) για κάθε x[0, +) και f(x) ≤ g(x) ,  x(−, 0] . 
 
15. Έστω μια συνάρτηση f:    για την οποία ισχύει ότι f ΄(x) > 2∙f(x) 

και f(0) = 1 . Να αποδείξετε ότι f(x) > e 2x , για κάθε x > 0 . 
 
16. Αν η συνάρτηση f:    είναι παραγωγίσιμη με f(0) = 0 και             f 

΄(x) + f(x) > 0 , για κάθε x, να αποδείξετε ότι x∙f(x) > 0 ,  x  0. 
 

17. Αν η συνάρτηση f:    είναι παραγωγίσιμη με f(0) = 0 και η f΄ είναι 
γνησίως φθίνουσα, να δείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = f(x)/x ,  x > 0, 
είναι γνησίως φθίνουσα. 

 

18. Αν f(x) = 2x − 
x

e

1








− 2004 τότε: 

 Α. α.   Να μελετήσετε τη μονοτονία της f. 
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  β.   Να βρείτε τα όρια )x(flim
x 

, )x(flim
x 

. 

 Β. α.   Να δείξετε ότι η f(x) = 0 έχει ακριβώς μια λύση στο . 

  β.   Να λύσετε στο [0, 2π) την ανίσωση: 

22
e

1

e

1
xσυν4

2xσυν2






















 

 

19. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο (1, +) και για κάθε x > 1 

ισχύει f(x) = xln
2

)x(fx 
 , να δείξετε ότι: 

 α. Η g(x) = f(x)∙ln2 x είναι σταθερή στο (1, +) . 

 β. Αν f(e) = 3 , τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα. 

 γ. Αν f(e) = −2 , τότε η f είναι γνησίως αύξουσα. 
 

20. α. Να αποδείξετε ότι ln(x + 1) > x − 
5

1

2

x2

  , για κάθε x[0, +). 

 β. Έστω μια συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο [0, +), ώστε: 

2004
6

x

2

x
x

5

4
)1xln()1x()x(f3)x(f2)x(f

32
35   

 Να μελετηθεί η f, ως προς τη μονοτονία της. 
 
21. Να βρεθεί ο τύπος της συνάρτησης f, που είναι συνεχής στο [0, 1] , 

παραγωγίσιμη στο (0, 1) και ισχύει: f ΄(x) ≤ f(1) − f(0) ,  x(0, 1) . 
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