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ΠΕΡΙΦ/ΚΗ Δ/ΝΣΗ Α/ΘΜΙΑΣ & Β/ΘΜΙΑΣ 

ΕΚΠ/ΣΗΣ ΘΕΣΣΑΛΙΑΣ 
ΔΙΕΥΘΥΝΣΗ Β/ΘΜΙΑΣ ΕΚΠ/ΣΗΣ ΜΑΓΝΗΣΙΑΣ  

 
1ο ΛΥΚΕΙΟ ΝΕΑΣ ΙΩΝΙΑΣ    

 

 

MAΘΗΜΑ  5Ο 

 

 

ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ 

 
  

 

Το 

 

 13o ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ  
 

 

περιλαμβάνει 

 

ΒΑΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ME ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 

 

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΠΡΟΣ ΑΝΑΠΤΥΞΗ 
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x 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ ROLLE 

 Έλεγχος εφαρμογής του Θ. Rolle-εύρεση του ξ

Εξετάζουμε αν εφαρμόζονται οι τρείς προϋποθέσεις του θεωρήματος. Σε περίπτωση που ζητείται να βρεθεί 

και ο αριθμός Rolle, τότε λύνουμε την εξίσωση f    0 και βρίσκουμε τα , . 

 Παραμετρικές θ. Rolle

Σε ασκήσεις στις οποίες ζητείται ο προσδιορισμός παραμέτρων ώστε να εφαρμόζεται το θ. Rolle στο 

διάστημα , , τότε απαιτούμε: 
 

 f   f  .

 Η f να είναι συνεχής στο , και στην περίπτωση που έχουμε συνάρτηση πολλαπλού τύπου, να 

είναι συνεχής στο σημείο αλλαγής τύπου.

 Η f να είναι παραγωγίσιμη στο , και αν είναι κλαδωτή, να είναι παραγωγίσιμη στο σημείο 

αλλαγής.

Λύνοντας το σύστημα των εξισώσεων που προκύπτουν από τα 3 προηγούμενα βήματα, 

προσδιορίζουμε τις παραμέτρους. 

 Γεωμετρική ερμηνεία θ. Rolle

Σε ασκήσεις στις οποίες ζητείται να εξετάσουμε αν υπάρχει σημείο M,f  , με , τέτοιο 

ώστε, η εφαπτομένη της Cf να είναι παράλληλη με τον άξονα xx , τότε εξετάζουμε αν πληρούνται οι 

3 προϋποθέσεις του θ. Rolle. 
 

 

18 
YΠΑΡΧΕΙ , :  ,f  ,f   0 

 

Για να βρούμε την αρχική συνάρτηση της παράστασης που πρέπει να ορίσουμε για να εφαρμόσουμε το 

θεώρημα Rolle, θα χρησιμοποιούμε τη παρακάτω λογική: 

- Φέρνουμε τη σχέση στη μορφή hx  0 (μεταφέρουμε όλους τους όρους 

στο πρώτο μέλος θέτοντας ως άγνωστο το x) 

Αν η παράσταση h περιέχει το x και , τότε: 

Βρίσκω την αρχική της h με βάση τον πίνακα βασικών παραγώγων. Είναι: 
 

  xk1  
x

k  
  
 k  1 

, k  1 x  x , x  x ex  
 ex   , 1 

 ln x  , 
 

1 
 2 x  ,   1 

 x ,  
   1 

 x


2
x 

2
x 
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g 

2f x

 

Αν η παράσταση h περιέχει το f  x  και το f   x  , τότε: 
 

1ο: Αρχικά παρατηρώ αν η παράσταση h είναι ή μπορεί να μετασχηματιστεί 
 

   f g  fg  f 



σε παράγωγος γινομένου ή πηλίκου. f g  fg  fg ή 2 
  

g  


2ο: Αν δεν ισχύει το προηγούμενο εξετάζω αν η παράσταση h προέρχεται από 

παράγωγο σύνθεσης. 

 
 f k1 x 



f  x 

f xf x  
 k  1 

 , k  1 , f x  ln f x   f x  0 , 

 

f  x 

f x

 

 2   f x  ,  ef x
f  x  ef x  , f  x f x  f x , 

 

f  x f x  f  x , 
   f x 

 f x


3ο: Αν δεν ισχύει κάποιο από τα προηγούμενα, φέρνω τη παράσταση h στη 

μορφή f  x  gxf x  0 και πολλαπλασιάζω με το e
Gx 

, όπου G 

αρχική της g. Τότε η σχέση γίνεται: 

e
Gx

f  x  e
Gx

g x f x  0 

e
Gx

f x
 
 0 

e
Gx

f  x  eGx  f x  0 ή 

k 
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1 
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19 ΣΥΝΔΥΑΣΜΟΙ ΘΕΩΡΗΜΑΤΩΝ 

 Πολλές φορές για να αποδείξουμε ότι υπάρχει , τέτοιο, ώστε : f    0 ή f    0 

ή…δεν συμπεριλαμβάνεται εμφανώς στην εκφώνηση η συνθήκη f   f  ή f    f   , 
τότε ενδέχεται να πρέπει να χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα του Bolzano ή το θεώρημα 

ενδιάμεσων τιμών ήτο θεώρημα του Rolle σε άλλο διάστημα ή σε άλλη συνάρτηση. 

20 ΤΟΥΛΑΧΙΣΤΟΝ ΜΙΑ ΡΙΖΑ 

Σε ασκήσεις που ζητείται να αποδείξουμε ότι η εξίσωση f x  0 έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο 

διάστημα , κάνουμε τα εξής: 

 Εξετάζουμε αν εφαρμόζεται το θ. Bolzano για την f στο , ή αν η συνάρτηση έχει προφανή ρίζα 

στο , . 
 
 

 

 Αν δεν συμβαίνει το προηγούμενο, τότε θεωρούμε την αρχική συνάρτηση F της f (δηλαδή τη 

συνάρτηση για την οποία ισχύει Fx  f x για κάθε x, ) και εφαρμόζουμε γι’ αυτή, το θ. 

Rolle. 

Αν ζητούνται τουλάχιστον ν ρίζες στο , , τότε χωρίζουμε το διάστημα σε ν υποδιαστήματα και 

αποδεικνύουμε ότι σε κάθε διάστημα υπάρχει μία τουλάχιστον ρίζα. 

 
Για την εύρεση της F χρησιμοποιούμε τις παρακάτω αντιπαραγωγίσεις: x






1 
  ln x  ,  x  x ,  x  x ,  ex   ex  ,… 

 

21 ΤΟ ΠΟΛΥ Κ ΡΙΖΕΣ 

Για να αποδείξουμε ότι η εξίσωση f x  0 έχει 

το πολύ κ ρίζες κάνουμε τα εξής: 

Υποθέτουμε ότι η f έχει ( 1) ρίζες 

 
  x1 

 



,   1, 

 

1 ,2 , ...,1 με 
1  2  ...    1 .

 

Σύμφωνα με το θεώρημα Rolle υπάρχουν ξ 

1  1 ,2   2  2 ,3      ,1 
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τέτοια, ώστε:  f  1   f  2   ......  f     0 .  Εξετάζουμε αν η f  μπορεί να έχει κ ρίζες. 

Αν δεν μπορεί, τότε έχουμε καταλήξει σε άτοπο, οπότε η f δεν έχει   1


ρίζες και έχει το πολύ κ 

ρίζες. Αν το άτοπο δεν είναι εμφανές στην f  συνεχίζουμε την προηγούμενη διαδικασία και βρίσκουμε 

 1 ρίζες στην f  κ.ο.κ. 
 

 

22 ΑΚΡΙΒΩΣ ΜΙΑ ΡΙΖΑ 

Για να αποδείξουμε ότι μία εξίσωση έχει μοναδική ρίζα στο διάστημα , , θα αποδεικνύουμε ότι η 

αντίστοιχη συνάρτηση έχει τουλάχιστον μία και το πολύ μία ρίζα στο διάστημα αυτό. Γενικά ισχύει: 

ά ί   ύ ί  ώ ί ί

Για το «τουλάχιστον μία», θα εφαρμόσουμε: 

 Θεώρημα Bolzano ή 

 Θ. Rolle στην αρχική συνάρτηση (αρχική της f είναι η F, όταν F  f ) ή 

 Θα βρούμε προφανή ρίζα της f στο διάστημα , .Για να αποδείξουμε ότι έχει το πολύ μία ρίζα, 

θα υποθέσουμε ότι έχει δύο ρίζες 

1 ,2  , θα καταλήξουμε σε άτοπο. 

1 ,2 , , με 1  2 και εφαρμόζοντας θ. Rolle στο 
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με 1 2 

 



ΘΜΤ 
 Άμεση εφαρμογή του Θ.Μ.Τ.

Εξετάζουμε αν η συνάρτηση είναι συνεχής στο , και παραγωγίσιμη στο ,


 Γεωμετρική ερμηνεία Θ.Μ.Τ.

Σε ασκήσεις στις οποίες ζητείται να δειχθεί ότι υπάρχει σημείο ,f 



της Cf , στο οποίο η 

εφαπτομένη είναι παράλληλη σε κάποια χορδή που ορίζεται από τα σημεία 

B ,f  , θα εξετάσουμε αν εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ. στο διάστημα , . 

 Ανισοτικές σχέσεις για τιμές της f

A,f  και 

 

Σε ανισώσεις που θέλουμε να αποδείξουμε μία ανίσωση για συγκεκριμένη τιμή της f, θα 

εφαρμόζουμε, εφόσον πληρούνται οι προϋποθέσεις, Θ.Μ.Τ. για την f σε κατάλληλο διάστημα. 

Επίσης, αν ισχύει μία ανισοτική σχέση για την f  , τότε αυτό αποτελεί ένδειξη για εφαρμογή Θ.Μ.Τ. 
 

 

24 ΔΙΑΜΕΡΙΣΜΟΣ ΔΙΑΣΤΗΜΑΤΟΣ 

 f  1   f  2   ...  f     

Ασκήσεις στις οποίες ζητείται η ύπαρξη 1 , 2 , ...,  , , ώστε να ισχύει: 

f  1   f  2   ...  f     


Χωρίζουμε το ,


σε ν ίσα υποδιαστήματα, που το καθένα έχει πλάτος 
  

 
και εφαρμόζουμε το 

ΘΜΤ στα διαστήματα αυτά. 

 
1
f  1   

2
f  2   ...  


f     

Ασκήσεις στις οποίες ζητείται η ύπαρξη 1 , 2 , ...,  , , ώστε να ισχύει: 


1
f  1   

2
f  2   ...  


f        ,   , ...,    * 

 

d            ...       * 
Έστω και 1 2  . 

Χωρίζουμε το , σε ν υποδιαστήματα:  , x
1 ,x1 

, x
2 , ...,x1 

,, 
 

 
 

με αντίστοιχα πλάτη: 

 
1 




1 d,  
 

2 

 


2 d,...,  



  d και 


   δ1 δ2 

α x1 

δν 

x
2 

…….. x
ν1 β 

 

εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. σε καθένα από αυτά και στη συνέχεια προσθέτουμε κατά μέλη. 

 

. 

. 
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2 

 

ΣΥΝΔΥΑΣΜΟΙ ΘΕΩΡΗΜΑΤΩΝ – ΘΕΩΡΗΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

 Ύπαρξη , με f    0 .

Εφαρμόζουμε Rolle για την  f   στο διάστημα: 1 , 2   , όπου τα  1 , 2 

εφαρμογή του Θ.Μ.Τ. 

 

 

 

 

έχουν προκύψει από 

 Ύπαρξη  
1 
, 

2  
 , με   f  1  f  2   .......

 

Σε ασκήσεις διαδοχικών ερωτημάτων στις οποίες προηγείται υπαρξιακό πρόβλημα (υπάρχει 

x0 , …) και ακολουθεί πρόβλημα ύπαρξης 1 , 2 ,, , τα οποία 1 , 2 να ικανοποιούν μία 

σχέση, τότε τα 1 , 2 

και x0 
, . 

θα προκύψουν από εφαρμογή του Θ.Μ.Τ. σε καθένα από τα διαστήματα  , x
0 

 Ύπαρξη , με f   ή f   ή  0 
 

Εφαρμόζουμε διαδοχικά ΘΜΤ ή και Θ.Rolle, ώστε να βρούμε το πρόσημο των 

συνέχεια εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. στην  f  στο 1 
, 

2  . 

f  1  ,f  2  και στη 

 

 Ύπαρξη 1 , 2, .., με 
1 

f  



 
 

f    
 ...  ....... 

1 2 

 

Θα διαμερίζουμε το σύνολο τιμών της f σε αντίστοιχα διαστήματα και με χρήση του Θ.Ε.Τ. θα 

βρίσκουμε x1 , x2 , ..., των οποίων οι τιμές είναι ίσες με τις θέσεις διαμέρισης του συνόλου 

τιμών. Στη συνέχεια θα εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Τ. στα αντίστοιχα διαστήματα. 
 

26 ΑΝΙΣΟΤΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ 

Για να αποδείξουμε μία ανίσωση για συγκεκριμένες τιμές της f, θα εφαρμόζουμε, εφόσον πληρούνται οι 

προϋποθέσεις, Θ.Μ.Τ. για την f σε κατάλληλο διάστημα. 
 

Σε ανισώσεις δύο μεταβλητών θα προσπαθούμε να σχηματίσουμε τη διαφορά f   f  έτσι ώστε 

να «ανακαλύψουμε» ποια είναι η f και ποιο το διάστημα , στο οποίο θα εφαρμόσουμε το Θ.Μ.Τ. 
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Στη συνέχεια θα εφαρμόζουμε τον ορισμό μονοτονίας για την f  στην ανίσωση:     


 

 
 ΘΕΩΡΗΜΑ ROLLE 
 

1. Αν f(x) = 












0   x,x)αγ(3

0   x,βxαx2

 να βρεθούν τα α, β, γ , ώστε να 

εμφαρμόζεται το Θ.Rolle στο [−1, 1] και να βρεθεί ξ  (−1, 1), ώστε   f 
΄(ξ) = 0 . 

 
2. Έστω η παραγωγίσιμη f: [α, β]  , ώστε f 2 (α) − f 2(β) = α 2 − β 2 . 

Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ  (α, β) , έτσι ώστε f(ξ)∙f ΄(ξ) = ξ . 
 
3. Δίνεται ότι η f συνεχής στο [α, β] , α > 0 και παραγωγίσιμη στο      (α, 

β) , με 
β

)β(f

α

)α(f
  . Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ  (α, β) , ώστε ξ∙f ΄(ξ) 

= f(ξ) . 
 
4. Δίνεται η συνάρτηση f συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμη στο   (α, 

β) . Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ  (α, β) , ώστε: 

33

2

αβ

)α(f)β(f
ξ3




 = f ΄(ξ) 

 
5. Να αποδείξετε ότι η κάθε μία από τις παρακάτω εξισώσεις έχει το 

πλήθος των ριζών, που περιγράφεται: 

 α. Η x 8 =  7x + 6 δεν έχει περισσότερες από δύο διαφορετικές 
ρίζες στο . 

 β. Η e x = αx 2 + βx + γ έχει μέχρι τρεις ρίζες στο . 

 γ. Η x 7 + αx 2 + λ = 0 έχει το πολύ τρεις (ανά δύο άνισες) 
πραγματικές ρίζες. 

 
6. Να αποδείξετε ότι κάθε μία από τις παρακάτω εξισώσεις έχει 

μοναδική ρίζα στο . 

 α. x 5 + 3x − α = 0 

 β. αx 3 + βx 2 + γx + δ = 0 , με β 2 < αγ , α  0 . 
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7. Αν f(x) = (x 2 − x)(x 2 − 4) + 1 , να βρείτε το πλήθος των πραγματικών 
ριζών της εξίσωσης f ΄(x) = 0 . 

8. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

 α. ln(1 + xe x) = x β. 2 x + 5 x = 2 + 5x 
 
9. α. Αν για κάθε x ισχύει f ΄(x) > 0 και g΄(x) = < 0 , να αποδείξετε 

ότι οι γραφικές παραστάσεις των f και g έχουν το πολύ ένα 
κοινό σημείο. 

 β. Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 
f(x) = e x + 2x και g(x) = e −x − x 3 έχουν ένα μόνο κοινό σημείο, 
που βρίσκεται στον άξονα y΄y . 

 
10. Να αποδείξετε ότι μεταξύ δύο ριζών της εξίσωσης e x ∙ ημx = 1 

υπάρχει ρίζα της εξίσωσης e x ∙ συνx = −1 . 
 
 ΘΕΩΡΗΜΑ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ 
 
11. Αν f συνεχής στο [1, 5] με f(1) = −2 και |f ΄(x)| < 2 ,  x  (1, 5) , να 

δείξετε ότι −10 < f(5) < 6 . 
 
12. Δίνεται η f(x) = logx . Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ  (1, 20) , ώστε:  ξ 

= 
2log1

elog19




 . 

 

13. Η συνάρτηση f έχει δεύτερη παράγωγο στο  και υπάρχει α, ώστε 
f(0) = 3α − 1 , f(1) = 5α − 1 και f(2) = 7α − 1 . Να αποδείξετε ότι 
υπάρχει ξ, ώστε f ΄΄(ξ) = 0 . 

 
14. Αν η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  και υπάρχουν 

τρία συνευθειακά σημεία της Cf , να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ, με f 
΄΄(ξ) = 0 . 

 

15. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο [1, 4] και για κάθε x ισχύει 
f(4x) = 4f(x) και f(25/100) = 1 , να αποδείξετε ότι υπάρχουν ξ1, ξ2, ξ3 
(1, 4) , ώστε f ΄(ξ1) + f ΄(ξ2) + f ΄(ξ3) = 12 . 

 
16. Να αποδείξετε τις παρακάτω ανισότητες: 

 α. x

1

1x

1

ex1xex    , για κάθε x > 0 

 β. 
e

π
πln

π

e
2   
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 γ. x)1xln(
1x

x



 , αν x > 0 

 δ. x ≤ e x − 1 ≤ 1 + (x − 1)e , αν x  (1, 2) 
 
17. Η απόσταση δύο πόλεων, που συνδέονται με ευθεία σιδηροδρομική 

γραμμή είναι 51 km. Μια αμαξοστοιχία διανύει τη μεταξύ τους 
απόσταση σε 0,6 ώρες. Να αποδειχτεί ότι για κάποια χρονική στιγμή 
η αμαξοστοιχία έχει ταχύτητα 85 km/h . 

 
 ΘΕΩΡΗΜΑ ROLLE & ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ 
 
18. Δίνεται συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο . Αν f(2) − f(1) = 

f(3) − f(2) , να αποδείξετε ότι υπάρχει x0  (1, 3) , τέτοιο ώστε η 
εφαπτομένη της f ΄ στο x0 να είναι παράλληλη στον x΄x . 

 
19. Η συνάρτηση f δυο φορές παραγωγίσιμη στο . Αν οι αριθμοί f(2), 

f(4), f(6) είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου, να αποδείξετε 
ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον x0  (2, 6) , ώστε f ΄΄(x0) = 0 . 

 

20. H ευθεία (ε): y = λx + μ τέμνει τη γραφική παράσταση της f:    σε 
τρία διαφορετικά σημεία. Αν η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη, να 
δείξετε ότι υπάρχει x0  , ώστε f ΄΄(x0) = 0 . 

 

21. Έστω f:    τρεις φορές παραγωγίσιμη. Υποθέτουμε ότι: 

f(1) = f(0) = f ΄(0) = f ΄΄(0) = 0 

 Να αποδείξετε ότι υπάρχει x(0, 1) , ώστε f ΄΄΄(x) = 0 . 
 
22. Έστω f μια παραγωγίσιμη συνάρτηση στο  με f(x) > 0 , για κάθε x 

και e
)1999(f

)2000(f
 . Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f ΄(x) = f(x) έχει μία 

τουλάχιστον ρίζα στο (1999, 2000) . 
 
23. Έστω f παραγωγίσιμη στο , της οποίας η παράγωγος είναι γνησίως 

φθίνουσα στο . Να αποδείξετε ότι: 

f(1999) + f(2002) < f(2000) + f(2001) 
 
24. Έστω συνάρτηση f για την οποία ισχύουν ότι είναι συνεχής στο      [1, 

e] , παραγωγίσιμη στο (1, e) και f(e) − f(1) = 1 . Να αποδειχτεί ότι η 
εξίσωση x∙f ΄(x) = 1 , έχει μία τουλάχιστον λύση στο (1, e) . 
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25. Δίνονται οι α, β, γ . Να αποδειχτεί ότι η εξίσωση: 

α∙συνx + β∙συν2x + γ∙συν3χ = 0 

 έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (0, π) . 
 
26. Έστω συνάρτηση f, δύο φορές παραγωγίσιμη στο [α, β], για την 

οποία ισχύει f(α) = f(β) = 0 . Να αποδειχτεί ότι υπάρχει x0  (α, β) , 
ώστε f ΄(x0) = f(x0)∙f ΄΄(x0) . 

 
27. Αν για τη συνάρτηση f στο διάστημα [α, β] ικανοποιούνται οι 

προϋποθέσεις του θεωρήματος του Rolle, τότε να αποδείξετε ότι: 

 α. υπάρχουν ξ1, ξ2 (α, β) με ξ1 < ξ2 και f ΄(ξ1) + f ΄(ξ2) = 0 . 

 β. υπάρχουν κ1, κ2 (α, β) με κ1 <κ2 , ώστε 3f ΄(κ1) + 2f ΄(κ2) = 0 . 

 γ. ότι η εξίσωση f ΄(x) = f(x) − f(α) έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο 
διάστημα (α, β). 

 

28. Έστω η συνάρτηση f: [α, β]  , συνεχής στο [α, β] , παραγωγίσιμη 
στο (α, β) με f(α) = 2β , f(β) = 2α . 

 α. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 2x έχει μία τουλάχιστον ρίζα 
στο (α, β). 

 β. Να αποδείξετε ότι υπάρχουν ξ1, ξ2 (α, β) , τέτοια ώστε             f 
΄(ξ1)∙f ΄(ξ2) = 4 . 

 
30. Θεωρούμε την παραγωγίσιμη στο  συνάρτηση f, για την οποία ισχύει 

f(lnα) = f(lnβ) . Αν ισχύει lnα < lnγ < lnβ , με α, β, γ > 0 και 2e
γ

β

α

γ


, να δειχτεί ότι υπάρχουν ξ1, ξ2  με f ΄(ξ1) + f ΄(ξ2) = 0 . 
 
31. Έστω η συνάρτηση f, παραγωγίσιμη στο  με f(−1) = −1 , f(1) = 1 . Να 

αποδειχτεί ότι υπάρχουν: 

 α. −1 < ξ1 < ξ2 < 1 , ώστε f ΄(ξ1) + f ΄(ξ2) = 2 . 

 β. −1 < κ1 < κ2 < 1 , ώστε 2
)κ(f

1

)κ(f

1

21







 . 

 

32. Η συνεχής συνάρτηση f: [α, β]  , είναι δύο φορές παραγωγίσιμη 
στο (α, β), με f(α) = f(β) = 0 . Να αποδείξετε ότι: 
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 α. αν υπάρχει x0 (α, β) με f(x0) > 0 , τότε υπάρχει ξ(α, β), τέτοιο 
ώστε f ΄΄(ξ) < 0 . 

 β. αν υπάρχει x0 (α, β) με f(x0) < 0 , τότε υπάρχει ξ(α, β), τέτοιο 
ώστε f ΄΄(ξ) > 0 . 

 
33. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο [0, α] και για κάθε x[0, α], 

ισχύει f(x2) = 2xf(x) . Να δείξετε ότι υπάρχουν ξ1, ξ2 (0, α) , ώστε: 

f ΄(ξ1) + f ΄(ξ2) = 
 1αx2

)α(f


 

 Δίνεται ότι α > 1 και f(0) = 0 . 
 
34. Η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο [α, β], με f(β) < 0 

και f(α) = f ΄(α) = 0 . Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ(α, β), ώστε          f 
΄΄(ξ) < 0 . 

 
35. Έστω η συνάρτηση f(x) = α 2 x 6 + β x 4 + x 2 + γ + δ , (α, β, γ, δ *) 

με 3β 2 < 5α 2 . Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχουν τρία διαφορετικά 
συνευθειακά σημεία, που να ανήκουν στη γραφική παράστασή της. 

 

36. Αν 
xημx

22
)x(f

xημx




  , x(0, π) τότε: 

 α. Να αποδειχτεί ότι υπάρχει ξ(ημx, x) , τέτοιο ώστε να ισχύει 
f(x) = 2 ξ ∙ ln2 . 

 β. Να βρεθεί το 
xημx

22
lim

xημx

0x 




 . 

 

37. Έστω παραγωγίσιμη συνάρτηση f:    με f(2) = 0 . Να αποδείξετε 
ότι υπάρχει ξ, ώστε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f 
στο σημείο Μ(ξ, f(ξ)) να τέμνει τον άξονα x΄x στο σημείο Ρ (2ξ, 0) . 

 

38. Η συνάρτηση f: [1, 4]   είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και ισχύουν 
f(1) = 2 και f(4) = 8 . Να αποδείξετε ότι υπάρχει εφαπτόμενη της Cf 
που διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

 
39. Έστω συνάρτηση f για την οποία ισχύουν οι προϋποθέσεις του 

Θ.Rolle στο διάστημα [2, 20] . Να αποδείξετε ότι υπάρχουν: 

 α. x1, x2, x3 με 2 < x1 < x2 < x3 < 20 , ώστε: 

f ΄(x1) + f ΄(x2) + f ΄(x3) = 0 
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 β. ξ1, ξ2, ξ3 με 2 < ξ1 < ξ2 < ξ3 < 20 , ώστε: 

2f ΄(ξ1) + 3f ΄(ξ2) + 4f ΄(ξ3) = 0 
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