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ΠΕΡΙΦ/ΚΗ Δ/ΝΣΗ Α/ΘΜΙΑΣ & Β/ΘΜΙΑΣ 

ΕΚΠ/ΣΗΣ ΘΕΣΣΑΛΙΑΣ 
ΔΙΕΥΘΥΝΣΗ Β/ΘΜΙΑΣ ΕΚΠ/ΣΗΣ ΜΑΓΝΗΣΙΑΣ  

 
1ο ΛΥΚΕΙΟ ΝΕΑΣ ΙΩΝΙΑΣ    

 

 

MAΘΗΜΑ  3Ο 

 

ΚΑΝΟΝΕΣ 

ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ 

  

 

Το 

 

 11o ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ  
 

 

περιλαμβάνει 

 

ΒΑΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ME ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 

 

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΠΡΟΣ ΑΝΑΠΤΥΞΗ 
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ΚΑΝΟΝΕΣ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ 
Παράγωγος αθροίσματος 

 

Αν οι συναρτήσεις gf ,  είναι παραγωγίσιμες σ’ ένα διάστημα Δ, τότε για κάθε Δx  ισχύει: 

)()()()( xgxfxgf  . 

Τα παραπάνω ισχύει και για περισσότερες από δύο συναρτήσεις. Δηλαδή, αν 
kfff ...,,, 21
, είναι παραγωγίσιμες 

στο Δ, τότε 

)()()()()( 2121 xfxfxfxfff kk
  . 

 
Παράγωγος γινομένου 
 

Αν οι συναρτήσεις gf ,  είναι παραγωγίσιμες σ’ ένα διάστημα Δ, τότε για κάθε Δx  ισχύει: 

)()()()()()( xgxfxgxfxgf  . 

 

Αν  f  είναι παραγωγίσιμη συνάρτηση σ’ ένα διάστημα Δ και c R, επειδή 0)( c , σύμφωνα με τα παραπάνω 

έχουμε: 

)())(( xfcxcf   

 

Παράγωγος πηλίκου 
 

Αν οι συναρτήσεις gf ,  είναι παραγωγίσιμες σ’ ένα διάστημα Δ και για κάθε Δx  ισχύει 0)( xg , τότε για κάθε 

Δx  έχουμε: 

2
)]([

)(()()(
)(

xg

xgx)fxgxf
x

g

f 












. 

 

Από τους παραπάνω κανόνες παραγώγισης προκύπτουν τα παρακάτω 

 Η συνάρτηση  νxxf )( ,νΝ*  είναι παραγωγίσιμη στο R* και ισχύει 1)(  νxνxf , δηλαδή 

1)(   νν xνx  

 Η συνάρτηση xxf εφ)(    είναι παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της και ισχύει 
x

xf
2συν

1
)(  , δηλαδή 

x
x

2συν

1
)εφ(   

 Η συνάρτηση  xxf σφ)(    είναι παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της και ισχύει 
x

xf
2ημ

1
)(  , δηλαδή 

x
x

2ημ

1
)σφ(   
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Παράγωγος σύνθετης συνάρτησης 
 

 

Αν μια συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα Δ και η  f  είναι παραγωγίσιμη στο )(Δg , τότε η 

συνάρτηση gf   είναι παραγωγίσιμη στο Δ και ισχύει 

)())(()))((( xgxgfxgf  . 

Δηλαδή, αν )(xgu  , τότε:  uufuf  )())((  

Με το συμβολισμό του Leibniz, αν )(ufy   και )(xgu  , έχουμε τον τύπο: 
dx

du

du

dy

dx

dy
  

που είναι γνωστός ως κανόνας της αλυσίδας. 

Από τα παραπάνω προκύπτουν τα εξής: 

 

 Η συνάρτηση αxxf )( , αR-Z είναι παραγωγίσιμη στο ),0(   και ισχύει 1)(  αxαxf , δηλαδή 

1)(  αα xαx   

Αποδεικνύεται ότι, για 1α  η  f  είναι παραγωγίσιμη και στο σημείο 00 x  και η παράγωγός της είναι ίση με 0, 

επομένως δίνεται από τον ίδιο τύπο. 

 

 Η συνάρτηση xαxf )( , 0α  είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει ααxf x ln)(  , δηλαδή 

ααα xx ln)(   

 Η συνάρτηση ||ln)( xxf  , xR* είναι παραγωγίσιμη στο R* και ισχύει: 

x
x

1
)||(ln   

 
 

 
 

 

ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ ΒΑΣΙΚΩΝ ΚΑΙ ΣΥΝΘΕΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ – ΚΑΝΟΝΕΣ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ 
 

 Χρησιμοποιούμε το τυπολόγιο και τους κανόνες παραγώγισης. 
 

 

 

 

 

ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΑΝΩΤΕΡΗΣ ΤΑΞΗΣ 

 
Σε ασκήσεις όπου ζητείται να βρεθεί η δεύτερη παράγωγος f  x , τρίτη παράγωγος f 

(3) x,..., τότε 

βρίσκουμε την πρώτη παράγωγο f x και στη συνέχεια παραγωγίζουμε διαδοχικά τους τύπους των 

παραγώγων που έχουμε βρει. Είναι: f  x  f x , f (3) x  f x ,... 
 

7 

8 
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9 ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗΣ 

Έστω 1-1 συνάρτηση f, με αντίστροφη την f 1 . Ισχύει: f x  y  x  f 
1 y , δηλαδή 

f 
1 f x  x . 

Παραγωγίζοντας έχουμε: f 1 f x  x  f 1  f xfx  1 
 

και με f x  0 , προκύπτει: f 1  f x 
1 

f x



(1). 

 

Στη συνέχεια θέτουμε f x  y 

ζητούμενο. 

και με βάση την διαδικασία της αποσύνθεσης, καταλήγουμε στο 
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10 ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΑΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ 

Όταν δίνεται μία συναρτησιακή σχέση (ισότητα) και μας ζητά να υπολογιστεί το  f  x0 
δειχθεί μία άλλη ισότητα ή να υπολογιστούν κάποιες παράμετροι, τότε παραγωγίζουμε κατά μέλη, 

εφόσον αναφέρεται ότι οι συναρτήσεις είναι παραγωγίσιμες. 

Αν f x  gx και οι f,g παραγωγίσιμες, τότε f x  gx . Το αντίστροφο δεν ισχύει. 
 

Αν δεν αναφέρεται ότι οι συναρτήσεις είναι παραγωγίσιμες σε κάποιο διάστημα, τότε δεν μπορούμε 

να παραγωγίσουμε κατά μέλη. 
 

ή να 

 

 

 

 

 

 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΑΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ ΔΥΟ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 

Αν ισχύει μία σχέση με δύο μεταβλητές x, y   και ζητείται να δειχθεί μία σχέση με παραγώγους, τότε: 

 Παραγωγίζουμε και τα δύο μέλη ως προς x, θεωρώντας το y σταθερά.

 Παραγωγίζουμε και τα δύο μέλη ως προς y, θεωρώντας το x σταθερά.

Από τις σχέσεις των παραγώγων που θα προκύψουν, με κατάλληλες πράξεις καταλήγουμε στο 

ζητούμενο. 
 

 

11 ΕΞΙΣΩΣΗ ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗΣ ΣΕ ΓΝΩΣΤΟ ΣΗΜΕΙΟ  M x0 ,f x0 

 Βρίσκουμε το  f x0  , αν δεν δίνεται.

 Βρίσκουμε το  f x και στη συνέχεια το  f x0  .

 Αντικαθιστούμε στον τύπο  y  f x0   f x0 x  x0  .

Σε περίπτωση που έχουμε συνάρτηση πολλαπλού τύπου και ζητείται η εξίσωση εφαπτομένης στο 

σημείο αλλαγής τύπου, βρίσκουμε το  f x0  , αν υπάρχει, με πλευρικές παραγώγους. 

 Εύρεση παραμέτρων 
 

Όταν δίνεται μία συνάρτηση f και ζητούνται οι τιμές των παραμέτρων έτσι ώστε η Cf να έχει στο 

σημείο  Mx0 ,f x0  εφαπτομένη την  y  x   , τότε ισχύει ΌΤΙ:  f  x0     και 

f x0   x
0  
  . 

 

10 
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12 ΕΞΙΣΩΣΗ ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗΣ ΣΕ ΑΓΝΩΣΤΟ ΣΗΜΕΙΟ 

Υποθέτουμε ότι  Mx0 ,f x0  είναι το σημείο επαφής που πληροί την συγκεκριμένη ιδιότητα. 
 

Ανάλογα με την ιδιότητα, έχουμε τις παρακάτω συνθήκες: 

- Αν η εφαπτομένη ε είναι παράλληλη σε ευθεία 

τότε:  f x0     

 : y  x   , 

- Αν η εφαπτομένη ε είναι κάθετη σε ευθεία  : y  x   , τότε: 

f x0     1 

- Αν η εφαπτομένη έχει κλίση λ, τότε  f x0    . 

- Αν η εφαπτομένη σχηματίζει γωνία ω με τον άξονα x΄x, τότε   ισχύει:  f x0    . 
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 



 Εφαπτομένη από σημείο εκτός Cf . 

 

Όταν θέλουμε να βρούμε την εξίσωση εφαπτομένης που άγεται από σημείο 

ανήκει στη γραφική παράσταση της f, τότε: 

 
A, που δεν 

Υποθέτουμε ότι το σημείο επαφής είναι το  Mx0 ,f x0  . Γράφουμε τον τύπο της εξίσωσης 

εφαπτομένης:   : y  f x0   f x0 x  x0   (1), και αντικαθιστούμε τα f x0  , f x0  .Επειδή η 

εφαπτομένη ε διέρχεται από το σημείο , , οι συντεταγμένες του θα επαληθεύουν την 

εξίσωση (1), δηλαδή:    f x0   f x0   x0  . 

Από την τελευταία σχέση υπολογίζουμε τα x0 , που μπορεί να είναι και περισσότερα από ένα. 
 

 
 

13 ΚΟΙΝΗ ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗ 

 Κοινή εφαπτομένη σε κοινό σημείο 

Αν οι γραφικές παραστάσεις δύο συναρτήσεων f,g έχουν κοινή εφαπτομένη σε κοινό τους σημείο 

Mx0 , y0  , τότε: f x0   gx0  και  f x0   gx0   



 Κοινή εφαπτομένη σε διαφορετικά σημεία 

Όταν δίνονται δύο συναρτήσεις f,g και ζητείται να βρεθεί αν υπάρχει, ευθεία που εφάπτεται και στις 

δύο γραφικές παραστάσεις. Τότε: 

 Εξετάζουμε αρχικά, αν υπάρχει κοινή εφαπτομένη σε κοινό σημείο.

 Υποθέτουμε ότι A,f  και ,g είναι τα σημεία επαφής της κοινής εφαπτομένης με τις 

 C ,C .   
: y  f ()  f x   

 
y  f  x  f   f  

.
 

f g 


 : y  g  gx  

 y  g  x  g  g

 f    g
 Για να είναι η ίδια ευθεία, πρέπει: 

f   f   g  g


Λύνοντας το προηγούμενο σύστημα, βρίσκουμε τα α και β. 

 Ευθεία που εφάπτεται στην Cf 

 

Αν θέλουμε να δείξουμε ότι μία γνωστή ευθεία  : y  x   εφάπτεται στην Cf , τότε: 

 Λύνουμε το σύστημα των εξισώσεων , f x και βρίσκουμε τα κοινά τους σημεία.

 Έστω  Mx1 , y1 





ένα κοινό σημείο. 


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Αν  f x1       , τότε το Μ είναι σημείο επαφής. 

Αν  f x1       ,  τότε  το  Μ  είναι  σημείο  τομής. Αν  η  ευθεία  δ  δεν  είναι  γνωστή,  

τότε  αρχικά 

βρίσκουμε την εξίσωσή της και ακολουθούμε τα παραπάνω βήματα. 
 

 
 ΒΑΣΙΚΕΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ & ΚΑΝΟΝΕΣ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ 
 
10. Να βρεθούν οι παράγωγοι των συναρτήσεων: 

 α. f(x) = 
x1

ex


 β. f(x) = 

4x

1
2 

 

 γ. f(x) = 
1x

xln
xημx


  δ. f(x) = 

xe

xln
 

 ε. f(x) = 
xεφ1

xσυνxημ




 στ. f(x) = 

xημ1

xημ2




 

 ζ. f(x) = 
2x

xln


 η. f(x) = 

xln

x2

 

 θ. f(x) = 
xe

1x2 
 ι. f(x) = 

xσυν1

xημ1




 

 
11. Να βρείτε όλα τα πολυώνυμα Ρ με Ρ(x) = [ Ρ΄(x)] 2 ,  x . 
 
 
12. Να αποδείξετε ότι: 

 α. αν f(x) = x 2 ∙ lnx , τότε 2x∙f(x) − x∙f ΄(x) + x 2 = 0 . 

 β. αν y = x / e x , τότε 0y)1x(
dx

dy
x   . 

 γ. αν y = e x ∙ (ημx − συνx) τότε y΄− 2y − 2e x ∙ συνx = 0 . 
 
13. Η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη στο , με g(e) = 1 και g΄(e) = 2 . 

Αν f(x) = 
xln

x
)x(gx

2
2   , τότε να βρείτε τον f ΄(e) . 

 
14. Να αποδείξετε ότι: 

 α. 1
x

1e
lim

x

0x





 β. 80

2x

2x
lim

55

2x







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 ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΘΕΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 
15. Να βρεθούν οι παράγωγοι των συναρτήσεων: 

 α. f(x) = xημ4  β. f(x) = x 2 ∙ ημ3x 

 γ. f(x) = ημ 2 x − συν 2 x δ. f(x) = εφ 2 (4x 3 + 1) 

 ε. f(x) = συν (x 2 + 3x) στ. f(x) = xlnσυν  

 ζ. f(x) = ημ (2 x + 3 x) η. f(x) = (x 2 + 3) 4 (x 3 − 5) 3 
 
16. Α. Να βρεθούν οι παράγωγοι των συναρτήσεων: 

  α. f(x) = x lnx με x > 0 

  β. f(x) = 2 εφx 

 Β. Να βρείτε την dy/dx στο x0 της συνάρτησης: 

  y = (u + 3) 2 ,   u = 3t   ,   t = x 2   και   x0 = 2 . 

 
17. Να βρεθούν οι παράγωγοι των συναρτήσεων: 

 α. f(x) = 












0   x,0

0   x,
x

1
ημx2

 

 β. f(x) = x 2 + |x − 3| + 2 
 
18. Έστω η συνάρτηση h με h(u) = [ g 2 (u) + 1 ] 3 . Αν g(3) = −3 και  g΄(3) 
= −1 , να βρείτε την h΄(3) . 
19. Δίνεται η f(x) = e x + x 3 + x , x. 

 α. Να αποδείξετε ότι η f είναι αντιστρέψιμη και να βρείτε το πεδίο 
ορισμού της f −1 . 

 β. Να λύσετε την εξίσωση f  −1 (x) = 0 . 

 γ. Αν γνωρίζουμε ότι η f −1 είναι παραγωγίσιμη στο 1f
A   , να 

αποδείξετε ότι  
2

1
)1(f 1 

  . 

 
20. α. Αν f(x) = c∙(x − α)∙(x − β)∙(x − γ) με c, α, β, γ  και x  α, β, γ 
τότε να αποδείξετε ότι: 

γx

1

βx

1

αx

1

)x(f

)x(f











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 β. Να βρεθεί η f ΄ αν f(x) = 
2

2432

x1

)x1()5x(




 . 

 
21. Έστω η συνάρτηση f, παραγωγίσιμη στο . Να αποδειχτεί ότι: 

 Α. Αν η f είναι άρτια, τότε η f ΄ είναι περιττή. 

 Β. Αν η f είναι περιττή, τότε η f ΄ είναι άρτια. 

 Γ. Αν η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και περιττή τότε: 

  α. f ΄΄ (−α) = − f ΄΄ (α) 

  β. f ΄΄ (0) = 0 

 Δ. Αν η f είναι άρτια και g(x) = (x 2 + 1)∙f(x) + 3x τότε g΄(0) = 3 . 
 
22. Οι συναρτήσεις f, g είναι παραγωγίσιμες στο  και  x ισχύει ότι 

g(x) = )x(f 2

e , με f ΄(1)  0 . Να δείξετε ότι g΄(1) = 2∙g(1)∙f ΄(1) . 
 

23. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο  και για κάθε x ισχύει 
f(2x + 3) = x 2 + 3x + 5 . Να βρεθεί το f ΄(3) . 
 
24. Δίνεται η συνάρτηση f, για την οποία είναι f(x + y) = f(x)∙f(y) και   f(x) 

 0 , για κάθε x, y . Αν ισχύει ότι 


 x

1)x(f
lim

0x
 , τότε να αποδείξετε 

ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο . 
 
25. Δίνεται ότι οι συναρτήσεις f, h είναι ορισμένες και παραγωγίσιμες 
στο [0, 2] και ισχύει: 2∙f 2 (x) − h 3 (x) = −9 ,  x[0, 2] . Αν f(1) = 3 και f ΄(1) 
= −2 , να βρεθεί το h΄(1) . 
 
26. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο  και άρτια, τότε να 

αποδείξετε ότι και η g(x) =    











1x

1
fxff

2
 είναι άρτια. 

 
27. Οι συναρτήσεις f και g είναι παραγωγίσιμες στο  και ισχύει ότι    f(x 
+ y) − g(x + y) = f(x) − g(x) , για κάθε x, y . Να αποδειχτεί ότι: f ΄(x) = 

g΄(x) ,  x . 
 
28. Εξηγήστε γιατί η παρακάτω διαδικασία οδηγεί σε άτοπο: 

  
προσθετ έοιx 

333334 x...xxxxxx    
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 


















  

φορέςx 

33334 x...xxxx  

  
φορέςx 

22223 x3...x3x3x3x4    

4x 3 = 3x 3  4 = 3 
 
 ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΑΝΩΤΕΡΗΣ ΤΑΞΗΣ 
 
29. Έστω μια συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο . Να 
αποδείξετε ότι: 

 α. )x(f2
h

)x(f)h2x(f
lim

0h





 , για κάθε x. 

 β. )x(f
h

)x(f)hx(f
lim

0h





 , για κάθε x. 

 
30. Να αποδειχτεί ότι: 

 α. Αν y = ln(e 2x + 1) − x , τότε:   y΄΄ = (1 − y΄)∙(1 + y΄) . 

 β. Αν y = ημ(lnx) + συν(lnx) , τότε:   x 2 y΄΄ + xy΄ + y = 0 . 
 
31. Αν η συνάρτηση f έχει πρώτη και δεύτερη παράγωγο στο  και για 

κάθε x ισχύει f(x2) = x∙f(x) , να αποδείξετε ότι f ΄΄(1) = 0 . 
 
32. Να αποδείξετε ότι: 

 α. Αν f(x) = συνx , τότε f (ν) (x) = 









2

νπ
xσυν  . 

 β. Αν f(x) = x∙e x , τότε f (ν) (x) = e x ∙ (x + ν) . 
 
 ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗ ΚΑΜΠΥΛΗΣ 
 

33. Μια συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0 = 1 και ισχύει 7
1x

x)x(f
lim

2

1x







. 

Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο σημείο Α (1, f(1)) και να 
αποδείξετε ότι είναι κάθετη στην ευθεία x + 9y + 5 = 0 . 
 

34. Αν f: (0, +)   με f(x) = 1/x και α > 0 , να αποδειχτεί ότι το 
εμβαδόν του τριγώνου, που σχηματίζουν οι ημιάξονες Οx, Oy και η 
εφαπτομένη της καμπύλης στο x0 = α , είναι ανεξάρτητο του α. 
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35. Έστω f(x) = x 2 + 2 και g(x) = 
2

1
x

8

1 2   . Να βρεθούν οι εφαπτόμενες 

των Cf , Cg , αντίστοιχα, που τέμνονται στον άξονα y΄y και είναι κάθετες 
μεταξύ τους. 
 

36. Αν f(x) = 













2   x,
1x

γ

2   x,αβxα2xα 2

 , να βρεθούν τα α, β, γ , ώστε 

η εφαπτομένη της Cf στο Α (2, f(2)) να είναι παράλληλη προς την 2x + y − 1 
= 0 . 
 
37. Αν f(x) = α∙lnx + βx 2 + 3 , να βρείτε τα α, β , ώστε η ευθεία (ε): 2x 
− y + 4 = 0 να είναι εφαπτόμενη της Cf στο σημείο της Α (1, f(1)) . 
 
 ΚΟΙΝΗ ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗ 
 
38. Αν f(x) = 4 − x 2 και g(x) = −x 2 + 8x − 20 . Να βρείτε τις κοινές 
εφαπτόμενες των Cf και Cg . 
 

39. Δίνονται οι συναρτήσεις g(x) = 
x

1x 
 και f(x) = αx 2 + βx + 2 . Να 

βρείτε τα α, β , ώστε οι γραφικές παραστάσεις τους να έχουν κοινή 
εφαπτόμενη στο σημείο με τετμημένη x0 = 1 . 
40. Για ποια τιμή του α  0 η εφαπτόμενη της Cf , όπου f(x) = x 2 − 3x στο 
Α (1, f(1)) είναι εφαπτόμενη και της Cg , με g(x) = α/x ; 
 
41. Αν η ευθεία (ε): y − 2x = 0 είναι εφαπτόμενη της γραφικής 
παράστασης της y = f(x) , στο σημείο της xo = −1 , τότε να βρεθεί η 

εφαπτόμενη (ε1) της Cg , g(x) = 









2x

1
f  στο σημείο με x1 = 1 . 

 
42. Θεωρούμε τη συνάρτηση f, που έχει συνεχή πρώτη παράγωγο στο  

με f ΄(x)  0 , για κάθε x. Αν η Cg της g με g(x) = 
)x(f

)x(f


 τέμνει τον άξονα 

x΄x , να αποδειχτεί ότι η εφαπτομένη στο σημείο τομής, σχηματίζει με τον 
x΄x γωνία 450 . 
 
43. Να βρείτε τον α, ώστε η συνάρτηση f με f(x) = α x , να έχει 
εφαπτόμενη την y = x . 
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44. Έστω η συνάρτηση f, για την οποία ισχύει ότι:   x∙lnx ≤ f(x) ≤ x 2 −x , 
για κάθε xΔ. Να αποδείξετε ότι είναι παραγωγίσιμη στο xo = 1 και να 
βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο Μ (1, f(1)) . 
 
45. Για την παραγωγίσιμη συνάρτηση f ισχύει ότι: 

f(2 + x) − f(2 − x) = −2x , για κάθε x . 

 Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης στο 
σημείο (2, f(2)) είναι κάθετη στην ευθεία y = x . 
 
46. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 2α∙lnx , x > 0 και α. Να βρείτε την 
εξίσωση της εφαπτόμενης της Cf στο σημείο της Μ (1, f(1)) και αποδείξτε 

ότι διέρχεται από σταθερό σημείο Ρ, για κάθε α. 
 
47. Μια συνάρτηση f:    έχει την ιδιότητα: 

f(x − 2) ≤ x 2 − 3x + 2 ≤ f(x − 3) + 2x − 4 ,  x. 

 Έστω μεταβλητή ευθεία, η οποία διέρχεται από το Μ (−1/2, 0) και 
τέμνει τη Cf σε δύο διαφορετικά σημεία Α και Β. 

 α. Να βρείτε τον τύπο της f. 

 β. Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες της Cf στα Α και Β τέμνονται 
κάθετα. 
 
 
 
48. Έστω f δευτεροβάθμια, πολυωνυμική συνάρτηση, ώστε: 

3∙f(x + 1) − 2∙f(x − 2) = x 2 + 14x − 5 ,  x. 

 α. Να βρεθεί ο τύπος της f. 

 β. Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες της Cf , οι οποίες άγονται 
από το σημείο Α (1, −1/4) , είναι κάθετες μεταξύ τους. 
 
49. Έστω οι συναρτήσεις f, g, h:   , με: 

  f(x)  0 

  g(x) = f(x)∙h(x) για κάθε x 

  f, g, h είναι δύο φορές παραγωγίσιμες και 

  h 2 (x) = 1 − [h΄(x)] 2  

 Αν Μ (x0, y0) κοινό σημείο των Cf και Cg , να αποδείξετε ότι οι Cf και 
Cg έχουν κοινή εφαπτομένη στο Μ. 
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