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ΕΠΙΠΕΔΟ  1ο 
 

Α. ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΘΕΩΡΙΑΣ 
 

Βασικές ερωτήσεις θεωρίας 

 
Ερώτηση 1

η
: Τι λέγεται κύκλος; 

 

Ερώτηση 2
η
: Τι λέγεται μοναδιαίος κύκλος; 

 

Ερώτηση 3
η
 :Ποιες είναι οι παραμετρικές εξισώσεις του κύκλου; 

 

Ερώτηση 4
η
 : Ποια είναι η εξίσωση της εφαπτομένης σε κύκλο; 

 

Ερώτηση 5
η 

:  Ποια είναι η γενική εξίσωση του κύκλου; 

 

 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 

1. * Ποιες από τις παρακάτω εξισώσεις αποτελούν κύκλο; Στις περιπτώσεις που αποτελούν 

κύκλο, να βρείτε τα κέντρα και τις ακτίνες τους. 

C1: x
2
 + y

2
 - 8x - 2y + 8 = 0 

C2: x
2
 + y

2
 - 2x + 10y + 25 = 0 

C3: x
2
 + y

2
 - x = 6 

C4: x
2
 + y

2
 + 6x - 14y + 63 = 0 

C5: 2x
2
 + 2y

2
 + x + 3y - 1 = 0  

2. * Να βρείτε τις τιμές του λR , ώστε η εξίσωση x
2
 + y

2
 - 6x + 4y - 5 + λ = 0 να παριστάνει 

κύκλο. 

3. * Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που διέρχεται από την αρχή των αξόνων, έχει ακτίνα R 

= 5 και η τετμημένη του κέντρου του είναι x0  =   - 3.  

4. * Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που διέρχεται από την αρχή των αξόνων, έχει ακτίνα R 

= 4 5 και η τετμημένη του κέντρου του είναι διπλάσια της τεταγμένης. 

5. ** Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφές Α (2, 1), Β (5, 1), Γ (2, 5)  και έστω Μ το μέσον της 

ΒΓ. 

α) Να γράψετε την εξίσωση κύκλου με κέντρο το Μ και ακτίνα την ΑΜ  

β) Να εξετάσετε αν ο κύκλος διέρχεται από τα Β και Γ. 

6. * Ο κύκλος C: (x + 1)
2
 + (y - α)

2
 = 10 διέρχεται από την αρχή των αξόνων. Να βρείτε τις 

τιμές του α  R. 
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7. * Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο το Κ (- 4, 5) και περνάει από το 

σημείο Α (3, 3). 

8. * Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει διάμετρο την ΑΒ με Α (α, 0) και  

      Β (0, β). 

9. ** Δίνονται τα σημεία Α (-1, 0) και Β (1, 0). Να αποδείξετε ότι το σύνολο των σημείων Μ 

(x, y), για τα οποία  ισχύει MA
2
 + MB

2
 = 4, βρίσκεται σε κύκλο, του οποίου να βρείτε το 

κέντρο και την ακτίνα του. 

10. ** Να βρείτε την μικρότερη απόσταση του σημείου Α (8, -6) από τον κύκλο  

C: x
2
 + y

2
 - 4 = 0. 
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ΕΠΙΠΕΔΟ  2ο 

 

1.ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΡΙΣΕΩΣ  ΣΩΣΤΟ - ΛΑΘΟΣ 
 

Να απαντήσετε στις ερωτήσεις κρίσεως και στα ερωτήματα σωστό ή λάθος, 

δικαιολογώντας την απάντησή σας. 
 

ΕΡΩΤΗΣΗ  

 
 

1. * Η εξίσωση ( ) ( ) ,x x y y ko o    2 2   k R  είναι 

πάντοτε εξίσωση κύκλου. 

       

Σ  Λ 

  

ΕΡΩΤΗΣΗ  

 

 

2. * Η εξίσωση x
2 

 +  y
2 

 +  Ax  +  By  +  Γ  =  0 παριστάνει 

κύκλο για οποιαδήποτε Α, Β, Γ  R  

       

Σ  Λ 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ  

 

 

3. * Η εξίσωση (x  +  4)
2 

 +  (y  -  3)
2 

 =   -  25 είναι 

εξίσωση κύκλου. 

Σ  Λ 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ  

 

4. * Η εξίσωση (x + 
A

2
)
2 

+ (y + 
B

2
)
2 

 =  
A B2 2 4

4

  Γ
 

είναι πάντοτε εξίσωση κύκλου. 

       

 

Σ  Λ 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ  

 

 

5. * Το κέντρο του κύκλου C: (x - 1)
2 

 +  (y + 2)
2 

 =  9, 

βρίσκεται πάνω στην ευθεία x  +  y  =   -  1. 

       

Σ  Λ 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ  

 

 

6. * Το κέντρο του κύκλου C: (x - 1)
2 

 +  (y - 1)
2
 = 5 

βρίσκεται πάνω στην διχοτόμο της πρώτης γωνίας των 

αξόνων. 

       

Σ  Λ 
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ΕΡΩΤΗΣΗ  

 

7. * Το σημείο (2, -1) ανήκει στον κύκλο  

C: (x - 2)
2 

+ (y + 3)
2 

 =  12. 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ  

 

 

Σ  Λ 

8. * Τα σημεία τομής των ευθειών ε1, ε2, ε3, ε4 με 

εξισώσεις: x = 1, x = -1, y = -1 και y = 1 μπορεί να 

ανήκουν σε κύκλο κέντρου Ο (0, 0). 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ  

 

    

    

Σ  Λ 

9. * Οι κύκλοι με εξισώσεις  

(x + 2)
2
 + (y + 3)

2 
= 25  και   (x - 2)

2 
+ (y + 3)

2 
= 16  

έχουν κέντρα συμμετρικά ως προς τον άξονα x΄x.

  

       

 

Σ  Λ 

10. * Ο κύκλος που έχει κέντρο το Κ (0, 3) και διέρχεται 

από το Α (- 4, 0) έχει ακτίνα R = 5. 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ  

  

       

Σ  Λ 

11. * Ο κύκλος με εξίσωση (x - α)
2 

+ (y - β)
2 

= α
2 

+ β
2
 

διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ  

 

       

Σ  Λ 

 

12. * Ο κύκλος (x + 1)
2 

+ (y - 4)
2
 = 25 τέμνει τον άξονα x΄x 

στα σημεία (- 4, 0) και (2, 0). 

 

 

       

 

Σ  Λ 
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ΕΡΩΤΗΣΗ  

 

13. * Αν Κ και Κ΄ είναι τα κέντρα των κύκλων με εξισώσεις   

(x - 1)
2 

+ (y - 1)
2
 = 4  και  (x + 1)

2 
+ (y - 1)

2 
= 5 

αντίστοιχα, Ο η αρχή  των αξόνων, τότε OK OK
 

  0 . 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ  

 

     

 
 

Σ  Λ 

14. * Το κέντρο κύκλου με διάμετρο ΑΒ, όπου  Α (-2, 4) και  

Β (6, -10) είναι Κ (2, -3). 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ  

 

       

Σ  Λ 

15. * Ο κύκλος με διάμετρο ΑΒ, όπου Α (α, 0) και Β (0, β) 

διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ  

 

       

Σ  Λ 

16. * Ο κύκλος με εξίσωση (x + 2)
2 

 +  (y + 2)
2 

 =  4 

εφάπτεται με τους άξονες x'x και y'y. 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ  

 

       

Σ  Λ 

17. * Ο κύκλος με εξίσωση (x - 2)
2 

+ y
2 

= 1 δεν τέμνει τον 

άξονα y'y. 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ  

 

       

Σ  Λ 

18. * Η ευθεία x = 4 εφάπτεται του κύκλου  

C: (x + 1)
2
 + (y - 4)

2 
= 25. 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ  

 

 

Σ  Λ 

19. * Οι κύκλοι με κέντρα Κ (ο, λ), λ  R και ακτίνα λ 

έχουν εφαπτόμενες τις ευθείες x = λ  και  x = - λ. 

 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ  

 

       

Σ  Λ 

20. * Ο κύκλος με εξίσωση (x - α)
2 

 +  (y - β)
2 

 =  β
2
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εφάπτεται με τον άξονα x΄x.  

 

ΕΡΩΤΗΣΗ  

 

Σ  Λ 

21. * Η ευθεία ε, εφάπτεται σ' έναν κύκλο C, αν και μόνον 

αν, η απόσταση του κέντρου από την ευθεία, είναι ίση 

με την ακτίνα του κύκλου. 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ  

 

       

 

Σ  Λ 

22. * Η ευθεία με εξίσωση x = 3, είναι εφαπτομένη του 

κύκλου C: (x - 1)
2 

 +  y
2 

 =  4. 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ  

 

       

Σ  Λ 

23. * Η ευθεία με εξίσωση y = - 1 είναι εφαπτομένη του 

κύκλου x
2 
 +  (y - 2)

2 
 =  9. 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ  

 

       

Σ  Λ 

24. * Οι κύκλοι με εξισώσεις: (x + 1)
2 

 +  (y - 2)
2 

 =  25 και  

(x  + 1)
2 

 +  (y - 2)
2 

 =  36 δεν έχουν κοινά σημεία. 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ  

 

       

Σ  Λ 

25. * Οι κύκλοι C1: (x + 1)
2 
 +  y

2 
 =  1 και C2: (x - 1)

2 
 +  y

2 
 =  

1 είναι εφαπτόμενοι με σημείο επαφής την αρχή των 

αξόνων. 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ  

 

       

Σ  Λ 

26. * Οι κύκλοι x
2 

 +  (y + 1)
2 

 =  1 και x
2 

 +  (y - 1)
2 

 =  1 

είναι εφαπτόμενοι με σημείο επαφής την αρχή των 

αξόνων. 

       

Σ  Λ 
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ΕΡΩΤΗΣΗ  

 

27. * Δίνονται τα σημεία A (- 2, 0), B (4, 6), Γ (6, -2), Δ (-4, 

8).  Οι κύκλοι που γράφονται με διαμέτρους ΑΒ και ΓΔ 

είναι ομόκεντροι. 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ  

 

      

 

Σ  Λ 

28. * Οι κύκλοι με εξισώσεις x
2 
 +  y

2
  =  1 και (x - 3)

2 
 + y

2
  =  

4 εφάπτονται εξωτερικά. 

 

ΕΡΩΤΗΣΗ  

 

       

Σ  Λ 

29. * Οι κύκλοι με εξισώσεις x
2 
+ y

2
  =  4 και x

2 
 +  (y - 1)

2
  =  

1 εφάπτονται εσωτερικά. 

       

Σ  Λ 
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     2.ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΙΣΗ – ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ  ΚΕΝΟΥ- 

ΔΙΑΤΑΞΗ 
 

Κάθε στοιχείο της στήλης (Α) αντιστοιχίζεται με ένα μόνο στοιχείο της στήλης (Β). Συνδέστε 

με μια γραμμή τα στοιχεία των δυο στηλών. 
 

            

Ερωτήσεις συμπλήρωσης 

 

1. * Στον παρακάτω πίνακα να συμπληρωθούν τα κενά. 

 

εξίσωση κύκλου κέντρο                           ακτίνα 

x
2 

+ y
2 

= 6   

(x + 3)
2 

+ y
2 

= 5   

(x + 2)
2 

+ (y - 4)
2 

= 3   

x
2 

+ (y + 2)
2 

= 2   

 

 

2. * Στον παρακάτω πίνακα να συμπληρωθεί η τρίτη στήλη. 

 

κέντρο κύκλου ακτίνα εξίσωση κύκλου 

(7, - 6)                                        5  

(0,0)  6   

(0, - 2)                                        3  

(5,0) 5  
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Ερωτήσεις αντιστοίχησης 

 

1. * Να αντιστοιχίσετε τα στοιχεία της στήλης Α με αυτά της στήλης Β, συμπληρώνοντας τον 

πίνακα Ι.  

 

Α στήλη 

εξισώσεις κύκλων 

Β στήλη 

κέντρα κύκλων,  ακτίνες 

 

 

1. (x + 1)
2
 + (y - 2)

2
  =  9 

 

 

2. (x + 1)
2
 + (y - 2)

2
  =  5 

 

 

3. (x  + 
1

2
)
2 

 +  (y - 
1

2
)
2 

  =   

1

2
 

 

 

4. (x + 3)
2
 + (y - 2)

2
 = 4 

 

Α. K ( - 3,2) ,     R = 2 

 

Β. K 










1

2

1

2
, ,  R = 

2

2
 

 

Γ. K (- 1, 2) ,       R = 3 

 

Δ. K (1, - 2) ,       R = 4 

 

Ε. K (- 1, 2),       R = 5  

 

Ζ. K ( - 
1

2
,

1

2
),    R  2  

 

 

Ι 1 2 3 4 
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2. * Να αντιστοιχίσετε κάθε κύκλο της στήλης Α με την εξίσωσή του της στήλης Β, 

συμπληρώνοντας τον πίνακα Ι.  

 Στήλη Α Στήλη Β 

 

 

 

1.  

 

 

 

 

 

2. 

 

 

 

 

 

 

3.  

 

 

 

 

 

4.  

 

 

 

 

 

 

Α. 
4

1
)1y(x 22   

 

 

Β. ( ) (x y   1 2 α)  α2 2  

 

 

Γ. ( (x y   α) α)  α2 22  

 

 

Δ. 
4

1
 1)y(x 22   

 

 

 

Ε. ( )x y  β  β2 22  

 

 

Ζ. x y2   ( β)  α2 2  

 

 
Ι 1 2 3 4 
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3. ΔΟΚΙΜΑΣΙΑ ΠΟΛΛΑΠΛΩΝ ΕΠΙΛΟΓΩΝ 
 

1. * Δίνεται ο κύκλος C: (x - 2)
2 

+ y
2 

 =  4. Το σημείο Α (κ, λ), κ, λ  R είναι εσωτερικό του 

κύκλου, αν  

     Α. κ
2 

 +  (λ  -  2)
2 

> 4  Β. (κ  -  2)
2  

 +  λ
2 

< 4   Γ. κ
2 

 +  (λ  -  2)
2
 < 4        

     Δ. κ
2 

 +  λ
2  

< 4     Ε. κανένα από τα προηγούμενα 

 

 

2. ** Δίνονται οι κύκλοι C1, C2, C3 με εξισώσεις  

(x - 1)
2 

 +  (y - 1)
2  

 =  4 ,    (x - 1)
2 

 +  (y - 1)
2 

 =  8,     (x - 1)
2 

 +  (y - 1)
2 

 =  16 αντιστοίχως 

και οι προτάσεις:  

(Ι) το σημείο Α (2, 3) είναι εξωτερικό του C1 

(ΙΙ) το σημείο Α (2, 3) είναι εξωτερικό του C2 

(ΙΙΙ) το σημείο Α (2, 3) είναι εσωτερικό του C3  

     τότε αληθεύουν:    

Α. Ι και ΙΙ          Β. ΙΙ και ΙΙΙ   Γ. Ι και ΙΙΙ  Δ. ΙΙ     Ε. καμία. 

 

 

3. * Ο κύκλος C: (x - α)
2 

+ (y - β)
2 
 =  R

2
, διέρχεται από την αρχή των αξόνων, αν  

      Α. R = α β2 2     Β.  R =  |α|  +  |β|     Γ. R =  |α  +  β|    

      Δ. R 
α β2 2

2
    Ε. R =  |α - β|    

 

4. ** Η εξίσωση της διαμέτρου του κύκλου C: x
2 

 +  (y - 2)
2 

 =  4,  που είναι παράλληλη στην 

ευθεία  ε: x + y + 1  =  0, είναι η  

     Α. 2x + y - 1 = 0        Β. x  =  y     Γ. x  = - y    

Δ. y + x - 2 = 0     E.  -y + 2x = 0 

 

 

5. * Ο κύκλος C με εξίσωση (x - α)
2 

 +  (y - β)
2
  =  R

2
, α > 0, β > 0, τέμνει τους άξονες σε 4 

σημεία, αν 

Α. α < R και β > R  B. μόνο β < R  Γ. μόνο α > R  

Δ. μόνο β > R  E. α < R  και  β < R 

 

 

6. *  O κύκλος με εξίσωση x
2 
 +  (y  -  λ)

2
  =  4 τέμνει τον άξονα x΄x σε δύο σημεία αν 

Α. λ  R   B. μόνο για λ > 2 Γ. μόνο για λ < - 2 

Δ.  - 2 < λ < 2  Ε. λ  =  2   ή   λ  = - 2 
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7. * Ένας κύκλος εφάπτεται στους θετικούς ημιάξονες Οx και Οy, αν το κέντρο του ανήκει 

στην ευθεία 

Α. x  =  0  B. y  =  0    Γ. y  =   x 

Δ. y  = -x  E. καμία από αυτές 

 

 

8. * Δίνεται κύκλος κέντρου Κ (-4, 1) και το σημείο του Α (-3, 4). Οι συντε-ταγμένες του 

αντιδιαμετρικού του Α είναι 

Α. (5, 6)    Β. (- 5, - 2)    Γ. (5, - 6)    Δ. (- 5, - 6)    Ε. (5, 10) 

 

 

9.  **  Ο κύκλος με εξίσωση x
2 
 +  y

2 
 -  10x  +  8y  -  8  =  0 έχει κέντρο το σημείο  

     Α. (5, 4)    Β. (- 5, 4)    Γ.  (- 5, - 4)    Δ. (5, - 4)    Ε. (8, - 8) 

 

 

10.  ** Η ακτίνα του κύκλου με εξίσωση x
2 

 -  16x  +  y
2 

 +  12y  =  0 είναι 

     Α. 8     Β. 9     Γ. 10     Δ. 11     Ε. 7 

 

 

11. * Ποια είναι η καλύτερη προσέγγιση για την ακτίνα του κύκλου  

(x  +  3)
2 

 +  (y  - 13 )
2  

 =  19  

Α. 2, 1    Β. 3, 2    Γ. 4, 3    Δ. 5, 1    Ε. 6, 2 

 

 

12. * Ο κύκλος με εξίσωση x
2 

- 4x + y
2 

+ 6y - 4κ + κ
2 

+ 4 = 0,  κ  R διέρχεται από την αρχή των 

αξόνων αν  

Α. κ = 0    Β. κ = - 1    Γ. κ = 2    Δ. κ = 4     Ε. κ = - 4  

 

 

13. ** Ο κύκλος C: x
2 

 +  (y - 5)
2 

- (κ - 3)
2
  =  0, κ  R τέμνει τον άξονα x΄x σε δύο σημεία, αν      

Α. κ = 8   Β. μόνο για κ > 8    Γ. μόνο για κ < - 8    

Δ. κ < - 2  ή  κ > 8      Ε. κανένα από τα παραπάνω 

 

14. ** Δίνονται οι κύκλοι  C1: (x - 2)
2 

+ y
2 

= 1, C2: (x - 4)
2 

+ y
2  

= 1, C3: (x - 3)
2 

+ y
2 

 =  4  και οι 

προτάσεις 

     Ι)   Οι κύκλοι C1 και C3 εφάπτονται 

     ΙΙ)  Οι κύκλοι C2  και  C3  εφάπτονται 

     ΙΙΙ) Οι κύκλοι C1 και C2 εφάπτονται  
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τότε αληθεύει 

Α. μόνο η Ι     Β. μόνο η ΙΙ     Γ. μόνο η ΙΙΙ    

Δ. Ι και ΙΙ και ΙΙΙ  Ε. καμία 

 

 

15. * Η ευθεία  y = λx + 4 είναι εφαπτομένη  του κύκλου C: x
2 

+ y
2 

= 8.  

Το λ μπορεί να είναι ίσο με 

A. 2    Β. 
1

2
     Γ.  -  

1

2
     Δ.  - 1     Ε. 4 

 

 

16. * Οι κύκλοι C1: (x - α)
2 

 +  (y - β)
2 

= R
2
 και C2: (x + γ)

2 
+ (y - δ)

2 
= r

2
, α, β, γ, δ  R* είναι 

ομόκεντροι αν 

     Α. α  = - γ   και    β  =  δ     Β. α  =  γ   και   β  =  δ   

Γ. α  =  γ     και    β  = - δ Δ. α  = - γ  και   β  =  - δ  

Ε. α  =  δ     και    β  =  γ 
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4. ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ: ΠΟΤΕ ……….ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ: ΌΤΑΝ... 

 
Απαντήστε στις παρακάτω ερωτήσεις: 

 

 

Πότε…..                                             με όταν….. 

                                                              

 

Ερώτηση α) 

…..  ένας κύκλος είναι μοναδιαίος; 

 

 

 

 

Ερώτηση β) 

…… μία ευθεία εφάπτεται ενός κύκλου; 

 

 

 

 

Ερώτηση γ) 

…… μια ευθεία είναι τέμνουσα του κύκλου; 

 

 

 

 

Ερώτηση δ) 

……. Η εξίσωση χ
2
+ψ

2
+Αχ+Βψ+Γ = 0   

είναι εξίσωση κύκλου; 

 

 

 

Ερώτηση ε) 

……. Ένας κύκλος  Κ( χ ο,ψο ) και  

ακτίνας ρ  εφάπτεται του χ΄χ; 

 
 

Ερώτηση στ) 

……. Ένας κύκλος  Κ( χ ο,ψο ) και  

ακτίνας ρ  εφάπτεται του ψ΄ψ; 
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5.ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ ΓΙΑ ΑΝΑΠΤΥΞΗ 
 

 

 

11. * Να υπολογίσετε την απόσταση των κέντρων των κύκλων: 

     C1: (x + 1)
2
 + y

2
 = 1   και   C2: (x - 2)

2
 + (y - 1)

2
 = 4. 

 

12.  ** Να βρείτε την συνθήκη που πρέπει να ισχύει, ώστε ο κύκλος  

C: (x - κ)
2
 + (y - λ)

2
 = ρ

2
 

     α) να εφάπτεται στον άξονα x'x, 

     β) να εφάπτεται στον άξονα y'y, 

     γ) να διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

 

13.  * Να εξετάσετε αν η ευθεία y + x = 1 είναι εφαπτομένη του κύκλου x
2
 + y

2
 = 1. 

 

14.  * Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου C: x
2
 + y

2
 = 20 στο σημείο του Α (- 

4, 2) 

 

15.  * Να βρείτε, αν υπάρχουν, τα σημεία τομής του κύκλου C: x
2
 + y

2
 = 4 με τις ευθείες: 

     α) x  =  1    β) x  =  2   γ) x  =  3 

 

16.  * Να βρείτε, αν υπάρχουν, τα σημεία τομής του κύκλου C: x
2
 + y

2 
 =  9 με τις ευθείες   

     α) y  =  2   β) y  =  3   γ) y  =  4 

17.  * Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου ο οποίος διέρχεται από τα σημεία Α (0, 2), Β (0, 8) και 

εφάπτεται με τον άξονα x΄x. 

 

18.  ** Δίνεται ο κύκλος C: x
2
 + y

2
 + 2x - 6y - 6 = 0 και η ευθεία ε: 3x + 4y + 11 = 0. 

     α) Να δείξετε ότι η ευθεία ε είναι εφαπτομένη του κύκλου C. 

     β) Να βρείτε την απόσταση του κέντρου του κύκλου C από την ευθεία ε.  

   

19.  ** Δίνονται τα σημεία Ο (0, 0), Β (2, 1)  και η ευθεία ε: 4x - 3y - 5 = 0. 

α) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που είναι κάθετη στο μέσον του ΟΒ. 

β) Αφού επαληθεύσετε ότι το σημείο Β ανήκει στην ευθεία ε, να βρείτε την εξίσωση της 

ευθείας ζ, που είναι κάθετη στην ευθεία ε στο σημείο Β. 

γ) Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου ο οποίος διέρχεται από τα σημεία Ο και Β και 

εφάπτεται της ευθείας ε. 

 

20.  ** Δίνεται ο κύκλος C: x
2
 + y

2
 - 4x = 0 και η ευθεία ε: y  =  αx  +  β. 
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α) Να αποδείξετε ότι η ευθεία ε, είναι εφαπτόμενη του κύκλου C, αν και μόνον αν  β
2
 = 4 - 

4αβ.  

β) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου C, η οποία έχει συντελεστή 

διεύθυνσης  α = 
3

4
. 

γ) Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων, οι οποίες άγονται από το σημείο Μ (0,1). 

 

 

 

6.ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ 

ΘΕΜΑΤΑ ΓΙΑ ΑΝΑΠΤΥΞΗ 
 

 

 

21.  ** Δίνεται ο κύκλος  C: (x - 3) 2  + (y - 2) 2  = 9   

και η ευθεία    ε: 5 y  +  2x  =  6  +  2 5  

α) Να δείξετε ότι η ε διέρχεται από το κέντρο του C. 

β) Να βρείτε τα κοινά σημεία της ευθείας ε με τον κύκλο C. 

 

22.  ** Δίνονται οι κύκλοι C1: (x - 2 ) 2  + y 2  = 1     C2: (x - 4 2 ) 2  + y
2
  = 16. 

Να δείξετε ότι η διχοτόμος της πρώτης γωνίας των αξόνων, είναι κοινή εφαπτομένη των 

C1,C2. 

 

23.  ** Δίνονται ο κύκλος C: (x - 1) 2  + (y - 2) 2  = 1 και η ευθεία ε: y = x - 3. 

Να γράψετε την εξίσωση του κύκλου του συμμετρικού του C ως προς την ευθεία ε. 

 

24.  ** Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ με κορυφές Α (1, 4),  Β (4, 4)  Γ (4, 1)  Δ (1, 1).  Αφού 

σχεδιάσετε τον εγγεγραμμένο και περιγεγραμμένο κύκλο: 

α) να γράψετε τις εξισώσεις αυτών των δύο κύκλων, και 

β) να βρείτε την μικρότερη απόσταση του άξονα y΄y από τον περιγεγραμ-μένο κύκλο. 

 

25.  ** Σε κυκλικό ρολόι, όταν ο ωροδείκτης δείχνει το 12, η προέκτασή του τέμνει τον κύκλο 

του ρολογιού στο σημείο (3, 4) (σε ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων). Το κέντρο του 

ρολογιού αντιστοιχεί στο σημείο (1, 2). 

α) Να γράψετε την εξίσωση του κύκλου του ρολογιού. 

β) Να βρείτε τα σημεία που θα τέμνει, η προέκταση του ωροδείκτη, τον κύκλο του 

ρολογιού, όταν δείχνει το 3 και όταν δείχνει το 9. 

 

26.  ** Δίνονται τα σημεία Α (3, 6), Β (8, 6), Γ (9, 1), Δ (2, 1). 
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α) Να δείξετε ότι τα Α,Β,Γ,Δ είναι κορυφές ισοσκελούς τραπεζίου. 

β) Να βρείτε το μήκος της διαμέσου ΜΝ αυτού. 

γ) Να γράψετε την εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο το μέσο Ο της ΜΝ και ακτίνα ΟΝ. 

δ) Να βρείτε τα κοινά σημεία αυτού του κύκλου και της ΔΓ. 

 

27. * Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο το Κ (2, 2) και εφάπτεται της ευθείας  

ε: x + y - 1 = 0. 

 

28.  * Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο την τομή των ευθειών  

x = 5 και y = 4 και εφάπτεται του άξονα x΄x. 

 

29.  * Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που εφάπτεται των ευθειών y = 3 και  

y =  - 5 και του άξονα y΄y. 

 

30.  ** Δίνεται ο κύκλος x 2  + y 2  = 4 και το σημείο Α (3, - 4). 

α) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το Α και την αρχή των αξόνων. 

β) Να βρείτε τα σημεία τομής της ευθείας με τον κύκλο. 

γ) Να βρείτε τα σημεία του κύκλου με την μικρότερη και μεγαλύτερη απόσταση από το Α 

δ) Προσδιορίστε τα σημεία της ευθείας που είναι εσωτερικά του κύκλου. 

ε) Προσδιορίστε τα σημεία της ευθείας που είναι εξωτερικά του κύκλου.  

 

31.  * Να βρείτε τα σημεία τομής του κύκλου (x + 2) 2  + (y - 4) 2  = 16 με τους άξονες. 

 

32.  * Να βρείτε το λ  R, ώστε η ευθεία y  =  x  +  λ να εφάπτεται του κύκλου x 2  + (y - 1) 2  

=  5. 

 

33.  ** Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που εφάπτεται των ευθειών  

y  =   - 
1

2
x  +  3 ,   x  +  2y  + 1  =  0, και το κέντρο του ανήκει στην ευθεία  

y  =  2x  +  1. 

 

34.  ** Δίνεται η εξίσωση x 2  + y 2  + 2x - 10y + 1 = 0. 

α) Να αποδείξετε ότι είναι εξίσωση κύκλου 

β) Να δείξετε ότι το σημείο Α (3, 2) ανήκει σ’ αυτόν τον κύκλο. 

γ) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου στο Α. 

35.  ** Να αποδείξετε ότι οι εξισώσεις   

C 1 :x
2
 + y

2
 - 2x - 2y - 23 = 0    και    C2: x

2
 + y

2
 + 4x + 6y - 12 = 0  

παριστάνουν κύκλους και στη συνέχεια να βρείτε: 
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α) Το κέντρο και την ακτίνα του κάθε κύκλου. 

β) Την απόσταση των κέντρων τους. Τι παρατηρείτε; 

γ) Την εξίσωση της διακέντρου των κύκλων. 

 

36.  * Να εξετάσετε την θέση των κύκλων με εξισώσεις: 

C1: x
2
 + y

2
 = 20    και   C2: x

2
 + y

2
 - 10x - 10y + 40 = 0 

 

37.  * Να αποδείξετε ότι οι κύκλοι C1: x
2
 + y

2
 - 6x + 2y = 0 και C2: x

2
 + y

2
 - 4y = 0 τέμνονται. 

 

38.  ** Δίνονται οι κύκλοι  C1: x
2
 + y

2
 + 2x + 3y = 0       

C2: x
2
 + y

2
 + 3x + 2y = 0.  

Να βρείτε: 

     α) Το κέντρο και την ακτίνα του κάθε κύκλου. 

     β) Τα κοινά σημεία τους Α, Β. 

     γ) Το μήκος της κοινής χορδής ΑΒ. 

 

39.  ** Δίνονται οι κύκλοι  C1: (x - 2)
2
 + (y - 1)

2
 = 1 

                                        C2: (x - 
5

2
)
2
 + (y - 1)

2
 = 

1

4
 

α) Να δείξετε ότι οι κύκλοι εφάπτονται. 

β) Να εξετάσετε αν οι κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά ή εξωτερικά.  

 

40. ** Δίνονται οι κύκλοι   C1: (x - 2)
2
 + y

2
 = 9 

          C2: (x - 2 - 3 2 )
2
 + y

2
 = 9 

α) Να βρεθούν τα κοινά σημεία τους Α, Β. 

β) Να δείξετε ότι οι ευθείες ΚΑ και ΛΑ είναι κάθετες, όπου Κ, Λ τα κέντρα των δύο 

κύκλων και το Α ανήκει στην πρώτη γωνία των αξόνων. 

41.  ** Δίνονται οι κύκλοι   C1: (x - 2)
2
 + (y + 3)

2
 = 16 

                                        C2: (x - 2)
2
 + (y + 2)

2
 = 1 

α) Να εξετάσετε αν έχουν κοινά σημεία. 

β) Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών, που εφάπτονται με τον κύκλο C2, και είναι 

παράλληλες με τον άξονα x΄x. 

γ)  Να βρείτε τα σημεία στα οποία αυτές οι ευθείες τέμνουν τον κύκλο C1.  
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42.  ** Στο διπλανό σχήμα να βρείτε:  

α) το συντελεστή διεύθυνσης της ακτίνας 

ΚΑ 

β) το συντελεστή διεύθυνσης της 

εφαπτομένης ε 

γ)  τις εξισώσεις των ευθειών ΚΑ και ε. 
 

  

 

43. ** α) Δίνονται οι κύκλοι  C1: x
2
 + y

2
 + Α1x + B1y + Γ1 = 0    και  

C2: x
2
 + y

2  
+ Α2x + B2y + Γ2 = 0 

Να αποδείξετε ότι αν οι κύκλοι τέμνονται η εξίσωση της κοινής χορδής είναι:  

  (Α1 - Α2) x + (Β1 - Β2) y + Γ1 - Γ2 = 0 

β) Δίνονται οι κύκλοι  C1: x
2
 + y

2
 - 2x - 2y + 1 = 0    και  

C2: x
2
 + y

2  
+ 2x + y - 2 = 0 

Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας που ορίζουν τα σημεία τομής τους είναι η 4x + 

3y - 3 = 0 και ότι είναι κάθετη στη διάκεντρο των κύκλων.  
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7.ΕΠΙΠΛΕΟΝ  ΘΕΜΑΤΑ ΓΙΑ ΑΝΑΠΤΥΞΗ 
 
1. Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου σε καθεμία από τις παρακάτω 

περιπτώσεις: 

 α. Αν έχει διάμετρο το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ με Α ( 1, 3 ) και        
Β ( 3, 5 ). 

 β. Αν έχει κέντρο το σημείο ( 8, 6 ) και διέρχεται από την αρχή 
των αξόνων. 

 
2. Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου σε καθεμία από τις παρακάτω 

περιπτώσεις: 

 α. Αν έχει κέντρο το σημείο ( 3, 2 ) , εφάπτεται στον άξονα y΄y 
και διέρχεται από το σημείο ( 6, 2 ) . 

 β. Αν έχει κέντρο το σημείο ( 3, 3 ) και εφάπτεται των αξόνων 
x΄x και y΄y. 

 γ. Αν έχει κέντρο την αρχή των αξόνων και εφάπτεται της 
ευθείας 3x + y = 10 . 

 δ. Αν έχει κέντρο το σημείο ( 3, 1 ) και εφάπτεται στην ευθεία   

4x  3y + 5 = 0 . 

 ε. Αν έχει ακτίνα 4 , εφάπτεται στον άξονα x΄x και διέρχεται από 
το σημείο ( 5, 4 ) . 

 στ. Αν διέρχεται από τα σημεία ( 3, 1 ) , ( 1, 3 ) και έχει κέντρο 

πάνω στην ευθεία y = 3x  2 . 

 ζ. Αν περνά από τα σημεία ( 2, 1 ) , ( 1, 2) , 













2

1
,

2

15
 . 

 
3. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που εφάπτεται στην ευθεία y = x 

και είναι ομόκεντρος του κύκλου:   x 2 + y 2  2x + 4y + 1 = 0 . 
 
4. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων: 

 α. του κύκλου x 2 + y 2 = 4 που είναι παράλληλες στην ευθεία          
x + y = 0 . 

 β. του κύκλου x 2 + y 2 = 9 που γράφονται από το σημείο ( 0, 6 ) . 
 
5. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου, ο οποίος είναι εγγεγραμμένος 

στο τρίγωνο που σχηματίζει η ευθεία x + y  6 = 0 με τους άξονες 
x΄x και y΄y. 
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6. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που διέρχεται από το σημείο (1, 

0) και εφάπτεται στις ευθείες 3x + y + 6 = 0 και 3x + y  12 = 0 . 
 

7. Δίνεται ο κύκλος x 2 + y 2  2x  1 = 0 και η ευθεία y = x  3 . Να 
αποδείξετε ότι η ευθεία εφάπτεται του κύκλου και στη συνέχεια να 
βρείτε το σημείο επαφής. 

 
8. Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που έχει το κέντρο του στην ευθεία 

(ε) : 2x + y + 1 = 0 και διέρχεται από τα σημεία Α (1, 2) και Β (3, 1) 
. 

 
9. Να βρείτε τις εξισώσεις των κύκλων, οι οποίοι εφάπτονται στον 

κύκλο x 2 + y 2 = 25 στο σημείο Α ( 3, 4 ) και έχουν ακτίνα R = 10 . 
 

10. Θεωρούμε τον κύκλο C : x 2 + y 2 + 4y = 0 και το σημείο Α ( 1, 1 ) . 
Να βρεθεί η εξίσωση ευθείας, που ορίζει στον κύκλο χορδή με μέσο 
το σημείο Α. 

 
11. Να αποδειχθεί ότι οι κύκλοι: 

C1 : (x  2) 2 + y 2 = 4 και C2 : x 2  2x + y2 = 0 

 εφάπτονται εσωτερικά. 
 
12. Στο παρακάτω σχήμα ο πρώτος κύκλος C0 έχει εξίσωση x 2 + y 2 = ρ 2 

και όλοι οι κύκλοι είναι ίσοι. Να βρεθούν: 

 α. οι εξισώσεις των κύκλων C1 , C2 , … , Cν συναρτήσει του ρ. 

 β. το άθροισμα των αποστάσεων των κέντρων Κ1 , Κ2 , ... , Κν από 
το κέντρο Ο. 

 γ. οι κοινές εφαπτόμενες όλων των κύκλων. 

 

    
Κ0 Κ1 Κ2 Κν x 

y 
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13. Δίνεται ο κύκλος C : x 2 + y 2 = 4 και το σημείο Α ( 8, 6 ) . Να βρείτε 

σημείο Μ του κύκλου C τέτοιο, ώστε η απόσταση (ΑΜ) να είναι 
ελάχιστη. 

 
14. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο: 

 α. των σημείων Μ για τα οποία ισχύει 2MA  , όπου Α ( 2, 1 ) . 

 β. των σημείων Μ για τα οποία ισχύει ΜΑ  ΜΒ , όπου Α ( 1, 0 ) 

και Β ( 1, 0 ) . 

 γ. των σημείων Μ για τα οποία ισχύει (ΜΑ) = 2 (ΜΒ) , όπου          
Α ( 1, 2 ) και Β ( 3, 1 ) . 

 δ. των μέσων Μ των ευθύγραμμων τμημάτων ΑΒ μήκους 8 , των 
οποίων τα άκρα Α και Β κινούνται στους άξονες x΄x και y΄y . 

 

15. Α. Είναι 04y)βα2(x)1βα(   (1) , με α , β   . 

  α. Να αποδείξετε ότι όλες οι παραπάνω ευθείες διέρχονται 
από σταθερό σημείο. 

  β. Αν α , β  μοναδιαία διανύσματα και  
3

π
β,α 



 , τότε να 

βρείτε την εξίσωση της ευθείας που παριστάνει η (1). 

 Β. Δίνεται ο κύκλος (x  κ) 2 + (y + 2) 2 = 1/10 . Να βρείτε την 
τιμή του κ , έτσι ώστε η ευθεία του ερωτήματος (β) να 
εφάπτεται του παραπάνω κύκλου. 

 
16. Να αποδείξετε ότι για κάθε φ τα σημεία Μ (2 + 3συνφ , 3ημφ  

4) βρίσκονται σε κύκλο και να προσδιορίσετε το κέντρο και την 
ακτίνα του. 

 

17. Από τυχαίο σημείο Μ του επιπέδου Oxy φέρνουμε τη ΜΑ  y΄y και 
τη ΜΒ κάθετη στην ευθεία y = x . Αν (ΑΒ) = 4 να βρείτε το 
γεωμετρικό τόπο του σημείου Μ. 

 
18. Δίνεται κύκλος C : x 2 + y 2 = 4 και σημείο Κ ( 5, 0 ) . Από το Κ 

φέρνουμε τυχαία ευθεία που τέμνει τον C στα σημεία Α και Β. Να 
βρείτε το γεωμετρικό τόπο των μέσων των χορδών ΑΒ. 
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19. να δειχθεί ότι η εξίσωση x 2 + y 2 + λx = 0 παριστάνει κύκλο, για 

κάθε λ* . Να βρεθεί η γραμμή πάνω στην οποία βρίσκονται τα 
κέντρα αυτών των κύκλων. 

 

20. Να δείξετε ότι για κάθε λ  [ 1, 1 ] , οι ευθείες 1yλ1xλ 2 




   , 

εφάπτονται σε σταθερό κύκλο. 
 

21. Δίνεται η εξίσωση C : x 2 + y 2 + (λ  2)x  2(λ + 2)y + 13λ  20 = 0 , 

λ . 

 α. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση παριστάνει κύκλο, για κάθε λ . 

 β. Να βρείτε το κέντρο του παραπάνω κύκλου και να αποδείξετε 
ότι αυτό κινείται σε μία ευθειά, καθώς το λ μεταβάλλεται. 

 γ. Να αποδείξετε ότι ο κύκλος C διέρχεται από δύο σταθερά 
σημεία. 

 
22. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση: 

C : x 2 + y 2  16 + λ∙(x 2 + y 2  8x  8y + 16) = 0 

 παριστάνει κύκλο, για κάθε λ   1 , ο οποίος διέρχεται από τα 
σημεία τομής των κύκλων: 

C1 : x 2 + y 2 = 16   και   C2 : (x  4) 2 + (y  4) 2 = 16 
 
23. A. Δίνεται η εξίσωση x 2 + y 2 + 6μx + 8λy = 0 , όπου μ, λ 

πραγματικοί αριθμοί διάφοροι του μηδενός. Να δείξετε ότι, 
για κάθε τιμή των μ και λ, η παραπάνω εξίσωση παριστάνει 
κύκλου που διέρχεται από την αρχή των αξόνων Ο. 

 Β. Έστω ότι για τους πραγματικούς αριθμούς μ και λ ισχύει η 
σχέση 3μ + 2λ = 0. 

  α. Να δείξετε ότι όλοι οι κύκλοι, που ορίζονται από την 
εξίσωση x 2 + y 2 + 6μx + 8λy = 0 για τις διάφορες τιμές 
των μ και λ, έχουν τα κέντρα τους σε ευθεία που διέρχεται 
από την αρχή των αξόνων. 

  β. Να βρείτε τα μ, λ έτσι, ώστε αν Α, Β είναι τα σημεία τομής 
του αντίστοιχου κύκλου με την ευθεία x + y + 2 = 0 , να 

ισχύει 0OBOA   . 

  γ. Για τις τιμές των μ, λ που βρήκατε στο ερώτημα (β) να 
υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΟΒ. 
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24. Δίνεται η ευθεία (ε) : y = x + 2 και ο κύκλος C : x 2 + y 2 + λx  λy = 0 
. Να προσδιορίσετε το λ, ώστε: 

 α. η (ε) να τέμνει τον κύκλο C. 

 β. η χορδή που ορίζει η (ε) στον κύκλο C να φαίνεται από την 
αρχή των αξόνων υπό ορθή γωνία. 

 

25. Δίνεται η εξίσωση C : x 2 + y 2 + 2x  3y  1 + κ∙(x + y  2) = 0 . 

 α. Να αποδείξετε ότι η C παριστάνει κύκλο, για κάθε κ και να 
υπολογίσετε τις συντεταγμένες του κέντρου του, καθώς και 
την ακτίνα του. 

 β. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των κέντρων των κύκλων. 

 γ. Να αποδείξετε ότι όλοι οι κύκλοι διέρχονται απο δύο σταθερά 
σημεία. 

 

26. Α. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση x 2 + y 2  4x  2αy + 2α = 4 

παριστάνει κύκλο, για κάθε α. Να βρείτε το κέντρο και την 
ακτίνα του. 

 Β. Για ποια τιμή του α ο παραπάνω κύκλος εφάπτεται: 

  α. του άξονα x΄x . 

  β. της ευθείας y = x . 
 
27. Θεωρούμε τον κύκλο C : x 2 + y 2 = 4 και την ευθεία (ε) : y = 2x + 5 . 

 α. Να δείξετε ότι ο κύκλος και η ευθεία δεν έχουν κοινό σημείο. 

 β. Από ένα σημείο Μ της ευθείας (ε) φέρνουμε τις εφαπτόμενες 
στον κύκλο και ονομάζουμε Α και Β τα σημεία επαφής. Να 
δείξετε ότι, όταν το σημείο Μ διαγράφει την ευθεία (ε), η 
ευθεία ΑΒ διέρχεται από ένα σταθερό σημείο. 

 
28. Δίνονται οι κύκλοι: 

C1 : x 2 + y 2 = 1   και   C2 : (x  3) 2 + (y  2) 2 = 4 

 α. Να δείξετε ότι δεν έχουν κοινό σημείο. 

 β. Να βρείτε την εξίσωση της διακέντρου. 

 γ. Από όλα τα ζεύγη σημείων (Α, Β) , όπου το Α ανήκει στον C1 
και το Β στον C2 , να βρεθεί αυτό για το οποίο τα Α, Β απέχουν 
τη μικρότερη απόσταση. 

 δ. Να βρεθεί, αναλόγως, το ζεύγος σημείων (Γ, Δ) , όπου το Γ 
ανήκει στον C1 και το Δ στον C2 , με τη μεγαλύτερη απόσταση. 
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29. Δίνονται τα σημεία Α ( 2, 0 ) , Β ( 2, 0 ) και Μ1 ( 1, 3 ). 

 α. Να δείξετε ότι Μ1Α  Μ1Β . 

 β. Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου, που περνά από τα σημεία Α, 
Β, Μ1 . 

 γ. Να δείξετε ότι το σημείο Μ2 ( 1, 3 ) ανήκει στον κύκλο και 

ότι Μ2Α  Μ2Β . 

 δ. Να δείξετε ότι κάθε σημείο Μ ( xo, yo ) για το οποίο ισχύει      

ΜΑ  ΜΒ , ανήκει στον κύκλο του ερωτήματος (β). 
 
30. Ο κύκλος C : x 2 + y 2 + αx + βy + γ = 0 έχει το κέντρο του στην 

ευθεία y = x μόνο όταν α = β. 
 
31. Οι κύκλοι: 

C1 : x 2 + y 2 = α 2   και   C2 : (x  5) 2 + (y  12) 2 = 64 

 εφάπτονται εξωτερικά σε σημείο, που βρίσκεται μεταξύ της αρχής Ο 
και του κέντρου Κ του C2 . Να βρείτε το α και τις συντεταγμένες του 
σημείου επαφής. 

 

32. α. Να βρείτε για ποιες τιμές του κ η εξίσωση: 

C : x 2 + y 2  2κx  4(κ + 1)y + 3κ + 14 = 0 

  παριστάνει κύκλο. Να προσδιορίσετε το κέντρο και την ακτίνα 
του. 

 β. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των κέντρων των κύκλων C. 
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