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ΠΕΡΙΦ/ΚΗ Δ/ΝΣΗ Α/ΘΜΙΑΣ & Β/ΘΜΙΑΣ 

ΕΚΠ/ΣΗΣ ΘΕΣΣΑΛΙΑΣ 
ΔΙΕΥΘΥΝΣΗ Β/ΘΜΙΑΣ ΕΚΠ/ΣΗΣ ΜΑΓΝΗΣΙΑΣ  

 
1ο ΛΥΚΕΙΟ ΝΕΑΣ ΙΩΝΙΑΣ    

 

 

MAΘΗΜΑ  2Ο 

ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΙΜΕΣ 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

 

ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 
  

 

Το 

 

10o ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ  
 

 

περιλαμβάνει 

 

ΒΑΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ME ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 

 

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΠΡΟΣ ΑΝΑΠΤΥΞΗ 
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Παράγωγος συνάρτησης 
 

 Έστω f μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού ένα σύνολο Α. Θα λέμε ότι: 

 H f είναι παραγωγίσιμη στο Α ή, απλά, παραγωγίσιμη, όταν είναι παραγωγίσιμη σε κάθε σημείο Ax 0 . 

 Η f είναι παραγωγίσιμη σε ένα ανοικτό διάστημα ),( βα  του πεδίου ορισμού της, όταν είναι 

παραγωγίσιμη σε κάθε σημείο ),(0 βαx  . 

 Η f είναι παραγωγίσιμη σε ένα κλειστό διάστημα ],[ βα  του πεδίου ορισμού της, όταν είναι 

παραγωγίσιμη στο ),( βα  και επιπλέον ισχύει 

R∈
α-x

)α(f)x(f
lim

α→x

-
+

     και     R∈
-x

)(f-)x(f
lim

-x 





. 

 Έστω f μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού Α και 1A  τo σύνολο των σημείων του Α στα οποία αυτή  είναι 

παραγωγίσιμη. 

 Αντιστοιχίζοντας κάθε 1Ax  στο )(xf  , ορίζουμε τη συνάρτηση  

),x(f→xπουό,R→A:f 1 ′′  

η οποία ονομάζεται πρώτη παράγωγος της  f  ή απλά παράγωγος της  f.  

H πρώτη παράγωγος της  f  συμβολίζεται και με 
dx

df
 που διαβάζεται “ντε εφ προς ντε χι”. Για πρακτικούς 

λόγους την παράγωγο συνάρτηση )(xfy   θα τη συμβολίζουμε και με ))((  xfy . 

Αν υποθέσουμε ότι το 1Α  είναι διάστημα ή ένωση διαστημάτων, τότε η παράγωγος της f  , αν υπάρχει, λέγεται 

δεύτερη παράγωγος της  f  και συμβολίζεται με f  . 

 

Επαγωγικά ορίζεται η νιοστή παράγωγος της  f,  με 3ν , και συμβολίζεται με )(ν
f . Δηλαδή 

][
1)()(  νν

ff ,   3ν . 

 

Παράγωγος μερικών βασικών συναρτήσεων 
 

  Η συνάρτηση cxf )(  ,cR  είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει 0)(  xf , δηλαδή 

0)( c  

 Η συνάρτηση xxf )(   είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει 1)(  xf , δηλαδή 

1)( x  

 Η συνάρτηση νxxf )( , }1,0{-N∈ν  f  είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει 1)(  νxνxf , δηλαδή 
1)(  νν xνx  

 Η συνάρτηση  xxf )(  είναι παραγωγίσιμη στο ),0(   και ισχύει 
x

xf
2

1
)(  , δηλαδή 
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0 

 
x

x
2

1



 

Προσοχή !  Η xxf =)(  δεν είναι παραγωγίσιμη    στο 0 ενώ ορίζεται σ’αυτό.       

 

  Η συνάρτηση xημ)x(f =  είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει xxf συν)(  , δηλαδή 

xx συν)ημ(   

 Η συνάρτηση xσυν)x(f =  είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει xxf ημ)(  , δηλαδή 

xx ημ)συν(   

  Αποδεικνύεται ότι η  xexf )(   είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει xexf  )( , δηλαδή 

xx ee )(  

 Αποδεικνύεται ότι η xxf ln)(   είναι παραγωγίσιμη στο ),0(   και ισχύει 
x

xf
1

)(  ,     δηλαδή 

x
x

1
)(ln   

 
 

 

 

 
 

 
 

ΕΥΡΕΣΗ fx  ΑΠΟ ΑΝΙΣΟΤΙΚΗ ΣΧΕΣΗ 
 

 

Όταν δίνεται μία σχέση της μορφής f x  gxή  hx  f x  gx και ζητείται το,  f x0  τότε: 
 

 Θέτουμε στην ανισότητα όπου x το x0 και βρίσκουμε το  f x0  . 
 

 Μετασχηματίζουμε την ανισότητα για να σχηματίσουμε το λόγο μεταβολής 

f x  f x0 

x  x0 
διακρίνοντας περιπτώσεις όταν διαιρούμε με x  x0 αν 

 

x  x0 ή x  x
0 . 

 

Εφαρμόζουμε το κριτήριο παρεμβολής και βρίσκουμε την παράγωγο στη θέση x0 . 

 

 

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 

2 
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0 

 

3 ΕΥΡΕΣΗ fx  ΑΠΟ ΣΧΕΣΗ ΙΣΟΤΗΤΑΣ 
 

 

Όταν δίνεται μία ισότητα που περιέχει μία συνάρτηση f για την οποία γνωρίζουμε ότι είναι 

παραγωγίσιμη στη  x0   και ζητείται το  f x0  , τότε: 

 Θέτουμε όπου  x  x0  και βρίσκουμε το  f x0  . 
 

f x  f x0 
 Μετασχηματίζουμε την ισότητα για να σχηματίσουμε το λόγο 

x  x0 

 Παίρνουμε όρια και στα δύο μέλη και είναι: f x   lim 
f x  f x0  

   .
 

0 
xx0 x  x0 

 

Λύνουμε την εξίσωση που προκύπτει ως προς . 
 

 

4 ΣΥΝΕΧΗΣ ΚΑΙ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΙΜΗ 
 

Όταν ζητείται να εξετάσουμε αν μία συνάρτηση πολλαπλού τύπου είναι συνεχής και παραγωγίσιμη 

στη θέση x  x0 , όπου x0 σημείο αλλαγής τύπου. 
 

Τότε: 
 

 Εξετάζουμε πρώτα τη συνέχεια στο

 
x0 . 

 

 Αν δεν είναι συνεχής στο x0 δεν είναι και παραγωγίσιμη στο x0 . 
 

Αν είναι συνεχής στο 

x0 

ελέγχουμε αν είναι παραγωγίσιμη με πλευρικές παραγώγους. 

 

 

 

 
 

. 
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0 

 

fx  ΚΑΙ ΟΡΙΑ 

 Εύρεση του  f  x0  από σχέση ορίου 
 

Αν δίνεται ένα όριο που περιέχει μία συνεχή συνάρτηση f και θέλουμε να βρούμε την παράγωγο της f 

στο x0 , τότε: 
 

 Θέτουμε την παράσταση του ορίου, ίση με μία βοηθητική συνάρτηση και λύνοντας βρίσκουμε την 

f.

 Υπολογίζουμε το lim f x . Επειδή η f είναι συνεχής στο  x  , ισχύει:  f x0   lim f x .
xx0 

 

 Στη συνέχεια έχουμε δύο επιλογές:

0 
xx0 

 
1

η
: Αντικαθιστούμε στο όριο 

f x  f x0 
lim το f xκαι το f x 
xx0 x  x0 

 

και υπολογίζουμε το όριο ή 

2
η
: Μορφοποιούμε την παράσταση του ορίου, έτσι ώστε να εμφανιστεί 

f x  f x0 
ο λόγος 

x  x0 
και στη συνέχεια υπολογίζουμε το όριό του. 

 

 
 

 Υπολογισμός ορίων με βάση τον ορισμό παραγώγου. 

Αν γνωρίζουμε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 , τότε: 

f  x    lim 
f x  f x0 




f x   lim 

f x0   h  f x0 
xx0 x  x0 ή

 0 
h0 h . 

 

Με προσθαφαιρέσεις και παραγοντοποιήσεις προσπαθούμε να εμφανίσουμε κάποιο από τα 

παραπάνω όρια στο ζητούμενο όριο. 

 
Αν υπάρχει παράσταση της μορφής 

f x0  
 h  f x0  

, τότε θέτουμε  h   , οπότε  0 , όταν 
h 

0 

5 

0 
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h  0 και υπολογίζουμε το παραπάνω όριο με αλλαγή μεταβλητής. Είναι: 

lim 
f x0     f x0  

 f x   .
 

 

0  0
 



















ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΑΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ 

 Συναρτησιακή σχέση f x  y  ... 

Αν δίνεται μία συναρτησιακή σχέση f x  y  ... και γνωρίζουμε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 

 και θέλουμε να αποδείξουμε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο  , τότε: 

 Υπολογίζουμε το f α , κάνοντας κατάλληλη αντικατάσταση στη συναρτησιακή σχέση (αν 

θέτουμε στην f x  y  ... όπου x  y  0 ).

 Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο α, τότε: f  = lim
 f x  f 



 0 

x x    

 Για να είναι η f παραγωγίσιμη στο , αρκεί να υπάρχει στο , το όριο

f x  f x0 
lim 
xx0 x  x0 

, x0  . Θέτουμε x  x0  h   και το όριο γίνεται: 

 

lim 
h

f x0   h    f x0 

h   
.
 

 

Στη συνέχεια εκμεταλλευόμαστε τη συναρτησιακή σχέση για να υπολογίσουμε το όριο. 

 Συναρτησιακή σχέση f xy  ... 

Αν δίνεται μία συναρτησιακή σχέση f xy  ... και γνωρίζουμε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο   

και θέλουμε να αποδείξουμε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο ή σε τυχαίο x
0 
 , τότε: 

 Υπολογίζουμε το f 

α
κάνοντας κατάλληλη αντικατάσταση στη συναρτησιακή σχέση. (αν  1, 

θέτουμε στην f xy  ... , όπου x  y  1 ). 

 Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο α, τότε: f  = lim
 f x  f  

.

x x    

6 
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 Για να αποδείξουμε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο ή στο τυχαίο x0  , αρκεί να υπάρχει στο
f x  f x0 

το όριο: lim 
xx0 x  x0  

f 
 x0

h  
 f x 


x h x0h  

 
   

     0 

Θέτουμε  , άρα x  και  h   , οπότε το όριο γίνεται: lim 
    

. Στη 
x0  

συνέχεια εκμεταλλευόμαστε τη 

συναρτησιακή σχέση για να 

υπολογίσουμε το όριο. 

h x0h 
 x

 

 0 

. 
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AΣΚΗΣΕΙΣ ΠΡΟΣ ΕΠΙΛΥΣΗ 
 

 
1) Να βρείτε ,όπου ορίζεται την παράγωγο των συναρτήσεων 
 

x

2

e

συνtημx
iii)f(x)                  , 

ημx1

ημx-1
ii)f(x)                         

π

x1
)x(f)i








  

 

32

33
xx(x)      vi)f          

x

n

x

m
)f(x)          v          

x1

x1
)x(f)iv 




  

 











































0x               ,  0

0x    , 
x

1
συνx

iii)f(x)         v
1x    ,

6

5x

1x0      ,x

)x(f)vii 2

3

2

3

 

 
2) Τo ίδιο για τις συναρτήσεις 

)1x2(eiv)f(x)          )x3iii)ln(2x             
3

x
συνf(x) ii)            ) 1xxln()x(f 2x2332   

 

xlogi)f(x)       viixlnexi)f(x)        vi2f(x)  vi)          
2x

x
ln)x(f)v 2

23

x

x2συν

5

5




   

 

.
2

π
x0     ,εφ1xi)f(x)           xx)f(x)         x)x(f)ix 2xxln   

 
 
3) Αν f,g είναι παραγωγίσιμες στο χ0=0 και f ΄(0)= -1, g΄(0)=2, f(0)= -1, g(0)= -2 να 

αποδείξετε ότι: 0
x

2)x(g)x(f
lim

0x





. 

 

4) Αν g(x)= 


















0x             ,    0

0x    ,
x

1
ημ)x(f

όπου f παρ/μη συνάρτηση στο x0=0 μεf(0)=f ΄(0)=0 

να αποδείξετε ότι g´(0)=0. 
 
 
 

5) Aν η συνάρτηση f είναι παρ/μη στο σημείο χ0=0 και για κάθε χR ισχύει  
      (f(x))3-x(f(x))2+x2f(x)=x2ημx, να αποδείξετε ότι : f ΄(0)=1 
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6) Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο σημείο χ0=1 και ισχύει : .2
1x

)x(f
lim

1x



 

Να αποδείξετε ότι : I) f(1)=0   ii)η συνάρτηση g(x)= 3x)x(f 2   είναι παρ/μη στο 

σημείο χ0=1 και να βρείτε το g΄(1). 
 
 
7) Έστω f,g συναρτήσεις ορισμένες στο R και παρ/μες στο σημείο χ0=0. Αν χR 

ισχύει f(x)g(x) και f(0)=g(0), να αποδείξετε ότι f ΄(0)=g´(0). 
 
 
8) Έστω δύο συναρτήσεις παρ/μες στο R οι οποίες ικανοποιούν τη σχέση: 

xe

1

)x(g

1

)x(f

1
 .Να αποδείξετε ότι: 

22 [f(x)]

f(x)-΄(x)f

[g(x)]

g(x)-΄(x)g
  

 
 

9) Αν f(x)=4x-x2 και g(x)= 
x8

1
 , να βρείτε την εξίσωση της εφ/νης της cf στο σημείο 

της Α(1,f(1)) και να αποδείξετε ότι εφάπτεται και της cg. 
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