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            ΠΕΡΙΦ/ΚΗ Δ/ΝΣΗ Α/ΘΜΙΑΣ & Β/ΘΜΙΑΣ 

ΕΚΠ/ΣΗΣ ΘΕΣΣΑΛΙΑΣ 
ΔΙΕΥΘΥΝΣΗ Β/ΘΜΙΑΣ ΕΚΠ/ΣΗΣ ΜΑΓΝΗΣΙΑΣ  

 
1ο ΓΥΜΝΑΣΙΟ ΒΟΛΟΥ   

 

 
Β. 2.3.  

Μεταβολές ημιτόνου,  
 

συνημίτονου 
 

 και  
 

εφαπτομένης 
 

Το 

 

1
Ο
 ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ  

 

 

περιλαμβάνει 

 

 ΒΑΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ 

 

 ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 

 

 ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΠΡΟΣ ΑΝΑΠΤΥΞΗ 
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ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 
 

Μεταβολές ημιτόνου, συνημιτόνου και εφαπτομένης οξείας γωνίας ω 
 
Ας εξετάσουμε τώρα τι συμβαίνει όταν μεταβάλλεται  
η γωνία ω ενός ορθογωνίου τριγώνου. 
 

 ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ  1. 

Χρησιμοποιώντας έναν υπολογιστή τσέπης ή τον πίνακα των 
τριγωνομετρικών αριθμών που βρίσκεται στο τέλος του βιβλίου, να 
συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα: 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
Λύση 
Bρίσκουμε ότι: 
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ΗΜΙΤΟΝΟ     

ΣΥΝΗΜΙΤΟΝΟ     

ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗ     

 

 28
Ο
 47

Ο
 68

Ο
 83

Ο
 

ΗΜΙΤΟΝΟ 0,469 0,731 0,927 0,992 

ΣΥΝΗΜΙΤΟΝΟ 0,883 0,682 0,375 0,122 

ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗ 0,532 1,072 2,475 8,144 
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Από τον προηγούμενο πίνακα παρατηρούμε ότι: 
 

Όταν μια οξεία γωνία αυξάνεται, τότε: αυξάνεται  
το ημίτονό της, ελαττώνεται το συνημίτονό της  

και αυξάνεται η εφαπτομένη της. 

Γεωμετρικά, τα παραπάνω συμπεράσματα φαίνονται στα επόμενα σχήματα: 

 

Σχηματίζουμε  
τα ορθογώνια τρίγωνα  
ΟΑΔ, ΟΒΕ, ΟΓΖ, με 
σταθερή υποτείνουσα  
R = ΟΑ = ΟΒ = ΟΓ και  
θεωρούμε τρεις γωνίες:  
ω < φ < θ.  

Παρατηρούμε ότι:  

ΑΔ < ΒΕ < ΓΖ. 
 
Επομένως, διαιρώντας  
με R έχουμε ότι:           
 
            <           <               
 
 
 

 ή    ημω < ημφ < ημθ. 
 
 
Στο προηγούμενο σχήμα παρατηρούμε ότι: ΟΔ > ΟΕ > ΟΖ. 
 
Οπότε:           
 

              >               ή    συνω > συνφ > συνθ. 

 
Ας θεωρήσουμε ορθογώνια τρίγωνα  
ΟΑΒ, ΟΑΓ, ΟΑΔ με σταθερή τη μία  
κάθετη πλευρά ΟΑ και ορθή  

τη γωνία Α. 
 
 
 
 
Παρατηρούμε ότι, όταν  
η οξεία γωνία με κορυφή  

 ΑΔ. 
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 BE. 
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το σημείο Ο μεγαλώνει, δηλαδή: ω < φ < θ, τότε μεγαλώνει  
αντίστοιχα η απέναντι κάθετη πλευρά:  
 
ΑΒ < ΑΓ < ΑΔ. 
 
Επομένως:           
 

            <                   <                       ή    εφω < εφφ < εφθ. 
 
 
Από τα παραπάνω προκύπτει ότι: 
 

 Αν δύο οξείες γωνίες έχουν ίσα ημίτονα, τότε οι γω-νίες αυτές είναι ίσες. 
 Αν δύο οξείες γωνίες έχουν ίσα συνημίτονα, τότε  
οι γωνίες αυτές είναι ίσες. 
 Αν δύο οξείες γωνίες έχουν ίσες εφαπτομένες, τότε  
οι γωνίες αυτές είναι ίσες. 

 

 ΕΦΑΡΜΟΓΗ  1. 

 

 

Στο παρακάτω σχήμα είναι ΟΑ = 5 cm, OB = 8 cm και ΑΓ = 2 cm. Να 
υπολογίσετε την απόσταση ΒΔ. 

 
 Λύση: Παρατηρούμε ότι  
στο σχήμα υπάρχουν 
δύο ορθογώνια τρίγωνα,  
τα ΟΑΓ και ΟΒΔ με κοινή  
γωνία θ.  
Στο ορθογώνιο τρίγωνο  
 
ΟΑΓ έχουμε: ημθ =          . 
 
 
Στο ορθογώνιο  τρίγωνο ΟΒΔ έχουμε: ημθ =         . 

 
Άρα, θα ισχύει ότι:            =           οπότε:  
 

ΒΔ =           OB  ή ΒΔ =        =  3,2 cm. 
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ  2. 

Το ημίτονο της γωνίας που σχηματίζει μια πίστα του  
 
σκι με το οριζόντιο επίπεδο είναι ημΒ = 0,31. Αν ένας σκιέρ βρίσκεται σε 
σημείο Γ ύψους ΑΓ = 155 m από  
το έδαφος, να βρεθεί η απόσταση ΒΓ που θα διανύσει  
ο σκιέρ ώσπου να φτάσει στο έδαφος. 

 
 Λύση: Στο ορθογώνιο  
 
τρίγωνο ΑΒΓ ( Α = 90ο ) 
πρέπει να βρούμε την 
πλευρά (υποτείνουσα) ΒΓ  
γνωρίζοντας ότι:  
ΑΓ = 155 m και ημΒ = 0,31. 
 
 
 
 
Έχουμε ότι: ημΒ =          ή   ΒΓ =             
 
 
                     ή   ΒΓ = 500 m.                    
 

 ΕΦΑΡΜΟΓΗ  3. 

 
Ένας παρατηρητής Α, που βρίσκεται 100 m από την ακτή Β και 150 m από 
ένα δέντρο Γ, θέλει να υπολογίσει την απόσταση ΒΔ του πλοίου Δ από την 
ακτή Β. Μ’ ένα γωνιόμετρο (ένα όργανο που μας επιτρέπει να μετράμε 
γωνίες) σκοπεύει το 
πλοίο και το δέντρο και  
 
βρίσκει τη γωνία ΔΑΓ=70ο.  
 
Αν Γ = 90ο,  
να υπολογίσετε  

την απόσταση ΔΒ. 

 
 Λύση:  
Έστω x = ΒΔ η απόσταση του πλοίου από την ακτή. 
Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΓΔ χρησιμοποιούμε το συνημίτονο της γωνίας των 
70ο. 
 
 
 
 
 

Α B 
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 ΑΓ. 
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Είναι: συν70ο =                                                    = 
 
 
                        =               = 
 
 
Μ’ έναν επιστημονικό υπολογιστή τσέπης βρίσκουμε: συν70ο = 0,34, οπότε η 
παραπάνω σχέση γίνεται  
 
 
0,34 =                 και έχουμε: 
 
 ( 100 + x )  0,34 = 150    ή 

        34 + 0,34  x = 150 ή 

                     0,34  x = 150 – 34  ή 
 

 x =           = 341,18 (m). 
 
 

  

ΠΡΟΣΚΕΙΜΕΝΗ ΚΑΘΕΤΗ ΠΛΕΥΡΑ 
             ΥΠΟΤΕΙΝΟΥΣΑ 

 
  ΑΓ. 
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 
 
 1. Να κυκλώσετε τις σωστές απαντήσεις που αφορούν τις γωνίες των 
παρακάτω ορθογωνίων τριγώνων:  
 
 
 
 
 
 
 
 
α) A: φ < θ   B: φ = θ  Γ: φ > θ 
β) A: ω < y   B: ω = y  Γ: ω > y 
 
 2. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις  
με Σ (σωστό) ή Λ (λανθασμένο). 

     ΣΩΣΤΟ      ΛΑΘΟΣ 
 
α) ημ13o <           ημ15o 
 
β) συν13o <           συν15o 
 
γ) συν57o <          συν27o 
 
δ) ημ57o <          ημ27o 
 
ε) ημ32o                <          ημ23o 
 
στ) συν32o           <          συν23o 
  

(Β) 
3 

4 

Ω 
Y 

(Α) 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 1  Να υπολογίσετε το x στα παρακάτω τρίγωνα: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 2  Να υπολογίσετε το x στα παρακάτω τρίγωνα: 
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70
Ο
 

55
Ο
 

8
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A 

ΓΚΑΡΑΖ 

Γ 

Β 
Α 

Θ = 13
Ο
 

2,25 M 

 3  Σ’ ένα ιστιοπλοϊκό σκά- 
φος το ύψος του καταρτιού  
έως το σημείο Α είναι 8 m.  
Να βρείτε το μήκος που  
έχουν τα συρματόσχοινα  
που στηρίζουν τα πανιά,  
αν αυτά σχηματίζουν  
γωνίες 55o και 70o  
αντίστοιχα με το επίπεδο  
της θάλασσας. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 4  Ένας μηχανικός θέλει να κατασκευάσει ένα σπίτι με υπόγειο γκαράζ. Το 
ύψος του γκαράζ πρέπει να είναι ΒΓ = 2,25 m και η κλίση της ράμπας θ = 13o. 
Να βρείτε το μήκος ΑΓ της ράμπας και την απόσταση ΑΒ του 
σημείου Α  
από το  
σπίτι. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 5  Να διατάξετε από τον μεγαλύτερο στον μικρότερο τους τριγωνομετρικούς 
αριθμούς (χωρίς να τους υπολογίσετε): 
α) ημ37o, ημ56o, ημ16o  και ημ20o 
β) συν25o, συν36o, συν20o και συν28o 
γ) εφ18o, εφ22o, εφ51o και εφ89o 
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7 M 6 M  

Α B 

Γ 

Δ 

75
Ο
 

 
 
 
 
 
 6  Μια σκάλα ύψους 
6 m είναι ακουμπι- 
σμένη σε τοίχο ύψους  
7 m. Για λόγους ασφα- 
λείας, η γωνία στο έδα- 
φος πρέπει να είναι 75o.  
Να βρείτε την απόσταση  
ΑΒ όπου πρέπει να τοπο- 
θετηθεί η βάση της σκάλας  
από τον τοίχο, καθώς  
και την απόσταση ΓΔ από  
το πάνω μέρος της σκάλας  
έως το πάνω μέρος του  
τοίχου. 
 
 
 
 
 
 
 
 7  Ένας γεωλόγος θέλει να υπολογίσει την απόσταση από το σημείο Α, 
όπου βρίσκεται, μέχρι το σπίτι Μ στην άλλη πλευρά ενός ποταμού. 
Χρησιμοποιεί ένα γειτονι-κό σημείο Β που βρίσκεται σε απόσταση ΑΒ = 20 
m και με τη βοήθεια ενός γωνιόμετρου βρίσκει ότι ΑΒΜ = 78o και ΒΑΜ = 70o. 
Να υπολογίσετε τις αποστάσεις ΑΗ και ΑΜ. 
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Σ ΣΕΛΗΝΗ 

ΓΗ 

Α 

Γ 

 8  Η ακτίνα της Γης είναι R = ΓΑ = = 6371 km και  
 
η γωνία ΑΓΣ είναι 89,05o.  
Να υπολογίσετε με  
τη βοήθεια του διπλανού 
σχήματος την απόσταση  
Γης - Σελήνης (ΓΣ). 
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