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ΠΕΡΙΦ/ΚΗ Δ/ΝΣΗ Α/ΘΜΙΑΣ & Β/ΘΜΙΑΣ 

ΕΚΠ/ΣΗΣ ΘΕΣΣΑΛΙΑΣ 
ΔΙΕΥΘΥΝΣΗ Β/ΘΜΙΑΣ ΕΚΠ/ΣΗΣ ΜΑΓΝΗΣΙΑΣ  

 
1ο ΓΕΛ  ΒΟΛΟΥ   

 

4.6-4.7-4.8 
Άθροισμα γωνιών τριγώνου 

 
Γωνίες με πλευρές κάθετες 

 
Άθροισμα γωνιών κυρτού ν-

γώνου 

  

 

 

Το 

 

16
Ο
 ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ  

 

 

περιλαμβάνει 

 

 ΒΑΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ 

 

 ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 

 

 ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΠΡΟΣ ΑΝΑΠΤΥΞΗ 
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ΜΑΘΗΜΑ §§ 4.6-4.7- 4.8 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ 

 

 

Μάθημα: ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

Τίτλος μαθήματος( ενότητας): Άθροισμα γωνιών τριγώνου 

                                                  Γωνίες με πλευρές κάθετες 

 Άθροισμα γωνιών κυρτού ν-γώνου 

Ημερομηνία: 09-01-2019 

Τάξη: Α΄ Λυκείου    Σχολείο: 1
Ο
 Γενικό Λύκειο Βόλου 

Ώρα: 1
η
  

Τμήμα: A ( 23 μαθητές) 

 

 

 

ΓΕΝΙΚΟΙ ΣΚΟΠΟΙ 

Να μπορούν οι μαθητές στο τέλος του μαθήματος να 

 Γνωρίζουν τους τύπους του αθροίσματος γωνιών τριγώνου και ν-γώνου 

 Γνωρίζουν το μέτρο της εξωτερικής γωνίας τριγώνου 

Να είναι ικανοί να  επιλύουν προβλήματα με την βοήθεια των παραπάνω τύπων. 

 

 

ΕΙΔΙΚΟΙ ΣΤΟΧΟΙ 

Να είναι σε θέση στο τέλος του μαθήματος οι μαθητές να  

1) Υπολογίζουν το άθροισμα των γωνιών τριγώνου 

2) Γνωρίζουν τον τύπο του αθροίσματος των γωνιών ν-γώνου 

3) Υπολογίζουν  γωνίες γενικά 

ΜΕΣΑ: Πίνακας, κιμωλίες ή μαρκαδόροι, Η/Υ , φωτοτυπίες. 

ΥΛΙΚΑ: CD, σλάιντς, σχολικό βιβλίο .  

 ΥΛΗ: Σχολικό βιβλίο – σελίδες 83- 88. 

Κριτήρια Υπουργείου. 

 

 

 

ΜΕΘΟΔΟΣ: Διερευνητική καθοδηγούμενη ανακάλυψη. 

 

 

 

Α. ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ ΤΟΥ ΜΑΘΗΤΗ - ΜΑΘΗΣΙΑΚΗ ΠΟΡΕΙΑ   

Με κατάλληλες ερωτήσεις ερευνούμε αν οι μαθητές κατέχουν την ύλη του 

προηγούμενου φύλλου εργασίας. 

Ζητείται από τους μαθητές η θεωρία με ερωτήσεις από τον διδάσκοντα, ελέγχεται αν 

έγινε η  εργασία για το σπίτι στα τετράδια τους ( ανάπτυξη των θεμάτων του 

προηγούμενου φύλλου εργασίας ) και ελέγχεται αξιολογούνται ανάλογα. 

 

 

 

 

Β. ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΥΛΙΚΟΥ ΠΡΟΣ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ. ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ-ΑΝΑΛΥΣΗ 

                   ΑΝΑΠΤΥΞΗ ΤΗΣ ΕΝΟΤΗΤΑΣ ( Παράδοση) 

 

 

1
Η
  ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ- ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 
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Για να υπολογίσουμε το άθροισμα των γωνιών ενός τριγώνου, θα χρησιμοποιήσουμε την 

παραλληλία για να μεταφέρουμε γωνίες σε μια κορυφή τριγώνου και να σχηματισθεί 

ευθεία γωνία. 

 

 

Ζητείται από τους μαθητές   

 Να βάλουν τις κορυφές Α,Β,Γ στο πρώτο τρίγωνο. 

 να φέρουν ευθεία παράλληλη και στα δύο σχήματα προς την  

 

 

Βάση ΒΓ στην κορυφή Α  Από την κορυφή Α στην ΒΓ, προς τα δεξιά  

 

 

 

 

 

  

  

 

 

 

 

 

 

 Να βρουν τις ίσες γωνίες που προκύπτουν από τις παραλληλίες 

 

 Να υπολογίσουν το άθροισμα των γωνιών του τριγώνου 

 

Συμπέρασμα 1
ο
  

 

 

 

Συμπέρασμα 2
ο 

 

 

 

Συμπέρασμα 3
ο
  

 

 

 

Συμπέρασμα 4
ο 

 

 

 

Συμπέρασμα 5
ο
  

 

 

 

Συμπέρασμα 6
ο 

 

 

ΓΩΝΙΕΣ ΜΕ ΠΛΕΥΡΕΣ ΚΑΘΕΤΕΣ 
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1
Η
 ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ( Γωνία Α οξεία)   2

Η
 ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ( Γωνία Β αμβλεία) 

 

 

 

 

 

 

        

 

                                                            

                   . Β    

                Α     .     

   

 

Συμπέρασμα 1
ο
  

 

 

Συμπέρασμα 2
ο 

 

 

ΑΘΡΟΙΣΜΑ ΓΩΝΙΩΝ ν-γώνου 

1
ος

 τρόπος 

 

Ζητείται από τους μαθητές   

 Να πάρουν εσωτερικό σημείο Ο του πολυγώνου  

 Να ενώσουν το Ο με τις κορυφές του Α,Β,Γ,Δ,Ε. 

 Πόσα τρίγωνα σχηματίζονται; 

 Ποιο είναι το άθροισμα των γωνιών όλων των τριγώνων; 

 Ποιο είναι το άθροισμα των γωνιών στο Ο; 

 Αν αφαιρέσουμε από  το άθροισμα των γωνιών όλων των τριγώνων το άθροισμα 

των γωνιών στο Ο, τι μένει ; 

 
 

Γενικεύουμε το παραπάνω συμπέρασμα για ν  - γωνο και προκύπτει 

 

Α+Β+….+Ν = …….. 

 

2
ος

 τρόπος 

Ζητείται από τους μαθητές   

 Να ενώσουν την κορυφή Β με τις υπόλοιπες κορυφές. 

 Πόσα τρίγωνα σχηματίζονται; 
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 Ποιο είναι το άθροισμα των γωνιών όλων των τριγώνων; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΠΟΡΙΣΜΑ ΓΙΑ ΤΟ ΑΘΡΟΙΣΜΑ ΤΩΝ ΕΞΩΤΕΡΙΚΩΝ ΓΩΝΙΩΝ ΠΟΛΥΓΩΝΟΥ 

 

Το άθροισμα των εξωτερικών γωνιών ν-γώνου είναι 4 ορθές. 

 

Απόδειξη στην τάξη.(Να συμπληρωθεί από τους μαθητές) 

 

Είναι Α1εξ+ Α2εξ+……….+ Ανεξ  =(2 L- Α )+ (…….. ..) +……………+(………..)= 

 

           =(2L+…..+………+….. ) – ( A+….+………+…..) 

          = ……….  – (  ………….)  = …………………………= 4L. 

Άθροισμα γωνιών τριγώνου 

Γωνίες με πλευρές κάθετες 

Άθροισμα γωνιών κυρτού ν-γώνου 

Να αποδείξετε ότι το άθροισμα των γωνιών κάθε τριγώνου είναι 2 ορθές.  

Απόδειξη 

 

Από μια κορυφή, π.χ. την Α, φέρουμε ευθεία xy//BΓ. Τότε ω = Β (1) και φ = Γ (2), ως εντός 

και εναλλάξ των παραλλήλων xy και ΒΓ με τέμνουσες ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. Αλλά ω + A + φ 

= 2∟ (3). Από τις (1), (2) και (3) προκύπτει ότι : A + Β + Γ = 2∟ 

Να διατυπώσετε και να αποδείξετε τα πορίσματα που προκύπτουν από το 
θεώρημα : Το άθροισμα των γωνιών κάθε τριγώνου είναι 2 ορθές 
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i) Κάθε εξωτερική γωνία τριγώνου είναι ίση με το άθροισμα των δυο απέναντι 

εσωτερικών γωνιών του τριγώνου. 

ii) Αν δυο τρίγωνα έχουν δυο γωνίες ίσες, μία προς μία, έχουν και τις τρίτες 

γωνίες τους ίσες. 

iii) Οι οξείες γωνίες ενός ορθογώνιου τριγώνου είναι συμπληρωματικές. 

iv) Κάθε γωνία ισόπλευρου τριγώνου είναι 60°. 

Απόδειξη 

i) Έχουμε A + B + Γ = 2∟ και Γεξ + Γ = 2∟, οπότε A 

+ B + Γ = Γεξ + Γ ή Γεξ = A + B. 

ii) - iv) Προφανή. 
 

Δυο οξείες γωνίες που έχουν τις πλευρές τους κάθετες είναι ίσες  

Απόδειξη 
Έστω   οι   γωνίες   xÔy   =   ω    και    x'Ô'y'=    φ    με    Οx⊥O'x'   και   Oy⊥O'y'.  Τα   

τρίγωνα   ΟΑΓ   και   Ο'ΒΓ   έχουν A = B =1∟    και Γ1 = Γ2(κατακορυφήν). Άρα θα έχουν 

και τις άλλες γωνίες ίσες, οπότε ω = φ. 

 

 

i) Δυο αμβλείες γωνίες που έχουν τις πλευρές τους κάθετες είναι ίσες. 

ii) Δυο γωνίες που έχουν τις πλευρές τους κάθετες αλλά η μία είναι οξεία και η άλλη 

αμβλεία είναι παραπληρωματικές. 

Απόδειξη 

i) Πράγματι, (παραπάνω σχήμα) είναι θ + ω =2∟, θ' + φ = 2∟, οπότε θ =θ', αφού 
ω = φ. 

ii) Πράγματι, (παραπάνω σχήμα) είναι θ+ ω = 2∟, οπότε θ + φ = 2∟, αφού ω = φ. 
 

Το άθροισμα των γωνιών κυρτού ν-γώνου να είναι 2ν-4 ορθές. 
Απόδειξη 

 

Όμοια, αν το κυρτό πολύγωνο έχει ν πλευρές και ενώσουμε το Ο με τις κορυφές του 

σχηματίζονται ν τρίγωνα. Το άθροισμα των γωνιών των ν τριγώνων είναι 2ν ορθές. Αν 

αφαιρέσουμε το άθροισμα των γωνιών Ô1+Ô2+Ô3+ ... +Ôν = 4 ορθές έχουμε: 

Α1 + Α2 + Α3 + ... + Αν = (2ν - 4) ορθές. 
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Άλλη απόδειξη. 

 

Ας θεωρήσουμε κυρτό πολύγωνο Α1Α2... Αν με ν πλευρές και ας φέρουμε από μια κορυφή 

του, π.χ. την Α1 όλες τις διαγωνίους που διέρχονται από αυτή. Έτσι το πολύγωνο διαιρείται 

σε ν-2 τρίγωνα, γιατί σε καθεμιά από τις πλευρές του, εκτός των Α1Α2 και Α1Αν που 

διέρχονται από την κορυφή Α1, αντιστοιχεί ένα τρίγωνο. Επειδή το άθροισμα των γωνιών των 

ν-2 τριγώνων είναι 2(ν-2)=(2ν-4) ορθές και ισούται με το άθροισμα των γωνιών του 

πολυγώνου, προκύπτει ότι: 

Α1 + Α2 + Α3 + ... + Αν = (2ν - 4) ορθές. 

 

Το άθροισμα των εξωτερικών γωνιών κυρτου ν – γώνου είναι 4 ορθές.  
 
Απόδειξη 

 

Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ και τη διχοτόμο Αχ της εξωτερικής γωνίας A του 

τριγώνου. Να αποδειχθεί ότι το τρίγωνο είναι ισοσκελές, αν και μόνο αν Αx//ΒΓ. 

Απόδειξη 

(i) Αν β = γ τότε Β = Γ = ω. 

 

Όμως Aεξ = Β + Γ = 2ω, οπότε Aεξ/2 = ω ή A1 = Γ = ω. Άρα Αx//ΒΓ, αφού σχηματίζουν δύο 

εντός και εναλλάξ γωνίες ίσες. 

(ii) Αν Αx//ΒΓ τότε A1 = Γ (ως εντός εναλλάξ) και A2 = Β (ως εντός εκτός και επί τα 

αυτά μέρη). Άρα Β = Γ (αφού A1 = A2), οπότε β = γ. 
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Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρουμε τις εσωτερικές και εξωτερικές διχοτόμους των 
γωνιών του Β και Γ. Να αποδειχθεί ότι 

(i) Η γωνία των δυο εσωτερικών διχοτόμων είναι ίση με 90° + A/2 . 

(ii) Η γωνία μίας εσωτερικής και μίας εξωτερικής διχοτόμου είναι ίση 

με A/2. 

Η γωνία των δυο εξωτερικών διχοτόμων είναι ίση 

με 90° - A/2.  

Απόδειξη 

Οι εσωτερικές διχοτόμοι τέμνονται στο έγκεντρο I. Οι 

εξωτερικές     διχοτόμοι     των      εξωτερικών  γωνιών 

Βκαι Γ τέμνονται στο παράκεντρο Ια και η εσωτερική 

διχοτόμος της Β με την εξωτερική διχοτόμο της 

Γτέμνονται στο παράκεντρο Ιβ. 

(i) Από το τρίγωνο ΒΙΓ παίρνουμε: 

 

ΒΙΓ + Β1 + Γ1 = 180° ή ΒΙΓ = 180° - Β1 - Γ1 ή 

 

ΒΙΓ = 180° - Β2 - Γ2 ή ΒΙΓ = 90° + 90° - Β2 - Γ2 ή 

 

ΒΙΓ = 90° + A/2(επειδή A2 + Β2 + Γ2 = 90°). (1) 
 

(ii) Η εσωτερική και εξωτερική διχοφτόμος μιας γωνίας τέμνονται κάθετα. Έτσι στο 

τρίγωνο ΙΓΙβ είναι: Γ = 90° και ΒΙΓ = 90° + Ιβ (2) (ως εξωτερική γωνία). 
 

Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι Ιβ = A/2. (3) 

 

(iii) Όμοια στο τρίγωνο IαΒΙβ είναι Β = 90°, οπότε Ια + Ιβ = 90° ή Ια = 90° - Ιβ . (4) 

Από τις (3) και (4) προκύπτει ότι Ια = 90° - A/2. 
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4.6 Ερωτήσεις Κατανόησης (version 2-1-2016) 

Κ1. Να υπολογίσετε τη γωνία ω στο παρακάτω σχήμα. 

 

 

Λύση: 

Aφού  ̂ 



 120 θα είναι  ̂   180 120  60



Η ω ως εξωτερική στο τρίγωνο ΑΒΓ θα ισούται με το άθροισμα των απέναντι εσωτερικών δηλαδή: 

  50 60  110



Κ2. Αν AB = ΑΓ και Γx διχοτόμος της ΑΓΔ, να υπολογίσετε τη γωνία φ (βλ. σχήμα). 

Λύση: 

Αφού το μισό της 
̂  είναι 55°, θα είναι 

̂   2  55  110

Επομένως  ̂   180 110  70 οπότε επειδή ΑΒ=ΑΓ θα 

είναι και  ̂   ̂   70 . 

Πλέον  ̂   180  ̂  ̂   180  70  70  40
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     

Κ3. Υπάρχει κυρτό ν-γωνο τέτοιο, ώστε το άθροισμα των εσωτερικών γωνιών του να ισούται με το άθροισμα των 

εξωτερικών γωνιών του; 

Λύση: 

Θέλουμε   ̂ 
i   2∟  ̂ 

i   ̂ 
i   2∟   ̂ 

i  2 ̂ 
i    2∟ 

i1 i1 i1 i1 i1 i1 

2 2  4∟  2 ∟  2  4   2  4    4 
 

Αρα υπάρχει μόνο ένα και είναι το κυρτό τετράπλευρο. 

 

 

Κ4. Να εξηγήσετε γιατί αν ένα ισοσκελές τρίγωνο έχει μια γωνία 60° είναι ισόπλευρο. 

Λύση: 

Eστω ένα ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με βάση την ΒΓ. 

Εχουμε δύο περιπτώσεις 

Αν  ̂  60 τότε και   ̂ 60  οπότε και ̂   60 δηλαδή ΑΒΓ ισόπλευρο (Πόρισμα iii § 3.11) 

 

 

K5. Το άθροισμα των εξωτερικών γωνιών ενός τριγώνου είναι: α) 180° β) 

270° γ) 360° δ) 540° ε) κανένα από τα παραπάνω Να δικαιολογήσετε την 

απάντησή σας. 

Λύση: 

̂ 
   ̂ 

   ̂ 


Αρα γ) η σωστή 

απάντηση. 

 180  ̂ 
180  ̂ 180  ̂   3 180  ̂  ̂  ̂   3 180 180  2 180  360
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

AΚΟΛΟΥΘΟΥΝ ΟΙ ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 1, 2 

 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΕΜΠΕΔΩΣΗΣ 1, 6,7 

 

 

ΑΠΟΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 5,6 

 

 

ΣΥΝΘΕΤΑ ΘΕΜΑΤΑ 1, 2 

 

 

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ ΚΛΕΙΣΙΜΑΤΟΣ 

 

 

Σε χρόνο 2-3 λεπτών λέμε έναν αστείο συνειρμό  ή σχολιάζουμε μια επίκαιρη  ευχάριστη είδηση. 

 

 

ΕΡΓΑΣΙΑ ΓΙΑ ΤΟ ΣΠΙΤΙ  

 

 

1)Ερωτήσεις κατανόησης 3,4,5 σχολικού βιβλίου σελίδες 87. 

 

1)Ασκήσεις Εμπέδωσης  2,3,4,5 σχολικού βιβλίου σελίδες 87. 

 

2)Ασκήσεις Αποδεικτικές 1,2,3,4,7 σχολικού βιβλίου σελίδες 87-88. 
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