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   Μαθηματικά   Προσανατολισμού                                                         Β΄ Γ.Ε.Λ 

            
ΠΕΡΙΦ/ΚΗ Δ/ΝΣΗ Α/ΘΜΙΑΣ & Β/ΘΜΙΑΣ 

ΕΚΠ/ΣΗΣ ΘΕΣΣΑΛΙΑΣ 
ΔΙΕΥΘΥΝΣΗ Β/ΘΜΙΑΣ ΕΚΠ/ΣΗΣ ΜΑΓΝΗΣΙΑΣ  

 
1ο ΓΕΝΙΚΟ ΛΥΚΕΙΟ ΒΟΛΟΥ   

 

 

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΕΣ 

ΣΤΑ  

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

 

Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

 
ΣTO 1

Ο
 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 

  

 
          

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 

 

 ΜΕ ΑΝΑΠΤΥΓΜΕΝΑ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 

 ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΠΡΟΣ ΕΠΙΛΥΣΗ 
 

ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΑΠΟ ΤΟ 2
ο
  ΜΕΡΟΣ 

 
 

 

Μ15: Για να βρούμε το διάνυσμα β


που έχει μέτρο 1 και είναι ομόρροπο προς το   

        διάνυσμα jyixα


 . 

    α) Βρίσκουμε το 
22 yxα 


 

    β) Αντικαθιστούμε στη σχέση 
22 yx

yjxi

α

α
β




 


 

    γ) Συμπεραίνουμε ότι είναι το β


= j
yx

y
i

yx

x

2222







 

 

 

Παράδειγμα  
 

Να βρείτε ένα διάνυσμα με μέτρο 1 το οποίο είναι ομόρροπο προς το διάνυσμα 

j4i3α


 . 

 

Επίλυση 

Αν το ζητούμενο διάνυσμα είναι το 


m , τότε: 



m =




α

α
ή 



m =








j

5

4
i

5

3

43

j4i3

22
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Εφαρμογή για τον μαθητή 

 

Να βρείτε ένα διάνυσμα με μέτρο 1 το οποίο είναι ομόρροπο προς το διάνυσμα 

j8i6α


 . 

 

 

 

Μ16: Για να βρούμε τις συντεταγμένες xΜ, yΜ του μέσου Μ των Α,Β όταν Α(x1, y1),   

        Β(x2, y2) 

α) Βρίσκουμε τα ημιαθροίσματα    
2

yy
,

2

xx 2121 
. 

β) Συμπεραίνουμε ότι  Μ(xΜ, yΜ) = ( 
2

yy
,

2

xx 2121 
) 

 
 

Παράδειγμα  
 

Δίνονται τα σημεία Μ(3,4) και Α(-3,7) . Αν το Μ είναι το μέσο του ευθυγράμμου τμήματος 

ΑΒ, να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Β. 

 

 

Επίλυση 

 
 

Έστω Β(x2,y2). Επειδή το Μ είναι το μέσο του ΑΒ, βρίσκουμε τις συντεταγμένες του από τους 

τύπους: 

 x=
2

xx 21  και 
2

yy
y 21   

Αντικαθιστούμε και προκύπτουν οι ισότητες:














2

y7
4

2

x3
3

2

2

 

Λύνουμε και βρίσκουμε: x2=9 και y2 =1. Δηλαδή το Β είναι το σημείο (9, 1). 

 

 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

 

Δίνονται τα σημεία Μ(-5,0) και Α(-3,6) . Αν το Μ είναι το μέσο του ευθυγράμμου τμήματος 

ΑΒ, να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Β. 

 

 

Μ17: Για να βρείτε τις συντεταγμένες x, y του σημείου ΜΑΒ όταν είναι γνωστός ο   

         λόγος λ=
ΜΒ

ΑΜ
με Α(x1, y1), Β(x2, y2) 

        α) Βρίσκουμε τα πηλίκα 
1λ

λyy
,

1λ

λxx 2121








 

        β) Συμπεραίνουμε ότι Μ(x, y)= 
1λ

λyy
,

1λ

λxx 2121








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Παράδειγμα  
 

Αν Α(2,4) και Β(3,8) είναι τα άκρα ενός ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ και Μ(χ,ψ) είναι 

σημείο του ΑΒ τέτοιο, ώστε   
ΜΒ

ΑΜ
 = 2 , να βρείτε τις συντεταγμένες του Μ . 

 

Επίλυση 

 

Από την ισότητα 
ΜΒ

ΑΜ
=2 προκύπτει ότι ΑΝ=2ΜΒ.  

Από το σχήμα επειδή 


 ΜΒΑΜ τελικά έχουμε: 


 ΜΒ2ΑΜ (1) . 
 

Χρησιμοποιώντας συντεταγμένες η (1) γίνεται: (x-2, y-4)=2(3-x, 8-y).  
 

H ισότητα αυτή ισοδυναμεί με το σύστημα 








y)-2(84-y

x)-2(32-x
 

 

Λύνοντας το σύστημα προκύπτει x=
3

8
και y=

3

20
 

 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

 

Αν Α(2,4) και Β(3,8) είναι τα άκρα ενός ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ και Μ(χ,ψ) είναι 

σημείο του ΑΒ τέτοιο, ώστε   
ΜΒ

ΑΜ
 = 5 , να βρείτε τις συντεταγμένες του Μ . 

 

 

 

Μ18:Για να βρούμε το μοναδικό διάνυσμα που ανήκει στη διχοτόμο της γωνίας Α   

        ενός τριγώνου ΑΒΓ 

       α) Παίρνουμε τα μοναδικά διανύσματα που είναι ομόρροπα προς τα ΓΑ,ΒΑ


 

            δηλαδή 
ΓΑ

ΓΑ
,

ΒΑ

ΒΑ








 

       β) Βρίσκουμε την κατεύθυνση της διχοτόμου που είναι 
ΓΑ

ΓΑ

ΒΑ

ΒΑ








  

 

 

 

 

Παράδειγμα  
 

Δίνονται τα σημεία Α(2,2) και Β(3,10). Να βρείτε μοναδιαίο διάνυσμα με την κατεύθυνση 

του 


ΟΔ , όπου ΟΔ η διχοτόμος της γωνίας Ο του τριγώνου ΑΟΒ. 

  

http://blogs.sch.gr/iraidos/


Copyright: Ηλίας Ράιδος  Καθηγητής Μαθηματικών.                                                                E-mails:raidosi@yahoo.gr  
                                            http://blogs.sch.gr/iraidos/                                                                              iraidos@gmail.com 

Σελίδα 4 από 6 

 

Επίλυση 

Η κατεύθυνση του 


m  είναι η κατεύθυνση του διανύσματος 














ΟΒ

ΟΒ
=































j

109

10

2

1
i

109

3

2

1

1009

j10i3

44

j2i2
. 

Επομένως ισχύει  



m =
22

109

10

2

1

109

3

2

1

j
109

10

2

1
i

109

3

2

1









































ή 


m =0,512


 j858,0i περίπου 

 

 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

 

 

Δίνονται τα σημεία Α(3,4) και Β(5,12). Να βρείτε μοναδιαίο διάνυσμα με την κατεύθυνση 

του 


ΟΔ , όπου ΟΔ η διχοτόμος της γωνίας Ο του τριγώνου ΑΟΒ. 

 

 

 

 

Μ19: Για να αποδείξουμε ότι δυο διανύσματα α


=(x1, y1), β


=(x2, y2) είναι παράλληλα  

          αρκεί να δείξουμε ότι 0
yx

yx

22

11
  

 

 
 

Παράδειγμα  
 

Δίνονται τα σημεία Α(1,1) , Β(-3,2) και Γ(-5,χ) . Να βρείτε τον χ   ώστε τα σημεία Α, Β, Γ  

να είναι συνευθειακά. 

 

Επίλυση 

Για να είναι τα Α,Β,Γ συνευθειακά αρκεί τα διανύσματα: 


ABκαι 


ΒΓ να ‘ναι συγγραμμικά (ή τα 



AB ,


AΓ  ή τα 


AΓ ,


ΒΓ ).Τότε: 


AB //


ΒΓ
ΒΒ

ΑΑ

ψχ

ψχ
 =0   (1) όπου: (χΑ,ψΑ) οι συντεταγμένες του 



AB  και (χΒ, ψΒ) του 


ΒΓ .  

Είναι όμως 


AB=( χΒ- χΑ, ψΒ- ψΑ)=(-3-1,2-1)=(-4, 1) και 

 


ΒΓ =( χΓ- χΒ, ψΓ- ψΒ)=(-5+3,χ-2)=(-2, χ-2).Άρα η (1) γράφεται: 0
2-χ2-

14-
   

-4(χ-2)+2=0 -4χ+8+2=0 χ=
2

5
. 
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Εφαρμογή για τον μαθητή 

 

Τρία διανύσματα Α,Β,Γ έχουν διανύσματα θέσης 


i - 


j  , 5


i -3 


j  και 11


i - 6


j  αντίστοιχα 

Να δείξετε ότι τα σημεία Α, Β, Γ  να είναι συνευθειακά. 

 

 

 

Μ20: Για να αποδείξουμε ότι ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με βάση τη ΒΓ αρκεί  

        να δείξουμε ότι ΓΑΒΑ


 . 

 

 

Παράδειγμα  
 

Να εξεταστεί το είδος του τριγώνου ΑΒΓ αν οι συντεταγμένες των κορυφών του είναι   

Α(3,0) , Β(6,4) και Γ(-1,3). 

 

Επίλυση 

Είναι


AB=( χΒ- χΑ, ψΒ- ψΑ)=(6-3,4-0)=(3,4) οπότε 543ΑΒ 22 


. 

Ομοίως 


AΓ =( χΓ- χΑ, ψΓ- ψΑ)=(-1-3,3-0)=(-4,3) άρα 53)4(ΑΓ 22 


 

και 


ΒΓ =( χΓ- χΒ, ψΓ- ψΒ)=(-1-6,3-4)=(-7,-1) συνεπώς 50)1()7(BΓ 22 


. Το τρίγωνο 

είναι προφανώς ισοσκελές με ΑΒ=ΑΓ και ορθογώνιο αφού 5
2
+5

2
=

2

50 (Πυθαγόρειο 

θεώρημα). 

 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

 

Να εξεταστεί το είδος του τριγώνου ΑΒΓ αν οι συντεταγμένες των κορυφών του είναι   

Α(6,0) , Β(12,8) και Γ(-2,6). 

 

 

 

Μ21: Για να αποδείξουμε ότι δυο διανύσματα α


=(x1, y1), β


=(x2, y2) είναι ίσα αρκεί να   

         δείξουμε ότι x1= x2 και y1= y2. 

 

 

Παράδειγμα  
 

Να βρείτε τις τιμές των λ,μ  , έτσι ώστε τα διανύσματα α


=(3λ-μ,λ+μ) και  

 β


=(9, 2λ-1) να είναι ίσα. 

 

Επίλυση  

 

Για να είναι τα διανύσματα α


, β


ίσα πρέπει οι συντεταγμένες τους να είναι ίσες. Πράγματι 

έχουμε:α=β

 (3λ-μ,λ+μ)=(9,2λ-1)   
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







































3μ

4λ

-1μλ-

8λ2

-1μλ-

9μ-λ3

1-2λμλ

9μ-3λ
 

 

Εφαρμογή για τον μαθητή 

 

Να βρείτε τις τιμές των λ,μ  , έτσι ώστε τα διανύσματα α


=(3λ-μ,λ+μ) και  

 β


=(9, 2λ-1) να είναι ίσα. 

 

 

 

Μ22: Για να αναλύσουμε ένα διάνυσμα γ


 =(x,y) σε δυο συνιστώσες με διευθύνσεις,   

        τις διευθύνσεις των διανυσμάτων α


=(x1, y1) και β


=(x2, y2) 

        α) Υποθέτουμε ότι u


και v


είναι οι ζητούμενες συνιστώσες όπου u


//α


 και v


//β


    

             δηλαδή u


=κ α


, v


=λβ


(1) 

        β) Παίρνουμε τη σχέση γ


= u


+ v


 

        γ) Αντικαθιστούμε τις σχέσεις (1) 

        δ) Υπολογίζουμε τις τιμές των κ, λ 

        ε) Συμπεραίνουμε ότι u


=(κ x1,κ y1), v


=(λ x2,λ y2) είναι οι συνιστώσες του γ


. 

 

 

 

Παράδειγμα  
 

Να αναλυθεί το διάνυσμα  


γ  = ( 4, -3) σε δύο συνιστώσες   με διευθύνσεις , τις διευθύνσεις 

των διανυσμάτων  


α  = (1, 2) και   


β =(2,5). 

 

Επίλυση 

Έστω 


u και 


v οι ζητούμενες συνιστώσες ώστε: 


u //


α  και 


v //


β . Τότε 


u =k


α και 


v =λ


β , k,λ

IR. 

Επομένως 


γ  =


u +


v 


γ  =k


α +λ


β  (4, -3)= k(1, 2)+λ(2, 5)  (4, -3)=( k+2λ,  

2k+5λ) οπότε: -11λ:)(
-35λk2

-84λk 2

-35λk2|1

42λk |2


















 και k=26. 

Άρα 


u = k


α 


u =26(1, 2)=(26, 52) και 


v = λ


β 


v =-11(2, 5)=(-22, -55). 

 

 

Εφαρμογή για τον μαθητή 
 

Να αναλυθεί το διάνυσμα  


γ  = ( 12, -8) σε δύο συνιστώσες   με διευθύνσεις , τις 

διευθύνσεις των διανυσμάτων  


α  = (-1, 2) και   


β =(-2,6). 

 

 

Καλό διάβασμα. Εύχομαι επιτυχία στον στόχο σας!!!!!!!!!!!!!!! 
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