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ΠΕΡΙΦ/ΚΗ Δ/ΝΣΗ Α/ΘΜΙΑΣ & Β/ΘΜΙΑΣ 

ΕΚΠ/ΣΗΣ ΘΕΣΣΑΛΙΑΣ 
ΔΙΕΥΘΥΝΣΗ Β/ΘΜΙΑΣ ΕΚΠ/ΣΗΣ ΜΑΓΝΗΣΙΑΣ  

 
1ο ΛΥΚΕΙΟ ΝΕΑΣ ΙΩΝΙΑΣ    

 

 

MAΘΗΜΑ  7
Ο 

 

ΣΥΝΕΧΕΙΑ 

 

 ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 
  

 

Το 

 

 ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ  
 

 

περιλαμβάνει 

 

ΒΑΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ME ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 

 

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΠΡΟΣ ΑΝΑΠΤΥΞΗ 
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ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 

 

Απάντηση 

Έστω μια συνάρτηση f και 

 
x0 ένα σημείο 

 
x0 του πεδίου ορισμού της. Θα λέμε ότι η f είναι 

συνεχής στο x0 , όταν  

limf(x) 
x x0 

 

΢χόλιο: Ισοδύναμα, θα λέμε ότι η f είναι συνεχής στο x0 , όταν lim  f(x)   f(x0 ) 0 
x x0 

 

 

Απάντηση 
 

Mια συνάρτηση f δεν είναι συνεχής σε ένα σημείο x0 του πεδίου ορισμού της όταν: 

α) Δεν υπάρχει το όριό της στο x0 ή 

β) Υπάρχει το όριό της στο x0 , αλλά είναι διαφορετικό από την τιμή της, f(x0 ) στο σημείο x0 . 
 

 

Απάντηση 

Μία συνάρτηση f που είναι συνεχής σε όλα τα σημεία του πεδίου ορισμού της, θα λέγεται, απλά, 

συνεχής συνάρτηση. 
 

Απάντηση 

— Κάθε πολυωνυμική συνάρτηση Ρ είναι συνεχής, αφού για κάθε x0 

 

ισχύει 

lim P(x) P(x0 ) . 
x    x0 

— Κάθε ρητή συνάρτηση 
P 

είναι συνεχής, αφού για κάθε 
Q 

x0 του πεδίου ορισμού της ισχύει 

lim 
P(x) P(x0 ) 

.
 

x    x0 Q(x) Q(x0 ) 
 

— Οι συναρτήσεις f (x) ημx και g( x) ζςνx είναι συνεχείς, αφού για κάθε x0 ισχύει 

lim ημx ημx0 και lim συνx συνx0 . 
x    x0 x x0 

 

Τέλος, αποδεικνύεται (χωρίς όμως να απαιτείται η απόδειξη από τους μαθητές) ότι: 

— Οι συναρτήσεις f ( x) α
x
 και g( x) log α x , 0 α 1 είναι συνεχείς. 

2. Πότε μια συνάρτηση f δεν είναι συνεχής στο x0 ; 

Ορισμός 

3. Πότε μια συνάρτηση f λέγεται απλώς συνεχής; 

Ορισμός 

1. Πότε μια συνάρτηση f λέγεται συνεχής στο x0 ; 

Ορισμός 

4. Ποιές συναρτήσεις είναι γνωστό ότι είναι συνεχείς; 
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, f g ,  

 
 

 
 
 

 
 

 

Απάντηση 

Μια  συνάρτηση f θα λέμε ότι είναι συνεχής σε ένα ανοικτό διάστημα 

 
(α, β) , όταν είναι 

συνεχής σε κάθε σημείο του (α, β) . (Σχ. 63α) 
 

 

 

Απάντηση 

Μια  συνάρτηση f θα λέμε ότι είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστημα 

 
[α, β] , όταν είναι 

συνεχής σε κάθε σημείο του (α, β) και επιπλέον 
 

lim f (x) f (α) και lim f (x) f ( β) (Σχ. 63β) 
x    α x β 

 

 

Σχόλιο: 
 

Μια  συνάρτηση f μπορεί να είναι συνεχής στο διάστημα [α,β]  και να μην είναι συνεχής 

υποχρεωτικά συνεχής στο σημείο x0 του πεδίου ορισμού της 

με την προϋπόθεση ότι ορίζονται σε ένα διάστημα που περιέχει το x0 . 

| f | και 
 

, 
 

συναρτήσεις: f g , c  f , όπου c 

5. Θεώρημα 
Από τον ορισμό της συνέχειας στο  x0  και τις ιδιότητες των ορίων προκύπτει  ότι:  

Αν οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς στο x0 , τότε είναι συνεχείς στο x0 και οι 

6. Θεώρημα 
Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0 και η συνάρτηση g είναι συνεχής στο f (x0 ) , τότε η 

σύνθεσή τους gof είναι συνεχής στο x0 . 

Ορισμός 

7. Πότε μια συνάρτηση f λέμε ότι είναι συνεχής σε ένα ανοικτό διάστημα (α, β) ; 

Ορισμός 

8. Πότε μια συνάρτηση f λέμε ότι είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστημα [α, β] ; 

 

 
 
 

 
  

(α) 

y 
63 

O 
[ 
a 

] 

β 
x 

(β) 
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Δ2. ΘΕΩΡΗΜΑ ΣΥΝΕΧΕΙΑ 

 

 

ΣΧΟΛΙΟ 

Από το θεώρημα του Bolzano προκύπτει ότι: 

— Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστημα Δ και δε μηδενίζεται σ’ αυτό, τότε αυτή 

ή είναι θετική για κάθε 

διάστημα Δ. (Σχ. 65) 

x ή είναι αρνητική για κάθε x Γ , δηλαδή διατηρεί πρόσημο στο 

 

  

— Μια  συνεχής συνάρτηση f διατηρεί πρόσημο σε καθένα από το διαστήματα στα οποία οι 

διαδοχικές ρίζες της f χωρίζουν το πεδίο ορισμού της. 

 
 

Απάντηση 

α) Βρίσκουμε τις ρίζες της f. 

β) Σε καθένα από τα υποδιαστήματα που ορίζουν οι  διαδοχικές ρίζες, επιλέγουμε έναν αριθμό  

και βρίσκουμε το πρόσημο της f στον αριθμό αυτό. Το πρόσημο αυτό είναι και το πρόσημο  

της f στο αντίστοιχο διάστημα. 

y 

f (x)>0 

O a β x 

(α) 

 
65 

  

O x 

f (x)<0 

(β) 

9. Θεώρημα Bolzano 
Έστω μια συνάρτηση f  ,  ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα  [α, β]. Αν: 

η f είναι συνεχής στο [α, β] και, επιπλέον, ισχύει 

  

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον,  x0 (α, β) τέτοιο, ώστε 

 

Δηλαδή, υπάρχει μια, τουλάχιστον, ρίζα  της  εξίσωσης  f (x) 0 στο ανοικτό διάστημα (α, β) . 

ή αλλιώς, 

η γραφική παράσταση της f τέμνει τον άξονα σε ένα τουλάχιστον σημείο. 

 
 

 
   

 
 5 x 

ρ1 ρ3 ρ4 

10. Πως μπορούμε να προσδιορίσουμε το πρόσημου μιας συνεχούς συνάρτησης f ; 
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ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Ας υποθέσουμε ότι 

 
 

f (α) 

 

f ( β) . Τότε θα ισχύει 

 
 

f (α) 

 

 
η f ( β) 

 
 

(Σχ. 67). Αν θεωρήσουμε τη 

συνάρτηση g(x) f (x) η , x [α, β] , παρατηρούμε ότι: 

η g είναι συνεχής στο [α, β] και 

g(α)g( β) 0 , 

αφού 

g(α) 
 

g(β) 

f (α)   η 
 

f (β)  η 

0 και 

0 . 
 

Επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα του Bolzano, υπάρχει 

x0 (α, β) τέτοιο, ώστε g(x0 ) f (x0 ) η 0 , οπότε f (x0 ) η . ■ 

 

 

 

ΣΧΟΛΙΟ 

Αν μια συνάρτηση f δεν είναι συνεχής στο διάστημα 

 
[α, β], τότε, 

όπως φαίνεται και στο διπλανό σχήμα, δεν παίρνει υποχρεωτικά όλες τις 

ενδιάμεσες τιμές. 
 

 

 

 
 

 

   
 
 

Στην ειδική περίπτωση που το Δ είναι ένα κλειστό διάστημα θεώρημα. [α, β], ισχύει το παρακάτω 

11. Θεώρημα ενδιάμεσων τιμών (γενίκευση του θεωρήματος του Bolzano) 
Έστω μια συνάρτηση  f, η  οποία είναι ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα  [α, β]. Αν: 

η f είναι συνεχής στο [α, β] και 

 

τότε, για κάθε αριθμό η  μεταξύ των  f (α) και   f ( β)  υπάρχει ένας, τουλάχιστον  x0 (α, β) 

τέτοιος, ώστε 

 

 

 
 
 

 
  

 

 
69 

 
 
 

 
  

(β) 

y 

O 
[ 
a 

) 
β x 

(γ) 

12. Πρόταση 

Η εικόνα f (Γ) ενός διαστήματος Δ μέσω μιας συνεχούς και μη σταθερής συνάρτησης f είναι 

διάστημα. 

 
67 

f (β) 

 

B(β, f (β)) 

y=η 

f (a) 
Α(α , f (α)) 

O a x0 x0 x0   

 

 

 

 

 

f (a) 

 

O a   
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x 
] 
β 

m 

  

(δ) 

[ 
a O 

13. Θεώρημα (Μέγιστης και ελάχιστης τιμής) 
Αν f είναι συνεχής συνάρτηση στο [α, β], τότε η f παίρνει στο [α, β] μια μέγιστη τιμή 

Μ και μια ελάχιστη τιμή m. (Σχ. 69δ) 
y 

Μ 

 
Μ 

m 

Δηλαδή, υπάρχουν  x1 , x2 [α, β]  τέτοια, ώστε, αν m f (x1 )  και  M f (x2 ) , να ισχύει 

m f (x) M , για κάθε x [α, β] . 

 

 
 

 

  

 

 

 π/2 π 

 

 
 

ΣΧΟΛΙΟ 

Από το παραπάνω θεώρημα και το θεώρημα ενδιάμεσων τιμών προκύπτει ότι το σύνολο τιμών 

μιας συνεχούς συνάρτησης f   με πεδίο ορισμού το  [α, β]  είναι το κλειστό διάστημα 

η ελάχιστη τιμή και Μ η μέγιστη τιμή της. 

[m, M] , όπου m 

 

Για παράδειγμα, η συνάρτηση f (x) ημx , x [0, 2π] έχει σύνολο τιμών 

το [ 1,1] , αφού είναι συνεχής στο [0, 2π] με m και M 1 . 
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14. Αν μια συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής σε ένα ανοικτό διάστημα (α, β) , 

τότε το σύνολο τιμών της στο διάστημα αυτό είναι το διάστημα ( Α, Β) (Σχ. 71α), όπου 

 
 

 

Αν, όμως, η f είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής στο (α, β) , τότε το σύνολο τιμών της στο 

διάστημα αυτό είναι το διάστημα (B, A) (Σχ. 71β). 

 

 

 

 
 

 
 

 
  

(α) 

 
71 

 

 

 
 

 
 

 
  

(β) 
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 ΣΥΝΕΧΕΙΑ 
ΣΤΟ 

x  x0 

 

 
- Βρίσκουμε το lim f x

xx0 

 
ή τα πλευρικά όρια της f στο x0 αν η f αλλάζει τύπο εκατέρωθεν του x0. 

- Βρίσκουμε το  f x0  .  Αν είναι  lim f x  lim f x  f x0  , τότε η f είναι συνεχής στο x0. 
xx

 xx


0 0 

16 
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





0 0 

 

ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΥΝΕΧΕΙΑΣ 

Θα πρέπει η συνάρτηση να είναι συνεχής και στα σημεία που αλλάζει τύπο. 
 

- Βρίσκουμε τα lim f x , 
xx



lim f x και το  f x0  . 
xx






- Πρέπει: lim f x  lim f x  f x0 
xx

  
xx




0 0 

 

- Λύνουμε το σύστημα των εξισώσεων που προκύπτουν και 

υπολογίζουμε τις παραμέτρους. 

 

18 ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΕ ΔΙΑΣΤΗΜΑ 
 

 Αν οι συναρτήσεις f, g είναι συνεχείς, τότε και οι συναρτήσεις:

f  g, f  g, 
f 

, f v , 
g 

v f , f  , f , f , f 
1 

, fog, gof είναι επίσης συνεχείς. 

 Επίσης, όλες οι συναρτήσεις των οποίων ο τύπος ορίζεται με πράξεις βασικών συνεχών 

συναρτήσεων είναι συνεχείς.
 

 

 

 

19 ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ f x0 ΜΕΣΩ ΣΥΝΕΧΕΙΑΣ 

 

 
Όταν δίνεται μία σχέση για μία συνάρτηση f, η οποία είναι συνεχής στο x0 και ζητείται το 

οποίο δεν μπορεί να βρεθεί απ’ ευθείας από την f, τότε: 

 Λύνουμε τη δοθείσα σχέση ως προς f x , θέτοντας όλους τους περιορισμούς. 

f  x0  , το 

 

 Υπολογίζουμε το lim f x . 
xx0 

 Επειδή η f είναι συνεχής στο x0, ισχύει:  f x0   lim f x . 
xx0 

 

Για την εύρεση του ορίου θα χρησιμοποιούμε οποιαδήποτε από τις μεθόδους υπολογισμού ορίων θεωρούμε 

απαραίτητες. 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

17 

http://blogs.sch.gr/iraidos/


   ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ                                         Γ΄  ΤΑΞΗΣ  ΓΕΛ  

Επιμέλεια αρχείου: Ηλίας Ράιδος  Καθηγητής Μαθηματικών.                                             E-mails:raidosi@yahoo.gr  
                                                          http://blogs.sch.gr/iraidos/                                                          iraidos@gmail.com 

Σελίδα 9 από 27 
 







0 0 f 

0 0 f 

 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΑΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ 

 Συνέχεια συνάρτησης f μέσω συναρτησιακής σχέσης f x  y  

Αν γνωρίζουμε ότι η f είναι συνεχής στο    και θέλουμε να αποδείξουμε ότι είναι συνεχής στο 

πεδίο ορισμού της, τότε: 

 Θέτουμε: x  x0  h    x  (x0  )  h όταν x  x0 είναι h   . 

 Τότε: lim f (x)  limf (x0   )  h  ... 
xx0 h

Αν lim f x  f x  τότε η f είναι συνεχής στο τυχαίο x  D , οπότε και σε όλο το 
xx0 

 

 Συνέχεια συνάρτησης f μέσω συναρτησιακής σχέσης f xy    

D
f . 

 

Αν γνωρίζουμε ότι η f είναι συνεχής στο  και θέλουμε να αποδείξουμε ότι είναι συνεχής στο 

πεδίο ορισμού της, τότε: 
 

 Θέτουμε: 
x 
 

h 
 x  

x
0  h . Όταν x  x 

x0  
είναι h  . 

 

 Τότε: lim f x  limf 
 x0  h

 
 ... 

xx h    
 

0   

Αν lim f x  f x  τότε η f είναι συνεχής στο τυχαίο x  D , οπότε και σε όλο το πεδίο ορισμού της. 
xx0 

 

 

21 ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΣΥΝΕΧΕΙΑΣ ΑΠΟ ΑΝΙΣΟΤΙΚΗ ΣΧΕΣΗ 

 Θέτουμε στη σχέση όπου x το x0 για να βρούμε το  f x0  .
 

 Βρίσκουμε το

 
 Ελέγχουμε αν

lim f x , συνήθως με κριτήριο παρεμβολής. 
xx0 

lim f x  f x0  . 
xx0 

 

Ορισμένες φορές ίσως χρειάζεται να τροποποιήσουμε την αρχική σχέση για να μπορέσουμε να 

εφαρμόσουμε τα παραπάνω βήματα. 

 

 
ΥΠΑΡΞΗ ΜΙΑΣ ΤΟΥΛΑΧΙΣΤΟΝ ΡΙΖΑΣ 

 

 Ύπαρξη ρίζας εξίσωσης σε διάστημα ,

 Φέρνουμε όλους τους όρους στο ένα μέλος. 

 Θεωρούμε συνάρτηση f x . 
 
 

20 
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

   

0 0 0 

 Αναφέρουμε για ποιο λόγο η συνάρτηση f είναι συνεχής στο , . 

o Εξετάζουμε αν f f   0 

 

 Bolzano σε άκρα ανοικτού διαστήματος 

 Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο 

,



και θέλουμε να δείξουμε ότι έχει ρίζα στο 

, , τότε παίρνουμε τα όρια της f όταν x  και x  και αν: 

 - lim f (x) 
x




ή  τότε υπάρχει  , τέτοιο ώστε f   0 . 

 -    lim f (x)   0ή  τότε υπάρχει   ,  τέτοιο ώστε f   0
x




και 

 στη συνέχεια εφαρμόζουμε το θ. Bolzano στο ,  , .
 

 

23 ΥΠΑΡΞ
Η 

x0   , : f x0   gx0 

 Θεωρούμε τη συνάρτηση hx  f x  gx , x, . 

 Αναφέρουμε τη συνέχεια της h στο , (συνήθως πράξεις συνεχών συναρτήσεων). 

Βρίσκουμε τις τιμές h ,h και διαπιστώνουμε ότι hh  0 . 

24 ΥΠΑΡΧΕ
Ι 

x ,: fx   gx 

 Θεωρούμε τη συνάρτηση hx  f x  gx , x, . 

 Αναφέρουμε για ποιο λόγο είναι συνεχής στο , . 

 Βρίσκουμε τις τιμές h,h και διαπιστώνουμε ότι hh  0 . 

 Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

- Αν hh  0 τότε h  0 

x0   ή x0   . 

ή h  0 , άρα 

- Αν hh  0 τότε λόγω του θ. Bolzano υπάρχει 

:  hx0   0 . 

x0 ,

Γενικά θα υπάρχει  x0   , τέτοιο ώστε:  hx0   0  f x0   gx0  . 

Αν δίνεται το σύνολο τιμών , της συνάρτησης f ή g, τότε θα είναι   f x   , για κάθε x, , 
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οπότε   f    και   f    . Θα εκμεταλλευόμαστε τις παραπάνω ανισώσεις για το πρόσημο 

των h,h . 
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





 

ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΚΑΙ ΣΥΝΕΧΕΙΑ 

 Αν η f είναι    στο , , τότε  f    f  ,f   .

 Αν η f είναι     στο , τότε  f   f  ,f  .

 Αν η f είναι  στο , , τότε f    lim f x,f  .
x 



 Αν η f είναι     στο  ,  ,τότε:  f    

 lim f x , lim f x  .
 x


 x


 





26 ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΕΣ ΑΠΟ ΜΙΑ ΡΙΖΕΣ 
 

Όταν ζητείται η ύπαρξη περισσοτέρων σημείων ξ1,ξ2,…,ξν που να ικανοποιούν κάποια ιδιότητα τότε 

εφαρμόζουμε ν φορές το θεώρημα Bolzano σε ν υποδιαστήματα που χωρίζουμε το διάστημα ,
και τα οποία υποδιαστήματα να μην έχουν κοινά εσωτερικά σημεία. Τα υποδιαστήματα αυτά 

καθορίζονται από προσεκτική εξέταση των δεδομένων και των ζητούμενων. 
 

 

27 ΠΡΟΣΗΜΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ – ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ ΠΡΟΣΗΜΟΥ 
 

 Πρόσημο συνάρτησης 

Για να προσδιορίσουμε το πρόσημο μίας συνεχούς συνάρτησης f, στηριζόμενοι στο θ. Bolzano, 

εργαζόμαστε ως εξής: 

 Βρίσκουμε τις ρίζες της f. 

 Σε καθένα από τα υποδιαστήματα που ορίζουν οι διαδοχικές ρίζες επιλέγουμε έναν αριθμό x0. 

 Βρίσκουμε το  f x0  . 

Το πρόσημο του  f x0  είναι και το πρόσημο της f στο αντίστοιχο διάστημα. 

 Συνάρτηση που διατηρεί σταθερό πρόσημο 

- Σε ασκήσεις που θέλουμε να δείξουμε ότι μία συνεχής συνάρτηση 
 

f διατηρεί σταθερό πρόσημο. Τότε: 
 

 Υποθέτουμε ότι η f δεν διατηρεί σταθερό πρόσημο στο Δ, δηλαδή υπάρχουν 

με  f x1  f x2   0 . 

 
x1 , x2  x1   x2 

 Εφαρμόζουμε το θ. Bolzano, οπότε υπάρχει   x1 , x2  τέτοιο ώστε  f   0 . 

Αντικαθιστούμε το ξ στη σχέση που δίνεται και καταλήγουμε σε άτοπο. 

- Αν σε άσκηση γνωρίζουμε ότι η f είναι συνεχής σε ένα διάστημα Δ και f x  0 για κάθε x  

, τότε η f διατηρεί σταθερό πρόσημο. 

25 
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



 

 

Θ.Ε.Τ 

 
Σε ασκήσεις που θέλουμε να δείξουμε ότι μία συνάρτηση f παίρνει την τιμή    ή ότι υπάρχει 

, τέτοιο ώστε f    , τότε πρέπει να δείξουμε ότι το κ βρίσκεται μεταξύ των 

f ,f  και στη συνέχεια αξιοποιούμε το Θ.Ε.Τ. 
 

Παρατήρηση: 

Οι ασκήσεις αυτής της κατηγορίας μπορούν να λυθούν και με τη βοήθεια του θ. Bolzano. 
 

 

29 ΣΥΝΔΥΑΣΜΟΣ Θ.Μ.Ε.Τ - Θ.Ε.Τ 

Όταν δεν γνωρίζουμε τη μονοτονία της συνεχούς συνάρτησης f στο ,

υπάρχει x0 , τέτοιο ώστε: 

v1f x1   v2f x2   ...  vf x  



και ζητείται να δειχθεί ότι 

f x0  
v1  v2  ...  v



  x1  x2  ...  x   και v1 , v2 ,..., v  0 , τότε: 

- Επειδή η f είναι ορισμένη και συνεχής στο κλειστό διάστημα , , θα έχει σύνολο τιμών m, , 
όπου m η ελάχιστη και Μ η μέγιστη τιμή της f.Για κάθε x, είναι m  f x  M . 

Με τη βοήθεια αυτής της ανισότητας κατασκευάζουμε: 

v1f x1   ...  vf x 
m M 

v1   v2  ...  v

- Σε ασκήσεις που γνωρίζουμε ότι η f είναι γνησίως μονότονη στο , και ζητείται ότι υπάρχει 

x0 , τέτοιο ώστε: 

v1f x1   v2f x2   ...  vf x 
f x0  

v1  v2  ...  v

με v1 , v2 ,..., v  0 

 

 

και   x1  x2  ...  x    τότε με τη βοήθεια της μονοτονίας παρεμβάλλουμε την παράσταση 

v1f x1   v2f x2   ...  vf x 


v1   v2  ...  v

μεταξύ των f , f 

και εφαρμόζουμε το Θ.Ε.Τ. 

28 
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 

 
 

Μία συνάρτηση είναι συνεχής: 

α) Αν ισχύει ο ορισμός, δηλαδή 
ox x

lim f (x)


=f(xo). 

β) Αν είναι πολυωνυμική, ρητή, τριγωνομετρική, εκθετική, λογαριθμική και όσες    

    προκύπτουν από αυτές με πράξεις είναι συνεχείς σε όλο το πεδίο ορισμού των.  

    (Δεν χρειάζεται απόδειξη) 

π.χ. Η συνάρτηση f(x)=2x
2
–4x+5 είναι συνεχής ως πολυωνυμική 

       Η συνάρτηση f(x)=
x 2

x 3




  είναι συνεχής ως ρητή. 

       Η συνάρτηση f(x)=ημx–4lnx+5e
x
 είναι συνεχής ως άθροισμα ρητών συναρτήσεων. 

 

___________________________________________________________________ 

π.χ. Να μελετήσετε την συνέχεια της συνάρτησης f(x)=

2

2

2x 12x 10
, x 5

x 5x

8
, x 5

5

  
 


 


. 

   α) Η συνάρτηση f(x)= 
2

2

2x 12x 10

x 5x

 


 είναι συνεχής ως πηλίκο συνεχών. 

   β) Θα εξετάσουμε την συνέχεια στο x=5. 

        Για να είναι συνεχής πρέπει 
x 5
limf (x)


=f(5). 

           Έχουμε: 
2

2x 5 x 5

2x 12x 10 2(x 1)( x 5
lim lim

x 5x 

   




)

x( x 5 x 5

2(x 1) 2 4
lim

x 5) 

 
  

8

5
 

       Δίνεται: f(5)=
8

5
.  Άρα συνεχής στο xο=5. 

_________________________________________________________________________ 

π.χ.  Η συνάρτηση f(x)=
2

2

2x 12x 10

x 5x

 


 είναι συνεχής ως πηλίκο συνεχών. Άρα η f είναι συνεχής   

        σε όλο το πεδίο ορισμού της. Ομοίως η συνάρτηση g(x)=2lnx+e
x
, ως άθροισμα συνεχών. 

 

__________________________________________________________________________ 

π.χ.  Να βρείτε το λ, ώστε η συνάρτηση f(x)=

2

3 2

x 4
, x 2

x 2

8 , x 2

 



   

 να είναι συνεχής.    

         Πρέπει 
x 2
limf (x)


=f(2). 
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         Έχουμε 
2

x 2 x 2

x 4 ( x 2
lim lim

x 2 

 




)(x 2)

x 2



 x 2
lim(x 2)


  =4. 

          Άρα πρέπει  λ
3
+λ

2
–8=4 (1) 

                         λ
3
+λ

2
–12=0 Σχήμα Horner    

      H (1) γράφεται: (λ–2)(λ
2
+3λ+6)=0 άρα λ=2. (Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα αρνητική, άρα   

      δεν μηδενίζεται).    

    __________________________________________________________________________ 

π.χ.  Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f(x)=

3 2x x 21x 45
, x 3

x 3

16 2 , x 3

   



    

,  α, βR. Αν το σημείο   

        M(4,3α) ανήκει στη γραφική παράσταση της f, να βρείτε τα α, β. 

 

        Ζητάμε δύο αριθμούς. Άρα χρειαζόμαστε δύο εξισώσεις.  

        α) Επειδή η συνάρτηση είναι συνεχής, πρέπει 
x 3
limf (x)


=f(3).  

           Έχουμε: 
3 2

x 3 x 3 x 3

x x 21x 45 ( x 3
limf (x) lim lim

x 3  

   
 



2)(x 2x 15)

x 3

 


=0.  

           (Ο αριθμητής έγινε γινόμενο με το σχήμα Ηorner). 

           Άρα 16α–2β=0 (1)  

       β) Επειδή το σημείο Μ(4,3α) ανήκει στην γραφική παράσταση της f πρέπει f(4)=3α. Άρα 

           
3 24 4 21 4 45

4 3

   


=3β οπότε β=3 (2). 

            Από (1) και (2) βρίσκουμε α=24.            
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ΠΩΣ  ΥΠΟΛΟΓΙΖΟΥΜΕ  ΟΡΙΑ 

 

Α) Όταν χ χ0  Αντικαθιστούμε όπου χ το χ0 . 

 Αν το αποτέλεσμα που θα βρούμε ορίζεται , τότε η άσκηση τελείωσε. 

 Αν μας βγει 
0
0

 (απροσδιόριστο), τότε : 

       α) Παραγοντοποιούμε   Απλοποιούμε  Αντικαθιστούμε 

        β) Πολλαπλασιάζουμε με το συζυγή της ρίζας  Διαφορά τετραγώνων     
            Απλοποίηση Αντικατάσταση 
       γ) Εφαρμόζουμε τον κανόνα de l’ Hospital (Υπάρχει στην παράγωγο) . 

 Αν μας βγει  0 ( )   (απροσδιόριστο), τότε το φέρνουμε στη μορφή  
0
0

  ή  



 και 

εφαρμόζουμε κανόνα de l’ Hospital . 

 Αν μας βγει  , 


 , τότε το αποτέλεσμα είναι 0. 

 Αν μας βγει ,
0
   , τότε το αποτέλεσμα είναι  .(Βρίσκουμε το όριο του αριθμητή , το 

όριο του παρονομαστή και το πρόσημο του παρονομαστή). 

 

 

Β) Τριγωνομετρικά όρια Προσπαθούμε να δημιουργήσουμε τα όρια : lim
0

u
uu




  ή    

            
1

lim
0

u
uu

 


 . ( Το 1

Ο
 κάνει 1 και το 2

Ο
 κάνει 0 ). 

       Αν μας βγει ημ() ή συν() , παίρνουμε το κριτήριο παρεμβολής χρησιμοποιώντας και τα 

1   , 1   και   . 

 

 

Γ) Κριτήριο παρεμβολής :Το χρησιμοποιούμε όταν : 

 Μας δοθεί κάποια ανίσωση 

 Έχουμε τριγωνομετρικό όριο και μας βγει : ημ() ή συν(). 

 

Δ)  Όταν χ     

 Αν έχουμε πολυώνυμο (ΜΟΝΟ)παίρνουμε το μεγιστοβάθμιο όρο . 
 Αν έχουμε ρητή συνάρτηση (κλάσμα με αριθμητή και παρονομαστή , ΜΟΝΟ πολυώνυμα) τότε 

παίρνουμε τους δυο μεγιστοβάθμιους όρους. 

 Αν έχουμε ρίζες , δοκιμάζουμε με το  (μάτι) , και :  

1. Αν ορίζεται το αποτέλεσμα {  , 0     ,  ( ) ( )     , ( ) ( )   , 

( ) ( )    , ( ) ( )    } τότε βγάζουμε κοινό παράγοντα τη μέγιστη δύναμη του 

χ που έχουμε. 

2. Αν δεν ορίζεται  { ( ) ( )     ,  ( ) ( )     ,  ( ) ( )    } τότε 

πολλαπλασιάζουμε και διαιρούμε με το συζυγή της ρίζας. 

3. Αν δοθεί μια μεικτή παράσταση (πολυώνυμο + εκθετική + λογαριθμική + τριγωνομετρική) , 
τότε βγάζουμε κοινό παράγοντα το μεγιστοβάθμιο όρο του πολυωνύμου. 

 

Ε) Κάποια χρήσιμα όρια που βγαίνουν από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων :    

http://blogs.sch.gr/iraidos/


   ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ                                         Γ΄  ΤΑΞΗΣ  ΓΕΛ 
 

Επιμέλεια αρχείου: Ηλίας Ράιδος  Καθηγητής Μαθηματικών.                                             E-mails:raidosi@yahoo.gr  
                                                          http://blogs.sch.gr/iraidos/                                                          iraidos@gmail.com 

Σελίδα 17 από 27 

 

1) 0 , 1 ,lim lim lim
0

x x x
e e e

x xx
  

 
       2)

ln , lnlim lim
0

x x
xx

 
 

 

 

 

ΣΤ) Πλευρικά όρια παίρνουμε αν δοθεί συνάρτηση με 2 ή 3 ή .. κλάδους και θέλω το όριο στο σημείο 

που αλλάζει τύπο η συνάρτηση.  
 

 

 

ΡΙΖΕΣ  ΜΙΑΣ  ΕΞΙΣΩΣΗΣ 

Α) Μία τουλάχιστον ρίζα             

   1) Με δοκιμή (το  μάτι)  βρίσκω μία ρίζα. 

   2) Με Bolzano σε διάστημα [α,β] που θα μας δίνεται . 
   3) Με Bolzano σε διάστημα [α,β] που θα βρούμε εμείς,αφού κάνουμε κάποιες δοκιμές. (Βρίσκουμε τα 

f(-2) , f(-1) , f(0) , f(1) , f(2) , f(3) ,,, μέχρι να βρούμε κάποια f(α).f(β)<0)  ). 

   4) Με το θεώρημα ενδιάμεσων τιμών. 

   5) Με το σύνολο τιμών (Αν στο σύνολο τιμών μιας συνάρτησης f περιλαμβάνεται το 0 , τότε η εξίσωση 
f(x)=0 έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο πεδίο ορισμού της f ). 

   6) Με το θεώρημα του Roll για την αρχική συνάρτηση της f .(Υπάρχει στην παράγωγο) 

   7) Κάθε πολυώνυμο περιττού βαθμού έχει μία τουλάχιστον πραγματική ρίζα.(Οι άλλες μπορεί να είναι 
συζυγής μιγαδικές ή πραγματικές). 

 

Β) Δύο τουλάχιστον ρίζες    

    1) Με δοκιμή (το  μάτι). 
    2) Με  Bolzano σε δύο διαστήματα [α,β] και [γ,δ].   

 

Γ) Το πολύ μία ρίζα 

   1) Αν είναι γνησίως μονότονη στο πεδίο ορισμού της , τότε έχει το πολύ μία ρίζα.  
   2) Υποθέτουμε ότι έχει 2 και με το θεώρημα Roll φτάνουμε σε άτοπο.(Αν α,β οι ρίζες με α<β τότε 

f(α)=0 και f(β)=0 και Roll στο [α,β] ). 

 

Δ) Το πολύ  δύο ρίζες 

   1) Με τη μονοτονία : Αν σε κάποιο διάστημα  , είναι γνησίως μονότονη , τότε έχει το πολύ μία 

ρίζα σε αυτό. Αν στο διάστημα  ,   είναι γνησίως μονότονη , τότε έχει το πολύ μία ρίζα σε αυτό. 

Άρα συνολικά έχει το πολύ 2 ρίζες. 

   2) Με το Roll και άτοπο .Υποθέτουμε ότι έχει 3 ρίζες α,β,γ με α<β<γ , τότε f(α)=0 , f(β)=0 , f(γ)=0 και 
Roll στα [α,β] και  [β,γ]. 

 

Ε) Μία ακριβώς ρίζα 

 Αφού πρώτα αποδείξουμε ότι έχει μία τουλάχιστον , όπως στο Α , στη συνέχεια δείχνουμε ότι έχει το 
πολύ μία όπως στο Γ. Άρα τελικά θα έχει μία ακριβώς. 

 

ΣΤ) Δύο ακριβώς ρίζες 

  Αφού πρώτα αποδείξουμε ότι έχει δύο τουλάχιστον , όπως στο Β , στη συνέχεια δείχνουμε ότι έχει το 
πολύ δύο όπως στο Δ. Άρα θα έχει δύο ακριβώς. 

  

http://blogs.sch.gr/iraidos/


   ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ                                         Γ΄  ΤΑΞΗΣ  ΓΕΛ 
 

Επιμέλεια αρχείου: Ηλίας Ράιδος  Καθηγητής Μαθηματικών.                                             E-mails:raidosi@yahoo.gr  
                                                          http://blogs.sch.gr/iraidos/                                                          iraidos@gmail.com 

Σελίδα 18 από 27 

 

 
ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

 
54. Να βρεθεί ο τύπος της συνεχούς συνάρτησης f, σε κάθε μία από τις 
παρακάτω περιπτώσεις: 

 α. Αν x∙f(x) = ημ3x , για κάθε x. 

 β. Αν x∙f(x) + 5x2 + 2 = ημx + (x − 1)(x − 2) , για κάθε x. 
 

55. Αν 1
2x

x2)x(f
  lim

2x







 και η f είναι συνεχής, τότε να βρείτε το: 

2x

x6)x(f3x2)x(fx
  lim

2

2x 




 . 

 
56. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο , όταν είναι 
συνεχής στο x0 = 0 και ισχύει f(x + y) = f(x) + f(y) . 
 

57. Έστω η συνάρτηση f:    για την οποία υπάρχει θ(0, 1) , ώστε 

|f(x) − f(y)| ≤ θ∙|x − y| , για κάθε x, y . Να αποδείξετε ότι η f είναι 
συνεχής στο  και ότι η εξίσωση f(x) = x έχει το πολύ μια ρίζα στο . 
 

58. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f:    είναι συνεχής στο x0 = 0 , αν 

για κάθε x ισχύει ότι: 

))x(f2x(xxημ)x(f)x(fx2xημ 222   

 

59. Οι συναρτήσεις f, g :    έχουν την ιδιότητα: 

f 2 (x) + g 2 (x) + 2f(x) + 5 ≤ 4g(x) + συν2 x , για κάθε x 

 Να αποδείξετε ότι οι f, g είναι συνεχείς στο xo = π/2 . 
 

60. Μια συνάρτηση f:    έχει την ιδιότητα f 5 (x) + f(x) , για κάθε x. 
Να αποδείξετε ότι είναι συνεχής στο xo = 0 . 
 

61. Έστω 














α  x,xx

α  x,
x

1
ημx

2001

2000

)x(f

3

2
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 ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΣΥΝΕΧΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
 
62. Να απόδειξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν μία τουλάχιστον 
ρίζα, στο αντίστοιχο διάστημα: 

 α. 2x = π(2συνx − 1) , στο (0, π/2) . 

 β. συνx = 3 − 2x , στο (π/4 , π/2) . 

 γ. xεφ
x2x

1x
2





, στο (1/2 , π/2) 

 
63. Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση Cf της συνάρτησης f με f(x) 
= (x 2 + 1)(x − α) + (2 − ημx)(x − β) τέμνει τον άξονα x΄x , σ' ένα 
τουλάχιστον σημείο. 
 

64. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση: 0
1x

μ

1x

λ

x

κ 222







  , με κ, λ, μ  0 έχει 

ακριβώς δύο ρίζες ρ1 και ρ2 , στο διάστημα (−1, 1) , για τις οποίες ισχύει ότι: 

2

22

21 κ

λμ

ρ

1

ρ

1 
  . 

 

65. Έστω η εξίσωση x 3 + αx 2 + β = 0 , με α, β , β > 0 , α + β + 1 < 0 . 
Να αποδειχτεί ότι έχει δύο τουλάχιστον ρίζες στο (−1, 1) . 
 

66. Έστω f: [α, β]   , συνεχής συνάρτηση, τέτοια ώστε f(α) ≥ α 2 και 

f(β) ≤ β2 . Να αποδείξετε ότι υπάρχει x0[α, β] , ώστε f(x0) = xo 
2 . 

 

67. Αν f, g είναι συναρτήσεις συνεχείς στο [0, 2] και 
2

1
)x(f0   και 

2

1
)x(g0   να δείξετε ότι υπάρχει x0[0, 1], τέτοιο ώστε 

000 x)x(g)x(f   . 

 

68. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x[0, 2] και 0 < f(x) ≤ 2 , για κάθε 

x[0, 2] . Να αποδείξετε ότι υπάρχει x0[0, 2) , τέτοιο ώστε 

0x)x(f2)x(f 000
2   . 

 

69. Έστω f: [0, π]   συνεχής συνάρτηση, ώστε f(0) = f(π). Να 

αποδείξετε ότι υπάρχει x0[0, π] , ώστε f(x0) = f(x0 + π/2) . 
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70. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο  και ισχύει f(x) + f(x + 2) = 0 , για 

κάθε x. Να αποδείξετε ότι: 

 α. Η f είναι περιοδική. 

 β. Υπάρχουν άπειροι x0 , ώστε f(x0) = f(x0 + 2) . 
 

71. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [−1, 2] με f(−1)  f(2) , να 

αποδείξετε ότι υπάρχει x0(−1, 2) , ώστε 3f(−1) + 4f(2) = 7f(x0) . 
 

72. Έστω f: [α, β]  , συνεχής και γνήσια φθίνουσα συνάρτηση με f(α) 

− f(β)  0 , κ, λ, μ * και γ(α, β). Να αποδείξετε ότι υπάρχει x0(α, β) , 
ώστε: 

(κ + λ + μ)∙f(x0) = κ∙f(α) + λ∙f(γ) + μ∙f(β) 
 
73. Δίνονται οι συναρτήσεις f, g με τύπους f(x) = 2000∙α∙x∙ex και        g(x) 

= 2001∙β∙(ημx + συνx) . Αν το (α, β) είναι σημείο της ευθείας x
2001

2000
y   , 

με (α, β)  (0, 0) , να αποδείξετε ότι οι Cf και Cg έχουν ένα τουλάχιστον 

κοινό σημείο με τετμημένη x0(0, 1) . 
 
74. Αν α, β > 0 , να αποδείξετε ότι η εξίσωση α∙ημx + β = x έχει μία 
τουλάχιστον ρίζα, της οποίας η απόλυτη τιμή δεν υπερβαίνει τον αριθμό α 
+ β . 
 
75. Αν η f είναι συνεχής στο  και ισχύει ότι f(x) + f(2 − x) = 0 , για κάθε 
x, να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο . 
 
76. Έστω συνάρτηση f συνεχής στο [α, β], ώστε να ισχύει: 

α2∙f(α) + β2∙f(β) = −f(α) − f(β) 

 Να αποδειχτεί ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο 
διάστημα [α, β]. 
 
77. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο  και f(1) + f(2) + f(3) = 0 , να 

αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα x0, ώστε f(x0) = 0. 
 

78. Αν α1 , α2 , ... , α1994 [0, 1] , να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα 

τουλάχιστον x0[0, 1] ώστε: 

|x0 − α1| + |x0 − α2| + ... + |x0 − α1994| = 997 
 
79. Να βρείτε το πρόσημο της συνάρτησης f αν: 

http://blogs.sch.gr/iraidos/


   ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ                                         Γ΄  ΤΑΞΗΣ  ΓΕΛ 
 

Επιμέλεια αρχείου: Ηλίας Ράιδος  Καθηγητής Μαθηματικών.                                             E-mails:raidosi@yahoo.gr  
                                                          http://blogs.sch.gr/iraidos/                                                          iraidos@gmail.com 

Σελίδα 21 από 27 

 

 α. f(x) = (x − x2)(1 − e −x) 

 β. f(x) = (4x2 − 5πx + π2)∙ημx , 0 ≤ x ≤ 2π 

 γ. f(x) = xx6   
 

80. Να βρεθούν όλες οι συνεχείς συναρτήσεις f:    αν ισχύει ότι:      f 2 

(x) − 2f(x)∙ημx = 1 , για κάθε x. 
 
81. Έστω η συνεχής συνάρτηση f, ώστε 4x 2 + 9∙f 2 (x) = 36 , για κάθε 

x(−3, 3) . Να βρείτε τον τύπο της αν f(0) = −2 . 
 
82. Να βρείτε τα σύνολα τιμών των συναρτήσεων: 

 α. 
x

x1
)x(f

2
  , 0 < x < 1 

 β. f(x) = x 3 − συνx , x[0, π/2] 
 

83. Δίνεται η συνάρτηση x2x4)x(f   . 

 α. Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως μονότονη. 

 β. Να βρείτε το σύνολο τιμών της f. 

 γ. Να λύσετε την ανίσωση f(x) < 0 . 
 
 ΓΕΝΙΚΕΣ ΣΤΗ ΣΥΝΕΧΕΙΑ 
 
84. Έστω η συνάρτηση f συνεχής στο , ώστε: 

  8∙ημ(x − 4) ≤ (x − 4)∙f(x) ≤ x 2 − 16 

  1
x2

)x(f
  lim

2x



 , για κάθε x 

 για κάθε x. Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f τέμνει 
την παραβολή y = − x2 + 7x − 6 , σε σημείο με τετμημένη στο διάστημα (2, 
4). 
 

85. Έστω η συνάρτηση 
5

αβ
x)x(g


  ορισμένη στο [α, β]. Αν ισχύει 

)α(f
5

βα4
gf 















 
 , όπου f είναι μια συνεχής συνάρτηση ορισμένη στο , 

να δείξετε ότι υπάρχει x0[α, β] , ωστε f(x0) = f(g(x0)) . 
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86. Αν α, β, γ , να αποδειχθεί ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον x0[0, 
2

π
] 

ώστε: 

2

3
)γx(ημ)βx(ημ)αx(ημ 0

2
0

2
0

2   

 

87. Έστω συνεχής συνάρτηση f στο [1, 4] , με f(x)  0, για κάθε x[1, 4], 
f(1) > 0 και f(1)∙f(2) = f(3)∙f(4) . Να αποδείξετε ότι: 

 α. f(x) > 0 , για κάθε x[1, 4] . 

 β. Η συνάρτηση g(x) = f 2 (x) − f(1)∙f(2) έχει μία τουλάχιστον ρίζα 
στο [1, 2] . 

 γ. Η συνάρτηση f δεν είναι αντιστρέψιμη. 
 

88. Έστω συνεχής συνάρτηση f:    και f(1) = 2, να αποδείξετε ότι f(x) 

= 2 , για κάθε x. 
 

89. Δίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις f, g: [0, +)   με g(0) = 1 και 

   )x(g)x(f3x)x(g)x(fx   . 

 α. Να βρείτε το f(0) . 

 β. Αν για κάθε x[0, 4] είναι f(x)  0 , να δείξετε ότι: 

  i. Η εξίσωση (x − 2)∙f(x) + x∙f(x) = x∙(x − 2) έχει μια 
τουλάχιστον ρίζα στο (0, 2) . 

  ii. g(x) > 0 , για κάθε x[0, 4] . 
 
90. Έστω f συνεχής στο [α, β]. Να αποδείξετε ότι: 

 α. Η συνάρτηση f(α + β − x) είναι συνεχής στο [α, β]. 

 β. Υπάρχει ένα τουλάχιστον x0[α, β] , ώστε να ισχύει: 

f(α + β − x0) = f(x0) 
 
91. Δίνονται οι συναρτήσεις f(x) = x 2 + βx + γ και g(x) = − x 2 + βx + γ με 

γ  0 . Αν ρ1 είναι ρίζα της f και ρ2 είναι ρίζα της g , με ρ1 < ρ2 , να 
αποδειχθεί ότι η εξίσωση: f(x) + 2g(x) = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (ρ1 
, ρ2) . 
 
92. α. Η συνάρτηση f είναι συνεχής και 1−1 σε διάστημα Δ. Αν α, β, γ 

Δ με α < β < γ , να αποδείξετε ότι ισχύει: είτε f(α) < f(β) < f(γ) , είτε f(γ) < 
f(β) < f(α) . 
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 β. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής και 1−1 στο διάστημα Δ, να 
αποδείξετε ότι είναι γνησίως μονότονη στο Δ. 
 

93. Έστω f:    συνάρτηση, ώστε: f 2 (x) + ημ 2 x = x 2 , για κάθε x. 

 α. Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής στο 0 . 

 β. Αν η f είναι συνεχής και ισχύει f(α)∙f(β) < 0 , να αποδείξετε ότι 
α∙β < 0 . 
 
94. Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει συνάρτηση συνεχής στο , η οποία να 
παίρνει κάθε τιμή της ακριβώς δύο φορές. 
 
95. Έστω η συνάρτηση f, συνεχής στο [α, β] , με f(α) = f(β) . Αν m, M τα 

ακρότατά της, να αποδείξετε ότι για κάθε c(m, M) η ευθεία y = c τέμνει τη 
Cf σε δύο τουλάχιστον σημεία. 
 
96. Η ανάβαση στην ψηλότερη κορυφή του Ολύμπου διαρκεί για έναν 
ορειβάτη 6 ώρες. Η κατάβαση διαρκεί, επίσης, 6 ώρες. Ένας ορειβάτης 
ξεκινάει την ανάβαση στις 6 το πρωί και, χωρίς να σταματήσει, βρίσκεται 
σε 6 ώρες στην κορυφή, όπου και διανυκτερεύει. Την άλλη μέρα ξεκινάει 
στις 6 το πρωί την κατάβαση και σε 6 ώρες, ακολουθώντας την ίδια 
διαδρομή, επιστρέφει στη βάση. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα 
τουλάχιστον σημείο της διαδρομής, στο οποίο βρίσκεται την ίδια ώρα και 
τις δύο ημέρες. 
 
97. Για μια συνεχή συνάρτηση f, ισχύει ότι: 

63
x

6

x
ημ)x(fx4x8x2  , για κάθε x ≥ −4 

 Να υπολογίσετε το f(0) και να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα 

τουλάχιστον κ(0, 1] , ώστε f(κ) = ημ
6

κ
 + κ6 . 

 
98. Έστω συνάρτηση f, συνεχής στο  και ισχύει η σχέση: 

f 3 (x) + 4f 2 (x) + 6f(x) = x 3 − 2x 2 + 6x − 1 , για κάθε x 

 Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει τουλαχιστον μία ρίζα στο 
διάστημα (0, 1) . 
 
99. Έστω f(x) = x 3 + συν(πx) − 1 και g(x) = ln(x − 1) . Να αποδείξετε ότι 

υπάρχει α(1, 2) , ώστε f(α) = g(κ) , για κάθε κ 










1e,

e

1e 8 . 
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100. Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων     
f(x) = x και g(x) = συν2x τέμνονται σε ένα μόνο σημείο, του διαστήματος 
(0, π/4) . 
 

101. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [1, 2] με f(2)  6 , και ακόμη f(1) 

+ f(2) = 8 , να δείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα x0(1, 2) , ώστε:   f(x0) = 
x0 + x0 

2 . 
 

102. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο (0, +) με 

γ)x(flim
0x




 και δ)x(flim
x




, να αποδείξετε ότι υπάρχει μόνο ένας 

αριθμός x0 > 0 , ώστε 1)xln(e)x(f 0
1x

0
0 


 . 

 

103. Έστω α, β , με α < β . Να αποδείξετε ότι για κάθε γ(α, β) 

υπάρχει μοναδικό x0(0, 1) , ώστε:   γ = x0∙β + (1 − x0)∙α . 
 

104. Οι συναρτήσεις f, g: [0, 1]  [0, 1] είναι συνεχείς κι επιπλέον ισχύει 

f◦g = g◦f , για κάθε x[0, 1]. Έστω ακόμα ότι η f είναι γνησίως φθίνουσα 

στο [0, 1]. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον x0[0, 1] , ώστε f(x0) 
= x0 και g(x0) = x0 . 
 
105. Δίνονται οι συναρτήσεις: 

  g(x) = x 2 + x∙ημx 

  

















0)x(g  ,α

0g(x)  ,
)x(g

xσυνxx

)x(f

23

 

 α. Να λύσετε την εξίσωση g(x) = 0 . 

 β. Να βρείτε την πραγματική τιμή του αριθμού α, για την οποία 
η f είναι συνεχής. 
 
 ΣΥΝΔΥΑΣΤΙΚΕΣ ΜΕ ΜΙΓΑΔΙΚΟΥΣ 
 

106. Έστω η 
2x3x

ziz2x5xizz
)x(f

2

2




  με z = α + βi , α, β  και     z 

 0 . Αν 3)x(flim
1x




 , να αποδείξετε ότι: 

 α. izz2ziz   β. α∙β > 0 
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107. Δίνονται οι μιγαδικοί z, w, για τους οποίους ισχύει: 

2

1

1x

2xi63wxi43z
lim

2

2

1x







 

 α. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του z . 

 β. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του w . 

 γ. Να βρεθεί η ελάχιστη τιμή του |z − w| . 

108. Δίνεται η συνάρτηση 











x1

x
ln)x(f  . 

 α. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της. 

 β. Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να ορίσετε την f −1 . 

 γ. Να αποδείξετε ότι:   1)x(flim 1

x



. 

 δ. Αν z, w είναι μιγαδικοί τέτοιοι, ώστε να ισχύει ότι: 

6

7
|)wz|(lnf)1(lnf 1   

   να αποδείξετε ότι: 

   i. 2|wz|   

   ii. |Re(z) + Re(w)| ≤ 2 

109. Δίνονται οι μιγαδικοί z, w  και η συνάρτηση f:    με τύπο f(x) 
= |z|∙x 3 + |w|∙x 2 − |z + w| . Να δείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει μία 
τουλάχιστον ρίζα στο [−1, 1] . 
 
110. Δίνεται η συνάρτηση f, συνεχής στο διάστημα [0, 2] και οι μιγαδικοί 
z1 = f(0) + i και z2 = 1 + f(2)∙i . Αν ισχύει ότι: 

|z1 − z2| = |z1 + z2| 

 να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο 
διάστημα [0, 2] . 

111. Έστω f: [α, β]   συνεχής συνάρτηση και οι μιγαδικοί z = α + βi , 
z1 = α + i∙f(α) , z2 = β + i∙f(β) . Αν ισχύει: 

)zzRe(i4zzi4)zz(3 21
22   

 να αποδείξετε ότι η Cf έχει ένα τουλάχιστον κοινό σημείο με τον 
άξονα x΄x. 
112. Δίνεται η συνάρτηση f, συνεχής στο διάστημα [α, β] και 
παραγωγίσιμη στο (α, β) με f(α) > α > 0 . Δίνεται και ο μιγαδικός 
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)α(fiα

)β(fiβ
z




  . Αν ο z είναι φανταστικός να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 

x έχει μία τουλάχιστον λύση στο (α, β) . 
 
113. Έστω συνάρτηση f(x) = |2z + 1|x3 −|z|x − 1 , όπου z μιγαδικός με   z 

 0 και x. Να αποδείξετε ότι αν Re(z) > 1/12 , τότε η εξίσωση f(x) = 0 
έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (0, 1) . 
 

114. Αν για το μιγαδικό αριθμό z = x + i∙f(x) ισχύει |z| = 1 , για κάθε xDf 
, να αποδείξετε ότι: 

 α. Το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών της f είναι υποσύνολο 
του διαστήματος [−1, 1] . 

 β. Αν η f είναι συνεχής, τότε διατηρεί σταθερό  πρόσημο στο 
διάστημα (−1, 1) . 

115. Δίνεται ο μιγαδικός 
|z|z4

|z|z4
w

2

2




  , z. 

 α. Να λύσετε στο  την εξίσωση:   4z 2 + |z| = 0 . 

 β. Αν ο w είναι φανταστικός, να βρείτε το γεωμετρικό τόπο C 
των εικόνων του z . 

 γ. Αν οι εικόνες των μη μηδενικών μιγαδικών z1 , z2 , w1 , w2 είναι 
εσωτερικά σημεία του γεωμετρικού τόπου C , να αποδείξετε ότι υπάρχει 

x0(0, 1) , ώστε να ισχύει: 

|x0∙z1 − z2| + |x0∙w1 − w2| = x0 
 

116. Έστω f:    συνάρτηση συνεχής στο  για την οποία ισχύει ότι: 

2xx2)x(f
4

zz1
)x(fzz)x(f 45

2
212

21
3 


  , για κάθε x 

 όπου z1 , z2 σταθεροί μιγαδικοί, οι εικόνες των οποίων είναι 
εσωτερικά σημεία του κύκλου x 2 + y 2 = 1 . Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
f(x) = 0 έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (0, 1) . 
 
117. Δίνεται η συνάρτηση f συνεχής στο διάστημα [0, 2] και οι μιγαδικοί 
αριθμοί z1 = f(0) + i και z2 = 1 + f(2)∙i . Αν ισχύει ότι: 

|z1 − z2| = |z1 + z2| 

 να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο 
διάστημα [0, 2] . 
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