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Ερωτήσεις του τύπου «Σωστό-Λάθος» 
 

1. * Αν βα


  , τότε α


=


. Σ Λ 

2. * Αν α


,β


 μη μηδενικά διανύσματα και θ η γωνία τους, 

τότε πθ0   

 

Σ Λ 

3. * Ισχύει α


+ 0


= 0


+ α


= α


 Σ Λ 

4. * Κάθε διάνυσμα μπορεί να γραφεί ως διαφορά του 

διανύσματος θέσης του πέρατός του, από το διάνυσμα 

θέσης της αρχής του 

 

 

Σ Λ 

5. * Το μέτρο ενός διανύσματος AB  είναι μη αρνητικός 

αριθμός. 

Σ Λ 

6. * Φορέας ενός διανύσματος είναι η ευθεία πάνω στην 

οποία βρίσκεται. 

 

Σ Λ 

7. * Παράλληλα ή συγγραμμικά είναι τα διανύσματα που 

έχουν την ίδια διεύθυνση. 

 

Σ Λ 

8. * Τα αντίθετα διανύσματα είναι αντίρροπα. Σ Λ 

9. * Τα αντίθετα διανύσματα έχουν ίσα μέτρα. Σ Λ 

10. * Τα ομόρροπα διανύσματα έχουν ίσα μέτρα. Σ Λ 

11. * Ορθογώνια είναι δυο μη μηδενικά  διανύσματα α


 και β


, αν η γωνία που σχηματίζουν είναι 90
ο
. 

 

Σ Λ 

12. * Δυο διανύσματα με ίσα μέτρα είναι ομόρροπα. Σ Λ 

13. * βαβα


 . Από την ισότητα αυτή 

συμπεραίνουμε ότι τα α


, β


 είναι ομόρροπα. 

 

 

Σ Λ 

14. * Το αλ


 είναι απόλυτη τιμή πραγματικού αριθμού. Σ Λ 

15. * Οι συνιστώσες του βμαλγ


  είναι τα α


και β


, 

όπου α


, β


 μη συγγραμμικά διανύσματα. 

 

Σ Λ 

16. * Αν δυο διανύσματα έχουν ίσες συντεταγμένες δεν 

είναι απαραιτήτως ίσα. 

 

Σ Λ 

17. * Αν α


=(3,-5) και β


=(-6,10) τότε α


//β


. Σ Λ 

18. * Το μοναδιαίο διάνυσμα που είναι ομόρροπο με το 

j3iα


  είναι το διάνυσμα  )j3i(
2

1
x


 . 

 

Σ Λ 

  

19. *       β


 

 Σύμφωνα με το σχήμα ισχύει βαβα


  

             α


 

 

 

Σ Λ 
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22. * Το )γβ(α


  είναι διάνυσμα. Σ Λ 

23. * pπροβαpα
α


  Σ Λ 

24. * Αν j2i3α


 , j6i4β


 , τότε α

β


. Σ Λ 

25. * Για το διάνυσμα α


και τον λ αρνητικό πραγματικό 

αριθμό ισχύει: αλαλ


 . 

 

Σ Λ 

26. * Έστω Rλ,uλαr 


  διανυσματική εξίσωση της 

ευθείας ε. Η ευθεία ε είναι παράλληλη στο α


. 

 

Σ Λ 

29. * Τα διανύσματα του σχήμα-

τος είναι ομόρροπα. 
β

α

 

 

Σ Λ 

30. * Έστω ΑΒΓΔ ρόμβος με αAB


 . Τότε 

α4ΔΑΓΔΒΓΑΒ


 . 

 

Σ Λ 

31. * Για το μη μηδενικό διάνυσμα α


, το μοναδιαίο διάνυσμα 

στην κατεύθυνση του α


 είναι το α
α

1
β





 . 

 

 

Σ Λ 

32. * Αν τα διανύσματα ΑΒκαι ΓΔ είναι ίσα τότε 

α) τα διανύσματα ΑΓ  και ΒΔ είναι ίσα. 

β) τα διανύσματα ΑΔκαι ΒΓ έχουν το ίδιο μέσο. 

 

Σ Λ 

Σ Λ 

33. * Τα διανύσματα βα


 , αβ


  είναι ίσα. Σ Λ 

34. * Τα διανύσματα 
α

α




, 
β

β




 έχουν ίσα μέτρα. 
 

Σ Λ 

35. * Το διάνυσμα 















α

α

β

β
βαν 








 έχει τη διεύθυνση 

της διχοτόμου της γωνίας των α


, β


. 

 

 

 

Σ Λ 

36. * Αν y6x


 , τότε η γωνία  των x


 και y


 είναι ίση με 

μηδέν. 

 

Σ Λ 

37. * Αν y5x


 , τότε η γωνία των x


 και y


είναι 180
ο
. Σ Λ 

38. * Αν τα διανύσματα 0α 


 και 0β 


 είναι συγγραμμικά 

και ισχύει 0βμαλ


 , τότε λ = μ = 0. 

 

Σ Λ 

  

39. * Ισχύει : αα 2 
 . Σ Λ 

40. * Αν τα διανύσματα β,α


είναι συγγραμμικά τότε  
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βαβα


 . Σ Λ 

41. * Αν για τα διανύσματα β,α


, δ,γ


 ισχύουν 

δ5β2γα2


  και γδ5βα5


 , τότε τα 

διανύσματα β,α


δεν είναι συγγραμμικά. 

 

 

 

Σ Λ 

42. * Το εσωτερικό γινόμενο δυο μοναδιαίων διανυσμάτων 

είναι ίσο με το συνημίτονο της γωνίας τους. 

 

Σ Λ 

43. * Αν 1βα 


 και 1βα 


, τότε τα β,α


είναι 

αντίθετα. 

 

Σ Λ 

44. * Αν το διάνυσμα βα


  είναι συγγραμμικό με το 

διάνυσμα γ


, τότε τα διανύσματα α


, β


 είναι συγγραμμικά 

με το γ


. 

 

Σ Λ 

45. * Αν τα α


, β


 
είναι συγγραμμικά με το γ


, τότε το 

διάνυσμα βα


 είναι συγγραμμικό με το γ


. 

 

Σ Λ 

46. * Έστω το παραλληλόγραμμο 

ΑΒΓΔ. Τότε: 

  i) ΓΔΑΒ  

 ii) ΑΓΑΔΑΒ   

iii) ΑΔΑΒΒΓΑΒ   

 

Α Β

Δ Γ

 

 

 

Σ Λ 

Σ Λ 

Σ Λ 

48. * Αν ΑΒ5ΑΓ   τότε ΒΑ5ΓΑ  . 
Σ Λ 

49. * Σε τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ ισχύει ΑΓΑΒ . Σ Λ 

50. * Αν για τα μη συνευθειακά σημεία Α,Β,Γ,Δ του επιπέδου 

ισχύει η ισότητα ΓΔΓΑΑΓΑΒ  , τότε το ΑΒΓΔ 

είναι παραλληλόγραμμο. 

 

 

Σ Λ 

51. * Αν 0jyix


 , τότε x = y = 0 Σ Λ 

52. * Αν 0ΑΒ


 , τότε τα σημεία Α,Β έχουν τις ίδιες 

συντεταγμένες. 

 

Σ Λ 

53. * Σε ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς α ισχύει: 

2

2

1
  

 

Σ Λ 

54. * Αν 
22 β9α


 , τότε β3α


  ή β3α


  Σ Λ 

55. * Η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία Α,Β είναι παράλ-

ληλη στο διάνυσμα  . 

 

Σ Λ 

56. * Αν μια ευθεία είναι παράλληλη στο διάνυσμα )7,5(u 


, 

έχει συντελεστή διεύθυνσης 
7

5
. 

 

Σ Λ 
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57. * Αν οι ευθείες ε1,ε2 διέρχονται από τα σημεία Α,Β 

αντίστοιχα και είναι παράλληλες στα διανύσματα v,u


 

αντίστοιχα, τότε vu


 . 

 

 

Σ Λ 

58. * Σε ορθοκανονικό σύστημα σύστημα Οxy με μοναδιαία 

διανύσματα j,i


, οι διχοτόμοι της πρώτης και της τέταρτης 

γωνίας είναι κάθετες. 

 

 

Σ Λ 

59. * Στο ορθογώνιο ΑΒΓΔ αν 

ABu 


 και ΑΔν 


, τότε 

ισχύει: vuvu


 . 

Δ Γ

Α Βu

ν

 

 

 

Σ Λ 

63. * Έστω σημεία Α (2, 3), Β (-1, 5), Γ (7, -2), Δ (1, 2),  

Ε (x, 8), Ζ (5, 8) και Η (8, y). Τότε: 

α)  Τα διανύσματα ABκαι ΓΔ είναι συγγραμμικά. 

β) Αν τα διανύσματα ΓΕ και ABείναι συγγραμμικά 

τότε η τετμημένη του Ε είναι……. 

γ)  Τα διανύσματα ABκαι ΔΖ είναι κάθετα. 

δ) Αν τα διανύσματα ΓΗ  και ABείναι κάθετα η 

τεταγμένη του Η είναι … 

 

 

Σ Λ 

 

Σ Λ 

 

Σ Λ 

 

Σ Λ 

64. * Για τα αντίρροπα διανύσματα α


 και β


 ισχύει: 

βαβα


 . 

 

 

Σ Λ 

65. * Αν 


232 , 0α 


, 0β 


, τότε το γ


 μπορεί να 

εκφραστεί ως γραμμικός συνδυασμός των α


 και β


. 

 

Σ Λ 

66. * Τα διανύσματα α


 = (-2, 1) και β


 
= (-10, 5) είναι 

παράλληλα. 

 

Σ Λ 

67. * Aν 0jyix


 , τότε 0yx   Σ Λ 

68. * Αν 0βα 


, τότε τα α


και β


 είναι αντίθετα. Σ Λ 

69. * Τα διανύσματα που έχουν την ίδια διεύθυνση με τη 

διχοτόμο της πρώτης γωνίας των αξόνων ενός ορθοκα-

νονικού συστήματος συντεταγμένων Oxy, είναι της 

μορφής Rλ),ji(λx 


. 

 

 

 

Σ Λ 

70. * Τα διανύσματα που έχουν την ίδια διεύθυνση με τη 

διχοτόμο της δεύτερης γωνίας των αξόνων ενός ορθοκα-

νονικού συστήματος συντεταγμένων Οxy είναι της 

μορφής Rλ),ji(λx 


. 

 

 

 

Σ Λ 
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Ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής 

 

1. * Αν ΓΔΑΒ , τότε από τις παρακάτω ισότητες σωστή είναι η 

Α. ΒΔΑΓ   Β. ΓΒΑΔ    Γ. ΔΒΑΓ   

Δ. ΒΔΑΔ     Ε. καμία από αυτές 

 

2. * Το Ε είναι σημείο του επιπέδου του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ. Από τις παρακάτω σχέσεις, σωστή 

είναι η 

Α.   

Β.   

Γ.   

Α Β

Δ Γ  

Δ. B  

Ε. 0


  

3. * Η σχέση βαβα


  ισχύει 

Α. μόνο για ομόρροπα διανύσματα. 

Β. μόνο για αντίρροπα διανύσματα 

Γ. μόνο για κάθετα διανύσματα 

Δ. μόνο για αντίθετα διανύσματα 

Ε. οποιαδήποτε διανύσματα   

4. * Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο. Από τις παρακάτω 

σχέσεις λανθασμένη είναι η 

Α. α3γβα


       Β. γβα


   

Γ. 


3
             

Δ. 0γβα


  

Α

Β Γ
α

γ β

 

Ε. γβα


  

5. * Σε ορθογώνιο ΑΒΓΔ το Μ είναι μέσο της ΔΓ 

και το Ν είναι σημείο της ΓΒ με 
3

1





.  

Το   ισούται με A B

Ν

ΓΔ

q

p

M

 

Α. q
2

1
p

4

1 
           Β. q

2

1
p

3

5 


  
Γ. q2p4


                 Δ. q

2

3
p

4

7 
   Ε. 

κανένα από τα προηγούμενα.  

 

6. * Τα μη μηδενικά διανύσματα AB  και   είναι ομόρροπα και κ πραγματικός αριθμός. Ποια από τις 

παρακάτω ισότητες δεν αληθεύει σε καμιά περίπτωση;                 

Α. AB      Β. AB       Γ. AB   

Δ. AB         Ε. AB   
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7.   * Το διάνυσμα  )0,32( 2


 είναι μηδενικό όταν 

Α. λ = 0      Β. λ = 1 ή  λ = 2  Γ. λ = - 1       

Δ. λ = - 2        Ε. κανένα από αυτά  

 

8. * Αν τα διανύσματα )2ν,λ1(α 


και )2,2(β 


είναι ίσα, τότε για τα λ,ν ισχύει η 

Α.  λ = - 1  και  ν = 3  Β.  λ = 1  και  ν = 4 Γ.  λ = 1 και ν = - 4   

Δ.  λ = - 2  και  ν = 0  Ε.  λ = 0  και  ν = 4  

 

9.  * Δίνεται το διάνυσμα j
3

2
i3r


 . Παράλληλο προς αυτό είναι το διάνυσμα     

Α. j32i3


        Β. j32i9


        Γ. j3i


     

Δ. j3i


        Ε. κανένα από τα παραπάνω. 

10.  * Δίνεται το διάνυσμα j4i3


  και με 10


, κ R . Για τον R ισχύει     

Α. κ > 
2

1
       Β.  κ < - 

2

1
       Γ.  – 2 < κ < 2      

Δ. 2         Ε. κανένα από τα προηγούμενα 

 

11. * Δίνονται τα διανύσματα α


 = (3, 2), β


 
= (- 2, - 3), γ


 
= (- 6, - 4), δ


 = (-

2

3
, 1), ε


 = (4, 6), ζ


 = (- 3, - 

2) και η


 
= (12, 8). Ποια από τα παρακάτω ζεύγη είναι συγγραμμικά; 

Α. α


 και ε


    Β. γ


και η


   Γ. δ


 και ζ


 Δ. ε


 και γ


  Ε. β


 
και η


  

 

12. * Το διάνυσμα α


 = (5, -3) έχει αρχή το σημείο (-2, 4). Πέρας του είναι το σημείο 

Α. (- 3, 1)  Β. (3, 1) Γ. (- 3, - 1)      Δ. (3, - 1)      Ε. (7, 1) 

 

13. * Δίνονται τα διανύσματα α


 = [λ (λ - 1) (λ - 2) (λ + 3) (λ + 4) + 5, 3] και  

β


 
= (10, 6), λ R . Πόσες τιμές του λ κάνουν τα α


 και β


 συγγραμμικά; 

Α. 1     Β. 2      Γ. 3      Δ. 4      Ε. 5 

 

14. * Το διάνυσμα jημθiσυνθα


  με θ R είναι παράλληλο στην πρώτη διχοτόμο των αξόνων, 

όταν ο θ ισούται με 

Α. θ = 2κπ   Β. θ = κπ     Γ. θ = κπ + 
4


       

Δ. θ = 2κπ - 
4


    Ε. θ = (2κ + 1) π, κ Z  
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15. * Το διάνυσμα θέσης του μέσου Μ ενός ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ είναι ji2


 . Τα 

διανύσματα θέσης 


και 


των άκρων του ΑΒ μπορεί να είναι 

Α. j8i4


           

Β. i4


      

Γ. j3i6


       j2i4


       j4i2


           j5i2


  

Δ. j2i2


                   

Ε. j2i6


      ji3


             j2i4


  

 

16. * Δίνεται το διάνυσμα R,j)1(i)1( 23 


. Από τις  παρακάτω περιπτώσεις αληθεύει η 

Α. υπάρχει λ έτσι ώστε 0α


  

Β. υπάρχει λ έτσι ώστε το α


 ομόρροπο του i


 

Γ. υπάρχει λ έτσι ώστε το α


 αντίρροπο του i


 

Δ. υπάρχει λ έτσι ώστε το α


 αντίρροπο του j


 

Ε. για λ = 1 το  2


. 

 

17. * Αν )
4

3
,

2

1
(u 


 , )

4

5
,x(v 


 και vu


  τότε ο x ισούται με  

Α. 
4

1
  ή  

4

1
        Β. 

2

1
         Γ. 0         

Δ. 
16

5
         Ε. 

2

2
ή 

2

2
   

 

18. * Αν )2,3( και )4,1(PQ  , τότε το OQ  ισούται με 

Α. (4, -6)   Β. (2, 2)    Γ. (2, 6)    Δ. (4, 3)    Ε. (4, 6)  

 

21. * Έστω τα διανύσματα α


 και β


 και οι προτάσεις : 

Ι. α


   β


 
ΙΙ. α


 = 0


 ΙΙΙ. β


= 0


 ΙV. α


 = 0


  ή  β



 
= 0


 

Όταν α


β


 
= 0


, όλες οι δυνατές περιπτώσεις για τα α


, β


 είναι 

Α.  Ι   ή  ΙV 

B.  I  ή  ΙΙ 

Γ.  Ι  ή  ΙΙΙ 

Δ.  ΙΙ  ή  ΙΙΙ 

Ε.  ΙΙΙ  και IV  

 

22.  * Δίνονται τα διανύσματα j4i3


  και i7


 . Η γωνία τους είναι 

Α. οξεία     Β. αμβλεία      Γ. ορθή      Δ. 0      Ε.180 
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23. * Η παράσταση  )j3i2(j


 είναι ίση με    

Α. - 1     Β. - 3      Γ. 0       Δ. 5       Ε. 2  

 

24. * Δίνεται το διάνυσμα α


 = (5, 3). Η τετμημένη ενός διανύσματος β


 κάθετου στο α


 είναι 8. Η 

τεταγμένη του β


 είναι 

Α. -
5

8
    Β. 

8

15
    Γ. - 

3

40
 Δ. 

3

40
    Ε. 

5

24
 

 

25. * Τα διανύσματα α


 = (-κ, 1) και β


 
= (κ, - 2), κ R είναι κάθετα όταν ο κ ισούται με 

Α. 1       Β. - 1      Γ. 0      Δ. 2      

Ε. δεν υπάρχει κ R  

 

26. * Τα διανύσματα jyixα


  και jxiyβ


  , x,y  0  έχουν 

Α. Το ίδιο μέτρο και είναι κάθετα. 

Β. Το ίδιο μέτρο και είναι ομόρροπα. 

Γ. Το ίδιο μέτρο και είναι αντίρροπα. 

Δ. Το ίδιο μέτρο και είναι αντίθετα. 

Ε. Κανένα από τα παραπάνω. 

 

27. * Τα διανύσματα α


 και β


 έχουν ίσα μέτρα βα


 . Το α


β

  γίνεται μέγιστο όταν τα α


 και β


 

έχουν κοινή αρχή και είναι πλευρές   

Α. ισόπλευρου τριγώνου 

Β. τετραγώνου 

Γ. κανονικού εξαγώνου 

Δ. ορθογωνίου τριγώνου 

Ε. ισοσκελούς τριγώνου με γωνία κορυφής 54 

 

30. * Το διάνυσμα u


 = (3, -2) είναι παράλληλο στην ευθεία με εξίσωση  

Α. y = 3x - 2  B. 2x + 3y + 1 = 0     Γ. x + y = 1     

Δ. 3x - 2y = 2    E. x - y - 2 = 0 
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Ερωτήσεις αντιστοίχισης 

 

1. * Να συνδέσετε με μια γραμμή κάθε σχήμα της στήλης Α με το σωστό άθροισμα της στήλης Β. 

στήλη Α στήλη Β 

 
 

Α

Β Γ

α

γ

β

Α

Β
Γ

α

γ

β

Α

Β
Γ

α

γ

β

Α

Β Γ

α

γ

β

 
 

 

 

β2γβα


  

 

γ2γβα


  

 

0γβα


  

 




2  

 

γ2βα


  

 



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2. * Στο κανονικό εξάγωνο του σχήματος είναι 




 και 


. Να αντιστοιχίσετε κάθε 

διάνυσμα της στήλης Α με το ίσο του της στήλης Β. 
Ο

Α
Β

Γ

Δ
Ε

Ζ
β

α

 

 

 

στήλη Α στήλη Β 

 

 

AB  

 

ΔΕ  

 

ΑΔ  

 

ΑΕ  

 

  

 

 

2

αβ




 

2

βα




 

2

3 


 
α2


 

2

βα3




 

2

βα




 

2

β2α




 




 

3. * Να αντιστοιχίσετε σε κάθε διάνυσμα της στήλης Α το μέτρο του που βρίσκεται στη στήλη Β. 

στήλη Α 

διάνυσμα 

στήλη Β 

μέτρο 

 

)4,3(u 


 

 

v


=(2, )3
 

 

)5,3(w 


 
 

)1,4(r 


 

 

)3,2(z 


 

 

 

7  

34  

5 

17  

13  

 

17 

 

23  

 

11  
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4. * Δίνονται τα διανύσματα j2i


  και ji3


 . Να αντιστοιχίσετε σε κάθε διάνυσμα της 

στήλης Α το ίσο του της στήλης Β. 

στήλη Α 

κύκλος 

στήλη Β 

κέντρο - ακτίνα 

 

βα


  

 

 

βα


  

 

 

β5α


  

 

 

β3α2


  

 

j3i16


  

j3i4


  

ji2


  

j7i16


  

 

j7i4


  

 

ji2


  

 

j9i11


  

5. * Να αντιστοιχίσετε σε κάθε διάνυσμα της στήλης Α το μοναδιαίο ομόρροπό του της στήλης Β. 

στήλη Α 

διάνυσμα 

στήλη Β 

ομόρροπο μοναδιαίο 

 

 

 

j4i3


  

 

 

j4i3


  

 

 

j4i3


  

 

 

j4i3


  

 

 

 

)j4i3(5


  

 

)j4i3(
5

1 
  

 

)j4i3(5


  

 

)j4i3(
5

1 
  

 

)j4i3(
5

1 


 

)j4i3(5


  

 

)j4i3(
5

1 

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6. * Να αντιστοιχίσετε σε κάθε διάνυσμα της στήλης Α το μέτρο του που βρίσκεται στη στήλη Β. 

στήλη Α 

διάνυσμα 

στήλη Β 

μέτρο 

 

 

jκ3i
3

2
α


  

 

j3iκ2β


  

 

j
3

2
i

2

κ
γ


  

 

jκ4iκδ


  

 

 

jκ5i8ε


  

 

 

 

9κ4 2   

16κ9
6

1 2   

2814
3

1
  

2κ94
4

1
  

 

17κ  

 

17κ  

8κ5 2   

 

 

 

7.  * Το τρίγωνο του διπλανού σχήματος είναι ισόπλευρο 

και ΑΔ διάμεσος. Η πλευρά του τριγώνου είναι 4. Να 

αντιστοιχίσετε κάθε στοιχείο της στήλης Α με το ίσο 

του στη στήλη Β. 

 

A

B Γ
Δ

4

 

 

στήλη Α στήλη Β 

 

ΒΓΔA   

 

ΑΓΑΒ  

 

B  

 

ΑΔΑΔ   

2ΑΓ  

 

8 

-12 

12 

0 

-8 

8 13  

16 

20 
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8. * Σε ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμέ-

νων παίρνουμε το σημείο Α και τα 

συμμετρικά του Α1, Α2 και Α3 ως προς 

τους άξονες y΄y, x΄x και την αρχή των 

αξόνων αντίστοιχα. Είναι OA  και 

AÔx . Να αντιστοιχίσετε κάθε στοιχείο 

της στήλης Α με το ίσο του στη στήλη Β.  

 
y

y΄

xx΄

Α

Α Α

Α3 2

1

Ο

φ

 

 

στήλη Α στήλη Β 

 

31
ΟΑΟΑ 

 

 

 

1
ΟΑΟΑ 

 

 

 

21


 

 

 

2ΟΑ  

 

0 

 

2α  

 

φ2ημα2

 

 

φ2συνα2  

 

φ2συνα2

 

 

συνφα2

 

 

α
2 
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9.  * Στο διπλανό σχήμα τα τρίγωνα είναι 

οξυγώνια με  ˆˆ  και  ˆˆ .  

Να αντιστοιχίσετε κάθε στοιχείο της 

στήλης Α με το ίσο του της στήλης Β. 

Α

Β

Γα

γ β

Δ

Ε

Ζδ

z ε

 

 

στήλη Α στήλη Β 

 

γβ

γβ








 

 

 

γα

γα








 

 

βα

βα







 

 

 

 

 

 

zγ

zγ








 
 

zε

zε








 
 

δα

δα








 

zδ

zδ








 

δε

δε








 

εβ

εβ







 

11. * Να αντιστοιχίσετε κάθε πρόταση της στήλης Α με τη σωστή πρόταση της στήλης Β.  

στήλη Α 

η ευθεία που 

στήλη Β 

έχει συντελεστή διεύθυνσης λ = … 

 

 

είναι παράλληλη στον άξονα x΄x 

 

είναι παράλληλη στον άξονα y΄y 

 

τέμνει τους άξονες x΄x και y΄y 

 

 

0 

 

1 

 

- 1 

 

δεν ορίζεται  

 

διάφορο του μηδενός 
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Ερωτήσεις συμπλήρωσης  

 

1. * Έστω ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο και Ο το κέντρο του (σημείο τομής των διαγωνίων). Να 

συμπληρώσετε τις ισότητες. 

i) AB.......AO   

ii) ΑΓΓB.......   

iii) ...........ΑΔΑΒ   

iv) ......ΓΒΑΔ   

v) .........ΓΟΑΟ   

vi) 0.......ΓΒΑΒΟΔΑΔ


  

Α

Δ Γ

B

Ο

 

 

2. * Να συμπληρωθεί ο πίνακας 

Σημεία Συμμετρικό 

του Μ ως προς Κ 

Μέτρο του 

διανύσματος ΄ΜΜ  

Μ (1, 2),    Κ (-1, 6) Μ  ́(….., ……)  

Μ (3, 5),    Κ (2, 7) Μ  ́(….., ……)  

Μ (-1, 3),   Κ(-3, 2) Μ  ́(….., ……)  

 

3. * Να συμπληρωθεί ο πίνακας. 

Διανύσματα 

 

α


 

 

 

β


 

Μέτρο 

 

α


 

Μέτρο 

 

β


 

Εσωτερικό 

γινόμενο 

βα

  

(2, 3) (-1, 2)    

(1, 3 ) (2, 2) 
   

(-1, )3  (1, )2     

)1,
2

3
(  (-1, )

3

1
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4. * Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα με τις κατάλληλες τιμές του x. 

Tα διανύσματα είναι συγγραμμικά 

όταν x = 

είναι ορθογώνια 

όταν x = 

)2,x(u 


, 

)3,23(v 


 

  

)4,1(u 


,

)
2

3
,2x(v





 

  

)6,3x(u 


,

)2,4x(v 


 

  

)1x,1x(u 


, 

)1x,1x(v 


 

  

 

Ερωτήσεις διάταξης 

 

1. * Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ και έστω 


, 




 και 


. Αν είναι γβα


 , να 

διατάξετε από το μικρότερο προς το μεγαλύτερο 

τους αριθμούς 
γβ

γβ







, 

βα

βα







, 

γα

γα







 

 

Γ

ΒΑ

α

γ

β
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Ερωτήσεις ανάπτυξης 

 

 

1. * Να κατασκευάσετε το άθροισμα των διανυσμά-

των γβα


 . 

α

γ

β

 

 

2. ** Ποια συνθήκη πρέπει να πληρούν τα μη μηδενικά διανύσματα α


και β


  

ώστε να ισχύει: 

α) βαβα


  

β) βαβα



 

γ) βαβα


 . 

 

3. * Για ποιες τιμές του πραγματικού αριθμού λ ισχύει   


53  όπου 


0


 . 

 

4. ** Στο επίπεδο δίνονται τα μη μηδενικά διανύσματα α


,β


και γ


, τα οποία ανά δυο είναι μη 

συγγραμμικά. Να βρείτε το άθροισμά τους αν το διάνυσμα α


+β


 είναι συγγραμμικό με το γ


 και το 

διάνυσμα β


+ γ


 είναι συγγραμμικό με το α


. 

 

5. * Ποια συνθήκη πρέπει να ισχύει για τα διανύσματα α


και β


 ώστε το διάνυσμα α


 + β


 να διχοτομεί 

τη γωνία των α


 και β


; 

 

6. * Έστω το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και Μ το μέσο της ΒΓ. Αν pAB


 , q3A


 , να εκφράσετε 

τα διανύσματα B και ως συνάρτηση των q,p


. 

7. * Έστω ΑΒ ευθύγραμμο τμήμα και ένα εσωτερικό του σημείο Γ τέτοιο ώστε ΑΓ = AB
4

3
. Αν τα 

διανύσματα θέσης των Α, Β είναι 


OA , 


να εκφράσετε ως συνάρτηση των α


, β


 το 

διάνυσμα θέσης του σημείου Γ. 

 

8. * Σε τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε  2AAB , όπου Ρ σημείο του επιπέδου του. Να αποδείξετε ότι το 

σημείο Ρ ταυτίζεται με το μέσο της ΒΓ. 

 

9. * Έστω Α, Β, Γ, Δ τέσσερα σημεία του επιπέδου μη συνευθειακά. Να βρείτε σημείο Μ του επιπέδου 

τέτοιο ώστε 0AAB


 . 
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10. ** Τα σημεία Μ και Ν είναι τα μέσα των πλευ-

ρών ΒΓ και ΓΔ του παραλληλόγραμμου ΑΒΓΔ. 

Να εκφράσετε το διάνυσμα   ως συνάρτηση 

των 


AM  και 


AN . 

Δ Γ

Α Β

Μα
β

Ν

 

 

11. ** Έστω ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ // ΓΔ και ΑΒ < ΓΔ) με μια γωνία ίση με 60
ο
. 

Προεκτείνουμε τις πλευρές ΑΔ και ΒΓ οι οποίες τέμνονται στο Ο. Αν 


AB , 


 και 




να εκφράσετε τα διανύσματα  ,   , O  και ως συνάρτηση των α


 και β


. 

 

12. * Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και σημείο Μ του επιπέδου του. Να δείξετε ότι το  2u


 είναι 

ανεξάρτητο από τη θέση  του σημείου Μ. 

 

13. * Σε ένα τετράπλευρο ΑΒΓΔ έχουμε 


2 , 


4  και 


35 . Να 

αποδείξετε ότι το ΑΒΓΔ είναι τραπέζιο. 

 

14. ** Στις πλευρές ΟΑ και ΟΒ ενός ορθογωνίου ΟΑΓΒ παίρνουμε μοναδιαία διανύσματα i


 και j


 

αντιστοίχως. Αν ΟΑ = 3 και ΟΓ = 5, να εκφράσετε τα διανύσματα OA , OB ,  ,   και   ως 

συνάρτηση των i


, j


. Στη συνέχεια αν Μ, Ν είναι τα μέσα των ΒΓ και ΑΓ αντιστοίχως, να 

εκφράσετε τα διανύσματα OM  , ON  και MN  ως συνάρτηση των i


, j


. 

 

15. * Αν ji2u


  και j6i3v


  υπολογίστε το διάνυσμα: )uv()vu5(3v
3

2
u2w


 . 

 

16. * Δίνονται τα διανύσματα u


, v


. Να γράψετε σε απλή μορφή το διάνυσμα 

)u2v()vu2(
10

3
)vu(

5

2 
 . 

 

17.  * Τα σημεία Α,Β,Γ είναι κορυφές τριγώνου και τα 

σημεία Μ,Ν, και Κ είναι τα μέσα των πλευρών 

ΒΓ, ΓΑ και ΑΒ αντιστοίχως. Αν 


,AB  

και 


 να βρείτε: 

α) Tο άθροισμα γβα


  

â) Το άθροισμα  . 

Α

ΝΚ

ΜΒ Γ

 

 

 

18.  * Τα σημεία Α, Β και Γ είναι κορυφές 

τριγώνου και τα Δ, Ε και Ζ τα μέσα των 

πλευρών του ΒΓ, ΑΓ και ΑΒ αντιστοί-
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χως. Αν 


, 


 και Μ το μέ-

σον του ΕΖ, τότε: 

α)  Να εκφράσετε τα διανύσματα   και 

  ως συνάρτηση των β


 και γ


. 

Α

Ζ Μ

Β Γ

Ε

Δ

βγ

 

β) Τι συμπεραίνετε για τα σημεία Α, Μ και Δ; 

19. * Αν 0m),m,12(u 


 και 6u 


 να βρείτε το m. 

 

20. ** Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και επί των πλευρών του τα σημεία Μ, Ν, Ρ, Σ τέτοια ώστε 


3

1
, 

3

1
P , 

3

2
, 

3

2
. Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΜΝΡΣ 

είναι παραλληλόγραμμο. 

 

21. * Δίνονται τα διανύσματα )1,3( 


, β


= (1, -2) και γ


= (1, -7). Να εκφράσετε το γ


 ως γραμμικό 

συνδυασμό των α


 και β


. 

 

22. ** Τα σημεία Μ και Ν διαιρούν την πλευρά ΒΓ 

του τριγώνου ΑΒΓ σε τρία ίσα τμήματα. Αν 




AB  και 


, να εκφράσετε τα 

διανύσματα  και   συναρτήσει των α


 

και β


. 

α β

Β Μ Ν Γ

Α

 

 

23. ** Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ, Δ και Ε είναι τα μεσα 

των ΑΒ και ΑΓ. Προεκτείνουμε το ΔΕ κατά 

τμήμα ΕΖ = ΔΕ. Αν 


A  και 


AE , να 

εκφράσετε ως συνάρτηση των α


 και β


 τα 

διανύσματα:   α)       β)       γ)   

Α

Β

Δ

Γ

α β

Ζ
Ε

 

Ποιο συμπέρασμα προκύπτει για το τετράπλευρο ΑΔΓΖ από τη σύγκριση των διανυσμάτων   

και  ; 
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24.  ** Στο διπλανό σχήμα ισχύει 


4OA , 




3  και 


2 . 

α) Να εκφράσετε ως συνάρτηση των  

α


, β


,
 γ


 τα διανύσματα  και  . 

β) Προεκτείνουμε τα τμήματα ΟΑ, ΟΒ και 

ΟΓ μέχρι τα σημεία Δ, Ε και Ζ 

αντιστοίχως  έτσι  ώστε   ΟΓ  =  ΓΖ,  

3γ

Α
Δ

Β

Γ Ε

Ζ

Ο  

2

1










. Να εκφράσετε τα διανύσματα   και   ως συνάρτηση των α


, β


, γ


 και να 

δείξετε ότι τα σημεία Ζ, Ε, Δ είναι συνευθειακά. 

 

 

25. ** Έστω το διάνυσμα )5,2(


. Να βρείτε όλα τα διανύσματα με πέρας το σημείο Α (3, 1) και τα 

οποία να είναι αντίρροπα του ν


. 

 

 

26. * Δίνονται τα σημεία Α (1, 3), Β (2, 4) και Γ (5, 14). Να βρείτε τα μέτρα των διανυσμάτων 

AB  και  . 

 

 

27. * Δίνονται τα σημεία Α (5, 8), Β (-6, 3) , Γ (9, 4). 

α) Υπολογίστε τις συντεταγμένες του )(
2

1
v 


. 

β) Ποιες είναι οι συνιστώσες του v


; 
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28. * Έστω τα διανύσματα α


 = (1, 2) , β


 
= (2, -3) , γ


 
= (3, 2). Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς 

x, y ώστε να ισχύει 0yx


 . 

 

29. * Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ. Σε κάθε μια από τις παρακάτω περιπτώσεις να βρείτε το άθροισμα 

γβα


 . 

 

Β

α

β

γ

Α Δ

Γ Β

α
β

γ

Α Δ

ΓΒ

α

β

γ

Α Δ

Γ Β α

β

γ

Α Δ

Γ

 

 

30. ** Έστω τα διανύσματα ji2


  , j5i4


 , i8


 , j3i8


 . Να βρείτε διανύσματα 

ω,y,x


 που είναι συγγραμμικά των α


,β


, γ


 και τα οποία να έχουν άθροισμα το διάνυσμα δ


. 

 

 

31. ** Στο διπλανό σχήμα φαίνεται κανονικό εξά-

γωνο ΟΑΒΓΔΕ με 4OA  . Να εκφράσετε τα 

διανύσματα  ,,,,OE ,  και   

ως συνάρτηση των μοναδιαίων διανυσμάτων i


και j


. 
Ο Α

Β

ΓΔ

Ε

y

i

j

x
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32. ** Οι κύκλοι που φαίνονται στα σχήματα είναι χωρισμένοι σε τρία ή τέσσερα ίσα μέρη. 

α

β

γ α

β

γ
α

δ

β
γ

α

δ

β
γ

δ

α
β

γ

 

 

Σε κάθε περίπτωση να βρείτε το άθροισμα των τριών ή τεσσάρων διανυσμάτων που έχουν 

σημειωθεί. 

 

 

33. * Έστω κύκλος κέντρου Κ και ΑΒ μια διάμετρος αυτού. Αν τα διανύσματα θέσης των Κ και Α είναι 

j3i3


  και j4i2OA


 , να βρείτε το διάνυσμα θέσης του σημείου Β. 

 

 

34. * Δίνονται τα συνευθειακά σημεία Α, Β και Γ. Να αποδείξετε ότι για τυχαίο σημείο Δ και λ 

πραγματικό αριθμό ισχύει  )( . 

 

 

35. * Έστω τα σημεία Α (1, 2), Β (0, 3) και Γ (5, x). Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό x έτσι ώστε τα 

σημεία Α, Β, Γ να είναι συνευθειακά. 

 

36. ** Έστω Α, Β, Γ, Δ σημεία ενός επιπέδου και Μ, Ν τα μέσα των ΑΓ και ΒΔ αντιστοίχως. 

α) Να γράψετε με τη μορφή ενός διανύσματος τα αθροίσματα  ,   

και να αποδείξετε ότι 2 . 

β) Ποια συνθήκη πρέπει να ικανοποιείται μεταξύ των διανυσμάτων   και   ώστε  ; 

γ) Ποια συνθήκη πρέπει να ικανοποιούν τα   και ώστε 0MN


 ; 

 

37. * Έστω ότι ισχύει η σχέση βuαuλ


 , λ R . 

α) Αν λ = 1, να αποδείξετε ότι α


β


 . 

β) Αν λ  1, να εκφράσετε το διάνυσμα u


 ως συνάρτηση των α


,β


. 

 

38. ** Έστω Α, Β, Γ, Δ σημεία ενός επιπέδου και Μ, Ν τα μέσα των ΑΒ και ΓΔ αντιστοίχως. 

α) Να εκφράσετε το διάνυσμα MN ως συνάρτηση των  και  . 

β) Αν Ρ είναι σημείο για το οποίο ισχύει  2 , να αποδείξετε ότι  . 

γ) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΒΓΡΔ είναι παραλληλόγραμμο. 
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39. ** Στο διπλανό σχήμα δίνεται κύκλος διαμέτρου 

ΑΒ. 

α) Να εκφράσετε τα διανύσματα   και ως 

γραμμικό συνδυασμό διανυσμάτων θέσης από 

το Ο. 

β) Να βρείτε το γινόμενο   .  

Ποια πρόταση από τη Γεωμετρία σας θυμίζει; 

 

Ο
Β

Γ

A

 

40. ** Έστω α


, β


 δυο μη μηδενικά διανύσματα με κα 


 και λβ 


.  

Να αποδείξετε ότι ο φορέας του διανύσματος βκαλγ


  διχοτομεί τη γωνία των α


, β


. 

 

41. ** Δίνονται τέσσερα μη συνευθειακά σημεία Α, Β, Γ, Δ για τα οποία ισχύει  2 .Έστω Μ το 

μέσο της ΒΓ και Ο το σημείο τομής των ΑΓ και ΔΜ. Αν 


 και 


, να εκφράσετε τα 

διανύσματα  ,,,  και ως συνάρτηση των α


 , β


. 

 

42.  ** Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και έστω 


και 


. Αν G είναι το κέντρο βάρους του τριγώνου 

ΑΒΓ, να εκφράσετε το διάνυσμα AG ως συνάρτηση των α


 και β


. 

57. ** Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και φέρνουμε ΓΕ  ΑΒ και ΓΖ  ΑΔ. 

Να αποδείξετε ότι:  
2

. 

 

58. * Να βρείτε το έργο που παράγεται όταν ένα αντικείμενο μετατοπίζεται κατά τη διεύθυνση του 

διανύσματος j2i3v


 , αν η δύναμη που ενεργεί  

σ’ αυτό αντιπροσωπεύεται από το διάνυσμα ji2F


 . 

 

59. * Για να μετακινηθεί ένα σώμα κατά 20 cm και κατά τη διεύθυνση ΟΑ χρειάζεται να ασκηθεί 

δύναμη F = 200Ν, η οποία σχηματίζει με την ΟΑ γωνία 
3


. 

α) Να βρείτε το έργο που παράγει η δύναμη F . 

β) Ποια δύναμη πρέπει να ασκηθεί κατά τη διεύθυνση της ΟΑ, ώστε να απαιτείται το ίδιο έργο για 

τη μετατόπιση του σώματος; 

 

60. ** Να βρείτε το συνημίτονο της γωνίας που 

σχηματίζουν οι διαγώνιες του παραλληλο-

γράμμου που ορίζουν τα διανύσματα  

α


 και β


, τα οποία σχηματίζουν γωνία 60 

 

Α Β

Δ Γ

α

β
60 ο
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και επιπλέον ισχύει 2


 και 1


.    

 

61. ** Δίνονται τα διανύσματα α


 = (1, 1) και β


 
= (1, -1). Να βρείτε το συνημίτονο της γωνίας των 

διανυσμάτων x


 και y


 αν ισχύουν 


yx2 και 


y2x . 

 

62. ** Για τα διανύσματα α


, β


και γ


 ισχύουν: 0γβα


  ,  13


, 14


 και 15


.Να 

υπολογίσετε την τιμή της παράστασης αγγββα

 . 

 

 

63. ** Σε ένα ορθοκανονικό σύστημα δίνε-

ται η υπερβολή 
x

6
y 

 
και τα σημεία 

της A και Β τέτοια ώστε 2iOA 


 

και 3iOB 


, όπου i


 το μοναδιαίο 

διάνυσμα του άξονα x΄x. Να βρείτε το 

μέτρο του διανύσματος OB3OA2  . 

O i

j

x

y

y΄

x΄

 

 

64. ** Αν α


, β


 είναι μη μηδενικά διανύσματα και ισχύει βαβα


 , να αποδείξετε ότι α


, β


είναι 

συγγραμμικά. 

 

65.  ** Αν η γωνία των διανυσμάτων α


 και β


 
είναι 

3

2


 
να υπολογίσετε τις παραστάσεις: 

α) )2()23( 


 

β) 
2)23( 


. 

 

 

66.  * Αν 


 = 


, να δείξετε ότι 


. 

 

67.  * Να βρείτε τον λ R αν τα διανύσματα  ji)3( 2


  και j2iβ


  είναι ορθογώνια. 

 

68.  * Να βρείτε τη γωνία των διανυσμάτων ji4


 και β


= j2i


 . 
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69.  ** Στο διπλανό σχήμα έχουν σχεδιαστεί 

τα διανύσματα α


, β


και γ


. 

α) Να γράψετε τα διανύσματα με τη 

βοήθεια των συντεταγμένων τους.  

β) Να βρείτε το εσωτερικό γινόμενο 

)γβ(α


 . 

 

O i

j

α

β

γ

 

 

70.  ** Να αποδείξετε ότι για τα διανύσματα α


, β


 ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις  

α) α

 β


 

222

βαβα


  

β) 


2
222

 

γ) )βαβα(
2

1
βα

222 
  

δ) βα4βαβα
22 

  

ε) Αν 0βα 


, τότε βαβα


  

 

71. ** Έστω τα συνευθειακά σημεία Α, Β, Γ, Δ για τα οποία ισχύει 0 . Να 

αποδείξετε ότι  2)( . 

 

72. ** Δίνονται τα διανύσματα α


 = (3, -2), β


 
= (1, 2) και γ


 
= (-1, 4). Να βρείτε τα διανύσματα 

R,, 


 που είναι κάθετα στο γ


 και έχουν μέτρο 1. 

 

73. ** Έστω α


, β


 
δύο διανύσματα με 4


, 3


 και η γωνία τους είναι ίση με 
4


.  

α) Να βρείτε το συνημίτονο της γωνίας των διανυσμάτων α


+β


, α


-β


. 

β) Να σχεδιάσετε τη γωνία αυτή. 

 

74. ** Έστω v,u


 διανύσματα με 1vu 


.Αν τα διανύσματα v2u3


 , v8u7


  είναι 

κάθετα, να βρείτε τη γωνία των διανυσμάτων u


και v


. 

 

75. ** Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφές Α (-2, -1), Β (-2, 3), Γ (x, -1), Rx  και ΑΓ = 3.  

α) Να βρείτε το x έτσι ώστε το τρίγωνο ΑΒΓ να είναι ορθογώνιο με o90Â  . 

β) Να βρείτε το μήκος της υποτείνουσας του τριγώνου. 
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76. ** Έστω α


, β


 μη μηδενικά διανύσματα και το διάνυσμα 


,  20 . Να βρείτε 

το ω ώστε: 

α) Τα διανύσματα α


, γ


να είναι ομόρροπα.  

β) Τα διανύσματα α


, γ


 να είναι αντίρροπα.  

γ) Το διάνυσμα γ


να είναι ομόρροπο με το α


+β


. 

δ) Το διάνυσμα γ


 να είναι αντίρροπο με το α


+β


. 

 

77. ** Τα διανύσματα α


, β


 σχηματίζουν γωνία 60
ο
. Αν 3


, 4


να βρείτε τις παραστάσεις 

α) βα

  

β) 
2)2( 


 

γ) 
2)2( 


 

δ) )3()3( 


 

 

78. ** Να αποδείξετε ότι για δυο διανύσματα α


, β


 
ισχύει 


. Πότε ισχύει η ισότητα; 

 

79. ** Αν τα διανύσματα α


, β


είναι ορθογώνια, να υπολογίσετε τις παραστάσεις  

α) 
22 )32()32( 


 

β) )2()32( 


 

γ) 
22




 

 

80. ** Αν θ είναι η γωνία δυο διανυσμάτων )α,α(α
21




, )β,β(β
21




να αποδείξετε ότι 

2
2

2
1

2
2

2
1

1221




 . 

 

81.  ** Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει 2AB  , 4 και η γωνία των AB  και A  είναι 
3


, να βρείτε 

τη γωνία που σχηματίζει η διάμεσος ΑΜ του τριγώνου με την πλευρά ΑΒ. 

 

 

 

82. ** Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο στην κορυφή 

Α. Να αποδείξετε ότι  .  

Α

Β Ε

Δ

Γ
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83. ** Να αποδείξετε ότι 

α) Το διάνυσμα  


)()(  είναι κάθετο στο διάνυσμα α


. 

β) Το διάνυσμα 
2

)(




 


 είναι κάθετο στο α


. 

 

84. ** Έστω α


, β


 διανύσματα  του επιπέδου. 

α) Να αποδείξετε ότι 
2

)(




 


 . 

β) Να βρείτε το διάνυσμα προβολής του διανύσματος α


 = (2, -2) πάνω στο β


= (3, 2). 

 

85. * Έστω το διάνυσμα j3i2


 . Να αποδείξετε ότι τα διανύσματα του επιπέδου που είναι κάθετα 

στο α


, έχουν τη διεύθυνση του διανύσματος j2i3


 . 

 

86. ** Έστω τα διανύσματα j)3(i)3(


 , j)4(i)36(


 ,  όπου λ πραγματικός 

αριθμός. 

α) Να βρείτε το λ ώστε τα α


, β


να είναι συγγραμμικά.  

β) Να βρείτε το λ ώστε τα  α


, β


να είναι ορθογώνια. 
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87. ** Έστω το διάνυσμα j2i


 . Να βρείτε το διάνυσμα Ry,x),y,x(u 


με μέτρο 1 το οποίο είναι 

κάθετο στο α


. 

 

88. * Έστω α


, β


 διανύσματα με 2


, 3


 και 4


. Να βρείτε τις τιμές των παραστάσεων: 

α) 


2()25( )3


 

β) 22 )
5

2
()

5

2
( 


. 

89. ** Έστω τα διανύσματα j7i2


 , j3i


 .Να αναλύσετε το διάνυσμα α


 σε δυο συνιστώσες 

από τις οποίες η μια να είναι παράλληλη στο β


και η άλλη κάθετη στο β


. 

90. ** Μια ευθεία που διέρχεται από σταθερό σημείο Μ του επιπέδου τέμνει τον κύκλο (Ο,R) στα σημεία 

Α,Β.  

α)  Αν ΑΑ  ́είναι διάμετρος του κύκλου, να αποδείξετε ότι   MA΄MBMA . 

β) Να αποδείξετε ότι το γινόμενο  MBMA  είναι σταθερός αριθμός. 

91. ** Έστω τρίγωνο ΑΒΓ. Να βρείτε το σύνολο των σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει 

0 . 

92. ** Έστω Α,Β δυο σταθερά σημεία με ΑΒ = 3. Να βρείτε το σύνολο των σημείων Μ του επιπέδου για 

τα οποία ισχύει 2ABAM  . 

 

93. ** Έστω Α,Β, σημεία του επιπέδου με ΑΒ = 2α.  

α) Αν Ο είναι το μέσο του ΑΒ και Μ τυχαίο σημείο του επιπέδου, να αποδείξετε ότι 

2
2

 .  

β) Να βρείτε το σύνολο των σημείων Μ για τα οποία ισχύει  , όπου κ σταθερός 

αριθμός. 

94. ** Τα σημεία Α και Β έχουν διανύσματα θέσης 

ji2


  και j3i4


  αντιστοίχως. Τα σημεία  

Κ και Λ είναι τα μέσα των ΟΑ και ΑΒ.  

Να βρείτε τη διανυσματική εξίσωση  

i) της ευθείας ΑΒ,    ii) της ευθείας ΚΛ. 
O x

K

Λ

Β

Α

y
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Eρωτήσεις ανάπτυξης 

 

Α.  

Θέματα Ευκλείδειας Γεωμετρίας που λύνονται με τα 
διανύσματα 

 

8.  Δίνονται δύο παραλληλόγραμμα ΑΒΓΔ και Α΄Β΄Γ΄Δ .́ Αν Μ, Ν, Ρ, Σ είναι αντιστοίχως τα μέσα των 

ευθυγράμμων τμημάτων ΑΑ΄, ΒΒ΄, ΓΓ  ́ και ΔΔ΄ να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΜΝΡΣ είναι 

παραλληλόγραμμο. 

 

9.  Να αποδείξετε ότι οι διαγώνιοι ορθογωνίου παραλληλογράμμου είναι ίσες. 

 

10.  Να αποδείξετε ότι η διάμεσος ορθογωνίου τριγώνου είναι ίση με το μισό της υποτείνουσας και 

αντιστρόφως: αν η διάμεσος ενός τριγώνου είναι ίση με το μισό της πλευράς που αντιστοιχεί τότε το 

τρίγωνο είναι ορθογώνιο με υποτείνουσα την πλευρά αυτή. 

 

11. Να αποδειχθεί ότι, εάν ένα τρίγωνο έχει δύο διάμεσους ίσες τότε είναι ισοσκελές. 

 

12. Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ. Αν Μ και Ν είναι τα μέσα των μη παραλλήλων πλευρών του. Να αποδειχθεί 

ότι: 

α) Το ευθύγραμμο τμήμα ΜΝ είναι παράλληλο προς τις βάσεις του 

β) ΜΝ  = 
1

2
 ( ΑΒ  + ΔΓ ) 

 

13.  Το εξάγωνο ΑΒΓΔΕΖ είναι κανονικό. Να αποδείξετε ότι:  

ΑΒ  + ΑΓ  + ΑΔ  + ΑΕ  + ΑΖ  = 3 ΑΔ  

 

14.  Αν το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο στο Α να αποδείξετε ότι ισχύει: 

ΑΒ 2
 + ΑΓ 2

 = ΒΓ 2
 και αντιστρόφως:  

Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει ΑΒ 2
 + ΑΓ 2

 = ΒΓ 2
 να αποδείξετε ότι το τρίγωνο είναι ορθογώνιο στο 

Α. 

 

15.  Αν ΑΔ είναι ύψος ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ (A = 90°) να αποδείξετε ότι ισχύει ΑΒ 2
 = ΒΓ . ΒΔ  

και αντιστρόφως: Αν ΑΔ είναι το ύψος τριγώνου ΑΒΓ και ισχύει ΑΒ 2
 = ΒΓ . ΒΔ  να αποδείξετε 

ότι A = 90°. 

 

16.  Αν ΑΔ είναι ύψος ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ (A = 90°) να αποδείξετε ότι ισχύει ΑΔ 2
 = ΓΔ . ΔΒ  

και αντιστρόφως: Αν ΑΔ είναι το ύψος τριγώνου ΑΒΓ και ισχύει ΑΔ 2
 = ΓΔ . ΔΒ  τότε να 

αποδείξετε ότι A = 90°. 
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17.  Να αποδειχθεί ότι σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο η διάμεσος που γράφεται από την κορυφή του είναι 

κάθετη στη βάση του. 

 

18.  Να αποδειχθεί ότι σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει η σχέση:  

α
2
 = β

2
 + γ

2
 - 2βγσυνΑ, όπου Α = (


β ,


γ ) 

 

19.  Αν Μ είναι το μέσο της πλευράς ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ να αποδειχθεί ότι: 

α) AB
2
 + AΓ

2
 = 2 AΜ

2
 + 

2

ΒΓ
2

 

β) AB
2
 - AΓ

2
 = 2 ΔΜ . ΓΒ , όπου Δ η προβολή του Α στη ΒΓ. 

 

20.  Δίνεται κύκλος (O, R) και σημείο P του επιπέδου του, που απέχει από το κέντρο Ο του κύκλου 

απόσταση δ. Αν θεωρήσουμε μία ευθεία που τέμνει τον κύκλο στα σημεία Α και Β να αποδείξετε 

ότι το γινόμενο ΡΑ . ΡΒ είναι σταθερό και ισούται με: 

α) δ
2
 - R

2
 αν το σημείο είναι εξωτερικό του κύκλου 

β) R
2
 - δ

2 
αν το σημείο είναι εσωτερικό του κύκλου 

 

21.  Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Αν G είναι το κέντρο βάρους του, Η το ορθόκεντρό του και Ο το κέντρο του 

περιγεγραμμένου κύκλου του να αποδειχθεί ότι ισχύει: 

α) ΟΗ  = ΟΑ  + ΟΒ  + ΟΓ  και 

β) ΟG  = 
3

1
 ΟΗ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Β.   

 

31.  Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ. Να βρεθεί σημείο Μ, τέτοιο ώστε:  

ΜΑ  + ΜΒ  + ΜΓ  + ΜΔ  = 

0  
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32.  Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Να βρείτε σημείο Ρ τέτοιο ώστε:  

ΡΑ  + ΡΒ + ΡΓ  = ΡΔ  

 

33.  Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ένα σημείο Μ τέτοιο ώστε να είναι 

3 ΒΜ  + ΜΓ  = 

0 . Να αποδείξετε ότι: 4 ΑΒ  = 7 ΑΜ  - 4 ΑΓ  

 

34.  Στο παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ παίρνουμε τα σημεία Ε και Ζ της διαγωνίου ΑΓ έτσι ώστε:  ΑΕ = ΖΓ 

= 
4

1
 ΑΓ 

α) Αν ΑΒ  = 

α  και ΒΓ  = 


β  να εκφράσετε τα διανύσματα ΔΕ  και ΔΖ  συναρτήσει των 


α  και 


β . 

β) Να δείξετε ότι το ΕΒΖΔ είναι παραλληλόγραμμο 

 

35.  Αν ισχύει 2 ΡΑ  + 3 ΡΒ - 5 ΡΓ  = 

0  να αποδείξετε ότι τα σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά. 

 

36.  Αν 

α  = (1, 2), 


β  = (3, - 7), 


γ  = (- 2, 5) να βρεθούν τα διανύσματα:  


α  - 


β  + 


γ  και 


α  + 3


β  - 8


γ  

 

37.  Να εξετασθεί αν τα σημεία Μ1 (α + β, α - β), Μ2 (α, - β) και  

Μ3 (α + 2β, 2α - β) είναι συνευθειακά. 

 

38.  Δίνονται τέσσερα σημεία Ο, Α, Β, Γ τέτοια ώστε τα Ο, Α, Β δεν είναι συνευθειακά. Να δείξετε ότι, 

αν και ΟΓ  = (1 - λ) ΟΑ  + λ ΟΒ , λR τότε τα σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά. 

 
39.  Θεωρούμε τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α1, Β1, Γ1. Αν G και G1 είναι αντιστοίχως τα βαρύκεντρα των 

τριγώνων αυτών να αποδειχθεί ότι: 

α) ΑΑ 1 + ΒΒ 1 + ΓΓ 1 = 3 GG 1 

β) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α1Β1Γ1 έχουν το ίδιο βαρύκεντρο, αν και μόνο αν  

ΑΑ 1 + ΒΒ 1 + ΓΓ 1 = 

0  
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40.   Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Αν Κ, Λ, Μ είναι μέσα αντιστοίχως των πλευρών ΑΒ, ΑΓ, ΒΓ και Σ σημείο 

του επιπέδου του τριγώνου να αποδειχθεί ότι:  

ΣΚ  + ΣΛ  + ΣΜ  = ΣΑ  + ΣΒ + ΣΓ  
 

41.  Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα σημεία Δ, Ε και Ζ ώστε να ισχύει ΑΔ = 
3

2
 ΑΒ , ΑΖ = 

5

6
 ΑΓ  και ΓΕ  

= ΒΓ . 

α) Να εκφράσετε τα διανύσματα ΔΕ  και ΔΖ  συναρτήσει των ΑΒ  και ΑΓ . 

β) Να εξετάσετε αν τα σημεία Δ, Ε και Ζ είναι συνευθειακά. 

 

42.  Να αποδείξετε ότι αν: 

(κ + 2) ΡΑ  + 3 ΡΒ = (κ + 5) ΡΓ  τότε τα σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά. 

 

43.  Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα σημεία Δ, Ε και Ζ τέτοια ώστε: 

ΑΔ  = 
3

1
 ΑΒ , ΓΕ  = 

2

1
 ΒΓ  και ΑΖ  = 

5

3
 ΑΓ . 

α) Αν ΑΒ  = 

α  και ΑΓ  = 


β  να εκφράσετε τα ΔΕ  και ΔΖ  συναρτήσει των 


α  και 


β . 

β) Να δείξετε ότι τα σημεία Δ, Ε, Ζ είναι συνευθειακά. 

 

44. Εάν 2 ΑΛ  + 3 ΒΛ  + 2 ΜΒ  = ΑΚ  + ΑΜ  + ΒΚ , να αποδείξετε ότι τα διανύσματα ΚΛ  και ΜΛ  

είναι αντίρροπα. 

 

45.  Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα μέσα Α1, Β1, Γ1 των ΒΓ, ΑΓ, ΑΒ αντιστοίχως. Αν G είναι το 

βαρύκεντρό του, να αποδείξετε ότι για κάθε σημείο Μ ισχύει: 

α) ΜΑ  + ΜΒ  + ΜΓ  = 3 ΜΑ  + 2 ΑA 1 = 3 ΜΒ  + 3 ΒΒ 1 =3 ΜΓ  + 2 ΓΓ 1 

β) GA  + GB  + GΓ  = GA 1 + GΒ 1 + GΓ 1 

γ) ΜΑ  + ΜΒ  + ΜΓ  = 3 ΜG  

46. Θεωρούμε τα σημεία Α(x1), Β(x2), και Γ(x3) πάνω στον άξονα x΄x. Να βρεθούν οι συντεταγμένες των 

συμμετρικών. 

α) του Α ως προς το Β 

β) του Β ως προς το Γ 

γ) του Γ ως προς μέσο του ΑΒ 

 

47.  Θεωρούμε τα σημεία Α, Β, Γ, Μ του άξονα x΄x. Να αποδειχθεί ότι: 

ΜΑ 2
. ΒΓ  + ΜΒ 2

. ΓΑ  + ΜΓ 2
. ΑΒ  + ΒΓ . ΓΑ . ΑΒ  = 


0  

 

58.  Αν 

α  = (2x - ψ, x + 2ψ - 4), 


β  = (x - 3ψ + 2, - 3x + 2ψ - 2) 


γ  = (3, - 2) και 


δ  = (- 3, 4) τότε: 

α) Να βρείτε τις συντεταγμένες (x1, ψ1) του διανύσματος 

u  = 


α  + 


β  + 


γ  

β) Να βρείτε τη σχέση ανάμεσα στα x και ψ ώστε 

u //


δ  
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γ) Να υπολογιστούν τα x  και ψ αν είναι 

u  = 


0  

 

59.  Αν Μ είναι το μέσο της πλευράς ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ και για δύο σημεία Δ, Ε του επιπέδου του 

τριγώνου έχουμε: 

ΑΒ  + ΑΓ  = ΑΔ  + ΑΕ  να αποδείξετε ότι: 

α)  Tο Μ θα είναι μέσο του ΔΕ 

β) Για οποιοδήποτε άλλο σημείο Ν του επιπέδου του τριγώνου θα είναι:  

ΝΒ  + ΝΓ  = ΝΔ  + ΝΕ . 

 

60.  Αν για τα διανύσματα 

α , 


β , 


γ  ισχύει: 


α  + 


β  + 


γ  = 


0  και 


α  = 


β

2
 = 


γ

3
 να αποδειχθεί ότι: 

α) Το 

α  είναι ομόρροπο με το 


β . 

β) Το 

β  είναι αντίρροπο με το 


γ . 

 

61.  Δίνονται τα διανύσματα 

α , 


β , 


γ  για τα οποία ισχύει: 


α  + 


β  + 


γ  = 


0  και 


α  = 


β

3
 = 


γ

4
 να 

αποδειχθεί ότι τα διανύσματα 

α , 


β  και 


γ  είναι συγγραμμικά. 

 

62. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με Α (3, 0) και Β (1, 2) και G (3, 2), όπου G το βαρύκεντρό του. Να βρείτε τις 

συντεταγμένες του Γ. 

 

63.  Να γραφεί το διάνυσμα 

u  = (- 2, 6) σαν γραμμικός συνδυασμός των 


v  = (2, - 1) και 


w  = (3, 1). 

 

64.  Θεωρούμε τα διανύσματα: 

α  = (συνx, ημx), 

β  = (συν2x, ημ2x) και 


γ  = (συν3x, ημ3x), x  R 

Αποδείξετε ότι τα διανύσματα 

α  + 


γ  και 


β  είναι παράλληλα. 

 

79.  Αν 

x  + (


x .


α ).


β  = 


γ  με 1 + 


α


β   0 να αποδείξετε ότι 


x .


α  = 

 

 
α.γ

1 + α.β
 

 

80.  α) Αποδείξτε ότι για οποιαδήποτε διανύσματα 

α  και 


β  ισχύει: 

 
α . β   


α .


β  

β) Χρησιμοποιώντας το (α) ερώτημα να βρείτε την ελάχιστη και τη μέγιστη τιμή της παράστασης Α 

= 6x - 8ψ αν x
2
 + ψ

2
 = 36. 

γ) με τη βοήθεια του (α) ερωτήματος αποδείξτε ότι: 
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8.συνx -6.ημx   25 

 

81.  Θεωρούμε το τρίγωνο ΑΒΓ. Να βρεθεί ο γ.τ. των σημείων Μ του επιπέδου του για τα οποία ισχύει: 

ΑΒ . ΑΜ  + ΑΓ . ΑΜ  = 0. 

82.  Αν 

α  = ((x-1) 3 , 2x) και 


β  = (- 3 , 1), να βρείτε το x, ώστε  

(

α ,

 
β ) = 

3

π
. 

 

83.  Αν 

α  = (2, 3) και 


β  = (-1, 4), να βρείτε την προβολή του 


α  πάνω στο 


β . 

 

84. Να αποδείξετε ότι η γωνία θ που σχηματίζουν οι διαγώνιοι του παραλληλογράμμου με διαδοχικές 

πλευρές 

α  και 


β  ισούται με τη γωνία των διανυσμάτων 


α  + 


β  και 


α  - 


β . 

 

85.  Αν είναι 

α  = 5, 


β  = 8 και (


α , 


β ) = 

3

π
 να βρεθεί το συνημίτονο της γωνίας των 


α  + 


β  και 


α  - 


β  

και να δοθεί η γεωμετρική ερμηνεία της γωνίας. 

 

86.  Να δείξετε ότι το διάνυσμα 

α  = 

 

β

β

. x
2

.

β  - 


x  είναι κάθετο στο 


β  για κάθε διάνυσμα 


x . 

 

87.  Σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις, να εξετάσετε αν τα διανύσματα που δίνονται είναι 

κάθετα μεταξύ τους. 

α) 

β - 

( ) 

 2

 


α αβ

β
 και 


β  

β) (

β .


α ).


γ  - 


γ .(


α .


β ) και 


α  

γ) 

β  - 

( ) 

 2

 


α α

α

β
 και 


α  
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88.  Αν 

α  = (1, 2) και 


β  = (3, 4) να βρεθούν τα διανύσματα p


 και q


 ώστε να ισχύουν συγχρόνως: 

α) 

α  = p


 + q


 

β) p


//

α  

γ) q




β  

 

89.   Αν 

β   


0  και 


α  = p


 + q


 με p


//

β  και q





β  να αποδειχθεί ότι ισχύουν οι σχέσεις: 

α) p


 = 

 


αβ

β 2
. 

β  

β) q


 = 

α  - 

 


αβ

β 2
. 

β  

90.  Δίνονται τα διανύσματα 

α  και 


β  τέτοια ώστε να είναι: 

(λ

α  + κ


β )   (κ


α  + 2λ


β ) για κάθε κ, λR 

α) Να αποδείξετε ότι 

α    


β  

β) Να βρεθεί το 

β  στην περίπτωση που είναι 


α  = 2 

 

91.  Αν ισχύει 

α  = 


β  = 

 
α + β τότε να δείξετε ότι:  

 
α - β  = 


α . 3  

92.  Αν 

α  = 2, 


β  = 2 2  και (


α ,

 
β ) = 45° να βρείτε τη γωνία (


β  - 


α ,

 
α ). 

 

93.  Θεωρούμε τα διανύσματα 

α , 


β , 


γ  με 


α  + 


β  + 


γ  = 0. Αν 


α  = 2, 


β  = 3 και 


γ  = 5 υπολογίστε το: 


α .


β  + 


β .


γ  + 


γ .


α  

94.  Θεωρούμε τα συνεπίπεδα διανύσματα 

α , 


β , 


γ . Να δείξετε ότι η σχέση 



 
αβ

α  β
 + 



 
βγ

β  γ
 + 



 
γα

γ  α
 = - 

1 συνεπάγεται ότι δύο απ’ τα διανύσματα 

α , 


β , 


γ  είναι αντίρροπα. 

 

95. Θεωρούμε τα διανύσματα 

α  και 


β με 


α  = 3, 


β  = 6. Να οριστεί ο πραγματικός αριθμός λ ώστε τα 

διανύσματα 3

α  + λ


β  και 3


α  - λ


β  να είναι κάθετα. 

 

96.  Αν τα διανύσματα 

α  και 


β  έχουν ίσα μέτρα και είναι κάθετα να αποδείξετε ότι τότε και τα 

διανύσματα 2

α  + 


β , 


α  - 2


β  είναι κάθετα. 

97.  Αν για τα διανύσματα 

α  και 


β  ισχύουν 


β  = 2


α  και 

 
α + β  = 


α , δείξτε ότι τα 


α  και 


β  είναι 

αντίρροπα. 
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