
ΚΕΦΑΛΑΙΟ   5 

 
 

5.1   Η  ΕΝΝΟΙΑ  ΤΟΥ  ΜΙΓΑΔΙΚΟΥ  ΑΡΙΘΜΟΥ 
5.2   ΠΡΑΞΕΙΣ  ΣΤΟ  ΣΥΝΟΛΟ  C  ΤΩΝ  ΜΙΓΑΔΙΚΩΝ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 
1.  Έχουμε iλλz )6()32(  , οπότε: 

 α) πραγματικός αν και μόνο αν 06  λ , δηλαδή 6λ  

 β) φανταστικός αν και μόνο αν 032 λ , δηλαδή 
2

3
λ . 

 
2.  α) Είναι: 

)2,1(),(
1

3
3)()( 








 yx
yx

yx
iiyxyx  

 β) Είναι: 

         









13

263
2)3(63

2

2
22

x

xx
iixxx         

)1(
 

 Όμως: 

 2    ή    2413 22  xxxx . 

 Άρα 2x , αφού από τις λύσεις αυτές μόνο η 2x  επαληθεύει και        
την (1). 

 γ) Είναι: 

 




















27

3

549
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923
)23(279

y

x

y

yx
yiyxi  

          












27

3

45

y

x
  )27,15(),(  yx  
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3.  

 7 6 5 4 3 2

 0

 1

 -1
 1

-5

-5

-4

-4

-3

-3

3-4i
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3+4i

-2i -2
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 x x΄

 y΄

 y

 

 
4.  α) Είναι yiz  0 . Άρα, οι εικόνες του z είναι τα σημεία ),0( yM , δηλαδή 

τα σημεία του άξονα yy  . 

 β) Είναι ixz 0 . Άρα, οι εικόνες του z  είναι τα σημεία )0,(xM , δηλαδή 

τα σημεία του άξονα xx . 

 γ) Είναι xixz  . Άρα, οι εικόνες του z  είναι τα σημεία ),( xxM , δηλαδή 

τα σημεία της ευθείας xy  , που είναι διχοτόμος της 1ης και 3ης γωνίας 

των αξόνων. 

 

5.  α) iiii 43)26()74()27()64(   

 β) iiii 63)42()63()46()23(   

 γ) 000)374()583()35()78()43(  iiiii  

 δ) iiiiiiii 232815101252245343)54)(23( 2   

 ε) iiiii 183363)6(3 2   

     στ) 25916)1(916916)3(4)34)(34( 222  iiii  

 ζ) iiiiiiiiiiii 717)16()236()2)(3( 22  . 

 

6.   α) i
i

i

i

ii

i

i 2

1

2

1

11

1

1

1

)1)(1(

)1(1

1

1
2

















 

 β) iiii 011)1(1246   

 γ) iiii 20121122   
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 δ) iiiii 32232313321)31( 22   

 ε) i
ii

i

ii

ii

ii

i

i





















1
5

)1(5

14

55

2

56

)2)(2(

)2()3(

2

3
22

2

 

     στ) i
i

i

ii

ii

ii

i

i
2

3

7

3

4

21

2726

21

2726

)21()21(

)21()26(

21

26
2

2



















. 

 
7. α) Είναι: 

   yixyixiiyixiyxi  22 4129)()23(  

                   012)25(1249  ixxix  

 Αυτή όμως είναι αδύνατη, αφού το 012  . 

 β) Είναι: 1
211

211

1

1
2
















i

i

i

i
. Άρα η σχέση γράφεται: 

    i
iyx

i
iyx







 2
1

1
1

1  

      
i

yix



2

1
 

      
5

2 i
yix


  

      
5

2
 x    και  

5

1
y . 

 γ) Είναι: 

 12)2(2)2)(23(  iiyxiyxi iiyxiyxi 21)2(2)2)(23(   

        )21()2)(21( iiyxi   

        12  iyx  

        
2

1
 x    και   0y . 

 

8.  α)  002020256463626166  iiiiiiiiiiii . 

 β)  i
iiiiiiiiiii

2
21111111111

33131023754111






 . 
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9.  α) Για iz 75   είναι iz 75   

 β) Για iz 94   είναι iz 94   

 γ) Για iz 4          είναι iz 4  

 δ) Για 11z          είναι 11z  

 ε) Για iz           είναι iz   

     στ) Για 0z            είναι 0z . 

 
10.  Αν ),( yxM  είναι η εικόνα στο μιγαδικό επίπεδο του μιγαδικού yixz  , 

τότε η εικόνα του yixz   είναι το σημείο ),(1 yxM  , του yixz   

είναι το σημείο ),(2 yxM   και, τέλος, 

του yixz   είναι το σημείο 

),(3 yxM  . Έτσι, μπορούμε να πούμε 

ότι: 
 Ο z  προκύπτει από τον z με συμμετρία 

ως προς τον άξονα xx . 
 Ο z  προκύπτει από τον z με συμμετρία 

ως προς κέντρο το )0,0(O  και τέλος: 

 Ο z  προκύπτει από τον z με 
συμμετρία ως προς τον άξονα yy . 

 

11.  Έχουμε: 























i

i

i

i

i

i

i

i
zz

47

95

47

95

47

95

47

95
21  που είναι πραγματικός 

αριθμός ως άθροισμα δύο συζυγών μιγαδικών αριθμών. 
 Ομοίως ο 21 zz   θα είναι φανταστικός ως διαφορά δύο συζυγών μιγαδικών 

αριθμών. 

 
12.  Αν yixz   τότε: 

 α) 336266  yiyiiyiiyixyixizz . 

 Άρα, οι εικόνες των μιγαδικών είναι τα σημεία της οριζόντιας ευθείας με 
εξίσωση 3y . 

 β)  0)()()()( 222222  yixyixyixyixzz  

   0))((  yixyixyixyix  

   022  yix   

   0 x    ή   0y . 

 
 z

 
z

 M3(-x,y)

 M2(-x,-y)  M1(x,-y)

 M(x,y)

 x΄
 z

 z

 x

 y΄

y
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 Άρα, οι εικόνες των μιγαδικών είναι τα σημεία των δύο αξόνων yy  και 

xx . 

 γ) 2222 )()( yixyixzz   

    )2(2)( 22222 xyiiyxxyiyix   

   xyiyxxyiyx 22 2222   

   0)(2 22  yx  

   xy  . 

 Άρα, οι εικόνες των μιγαδικών είναι τα σημεία των διχοτόμων των 
τεσσάρων τεταρτημορίων. 

 δ)     )(22 yixyixzz   

    yixyix  )2(  

    








yy

xx 2
 

    R yx ,1  

    yiz  1 . 

 Άρα, οι εικόνες των μιγαδικών είναι τα σημεία της κατακόρυφης ευθείας 
1x . 

 

13.  α)  2
2

13

2

893
0232 





 xxxx  ή 1x . 

 β)  21
2

)21(2

2

82
0322 i

i
xxx 





  

 γ) 
2

31
0111

1 22 i
xxxxx

x
x


 . 

 

14.  Αφού οι συντελεστές της εξίσωσης 02 2  γxβx  είναι πραγματικοί 

αριθμοί και μία ρίζα της είναι η i23  , η άλλη θα είναι η i23  , οπότε θα 
ισχύει: 
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2
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2
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2

2
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γ

β

γ

β

γ
xx

β
xx

. 
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Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 

1.  Έχουμε: 
22

)()(

))((

))((

δγ

iαδβγβδαγ

iδγiδγ

iδγiβα

iδγ

iβα
z













 .   Άρα: 

000 
δγ

βα
βγαδαδβγz R . 

 

2.  Έχουμε   
2

32

4

32312 ii
z





 , οπότε: 

 
2

1

2

3132

2

31

2

322 









iiii

zz . 

 Άρα:          2

2

1
11

2


 zz
. 

 

3.  Είναι iii 2211)1( 2  , οπότε 

     1021010101010220 222)2()1()1(  iiiii . 

 και  10202020 2)1()1()1(  iii . 

 Άρα : 0)1()1( 2020  ii . 

 

4.  Έχουμε   
ν

ννν

i
iiiA

1
  .   Επομένως: 

 Αν   κν 4 ,       τότε   1νi ,    οπότε   211 A  

 Αν   14  κν ,   τότε   ii ν  ,    οπότε   0
1

 ii
i

iA  

 Αν   24  κν ,  τότε   1νi , οπότε   211 A  

 Αν   34  κν ,   τότε   ii ν  , οπότε   0
1




 ii
i

iA . 

  

5.  α) Αν yixz   τότε έχουμε: 

  22 )( yixyixzz                xyiyixyix 2)( 22   

      xyiyxyix 222      0)12()( 22  yixxyx  
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0

0)12(
22 xyx

yx
             












0

0ή   012
22 xyx

yx
         

)2(

)1(
 

 Αν 012 x , δηλαδή αν 
2

1
x , τότε η (2) γράφεται: 

 
2

3

4

3
0

2

1

4

1 22  yyy . 

  Άρα:  iz
2

3

2

1
    ή   iz

2

3

2

1
 . 

 Αν 0y , τότε η (2) γράφεται: 

  1ή00)1(02  xxxxxx . 

  Άρα: 1ή0  zz . 

 β) Αν yixz  , έχουμε: 

                  322333 )()(33)( yiyixyixxyixyixyixzz   

         iyxyyixxyix 3223 33   

         yiyxxyxyix )3()3( 2223   

         






















0)13(

0)13(

)3(

3
22

22

22

23

yxy

yxx

yyyx

xxyx
 

         











0)13(

013ή   0
22

22

yxy

yxx
          

)2(

)1(
 

 Αν 0x , τότε η (2) γράφεται:   

 00)1( 2  yyy  ή 1y . 

  Άρα: 0z  ή iz   ή iz  . 

 Αν 13 22  yx , τότε η (2) γράφεται: 

 00)48(]1)13(3[ 222  yyyyyy . 

  Άρα 12 x , οπότε 1x  ή 1x  και επομένως 1z  ή 1z . 
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6.  Αν  yixz  ,  τότε: 

    
22

22

)(

)()(

yix

yixyix

yix

yix

yix

yix

z

z

z

z













  

    
22

22

22

2222 )(22)(2)(

yx

yx

yx

xyiyixxyiyix









 . 

 Έτσι, αρκεί να αποδείξουμε ότι 2
)(2

2
22

22







yx

yx
. Πράγματι: 

112
)(2

2
22

22

22

22












yx

yx

yx

yx
 

              222222 )( yxyxyx   

              




















2

2

2222

2222

20

20

y

x

yxyx

yxyx
 

 που ισχύουν και οι δύο. Άρα ισχύει και η αρχική διπλή ανισότητα. 

 
7.  α΄  τρόπος: 

 Είναι   ziαββαiβα  2)( 222   και  ziαβαβiαβ  2)( 222 .  Άρα 

     0)()()()()( 555552521010  zzzziαβiβαiαβiβα . 

 β΄  τρόπος: 

 Είναι  )( iβαiiαβ  . Επομένως: 

0)()()()()()( 10101010101010  iβαiβαiβαiiβαiαβiβα . 

 

8.  α) Έχουμε:    R zyyiyixyixzz 002  

       zxxyixyixzz  002  φανταστικός 

 β) Αρκεί να δείξουμε ότι uu   και vv  . Επειδή    
1

1
1

z
z   και   

2
2

1

z
z     

θα είναι: 
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       u
zz

zz

zz

zz
zz

zz

zz

zz

zz

zz
u 



















21

21

21

21

21

12

21

21

21

21

1111
1

11

1
. 

       v
zz

zz

zz

zz

zz

zz

zz

zz

zz

zz
v 



















21

21

21

21

21

12

21

21

21

21

1

)(

111
1

11

1
. 

 

9.  α) Έστω yixz  . Τότε i
yx

y

yx

x

z 2222

1





 . Επομένως: 

   x
yx

x
xz

z
z 5)Re(5

1
Re

22










   

       004
1

22














 x

yx
x    ή   4

1
22


 yx
 

      0 x    ή    
2

22

2

1






 yx . 

 Άρα, ο γεωμετρικός τόπος είναι ο άξονας yy  με εξαίρεση το σημείο )0,0(O  

και ο κύκλος με κέντρο )0,0(O και ακτίνα 
2

1
ρ . 

 β) Έχουμε: 

 y
yx

y
yz

z
z 3)Im(3

1
Im

22










   

               04
22





yx

y
y  

               0
1

4
22















yx
y  

               0 y  ή 4
1

22


 yx
 

              0 y  ή 
2

22

2

1






 yx . 
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 Άρα, ο γεωμετρικός τόπος είναι ο άξονας xx  με εξαίρεση το σημείο )0,0(O  

και ο κύκλος με κέντρο )0,0(O  και ακτίνα 
2

1
ρ . 

 
 

5.3   ΜΕΤΡΟ  ΜΙΓΑΔΙΚΟΥ  ΑΡΙΘΜΟΥ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 
1. Έχουμε: 

    |1|211|1| 22 ii  , αφού  |||| zz   

    |43|52543|43| 22 ii   

    525)5(0|5| 22  i  

    4|4|  ,   1
|1|

|1|

1

1









i

i

i

i
, αφού |1||1| ii   

    822222|1||1||)1()1(| 32424242  iiii  

    555521)1(2|21||2|)21()2(|
22222  iiii  

    
5

10

25

10

)3(4

13

|34|

|3|

34

3
22

22














i

i

i

i
. 

 
2.  Έχουμε 

    22|1||)1(|
222  ii  

    11
|1|

|1|

1

1

1

1 2
222


























i

i

i

i

i

i
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1

1
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|1|

1
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i

i

i
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iμλ

iμλ

iμλ

iμλ

iμλ

iμλ
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3. α) Έχουμε  

    0)(|||| 22222  zzzzzzzzzz  

    zzz  ή0        R z  

 β) α΄ τρόπος:    Αν zz  |1| , τότε ο z θα είναι μη αρνητικός πραγματικός, 

αφού τέτοιος είναι και ο |1| z . Επομένως θα είναι xz , 0x , οπότε θα 

έχουμε: 

xxzz  |1||1|  

          xx  1    ή   xx 1  

          
2

1
 x . 

 Άρα,    
2

1
z . 

 β΄  τρόπος: Αν   yixz  ,   τότε: 

              yixyixzz  |)1(||1| yixyx  22)1(  

            









0

)1( 22

y

xyx




















0
2

1

0

|1|

y

x

y

xx
. 

 Άρα,     
2

1
z . 

 γ) α΄ τρόπος:   Αν ziz 2||  , τότε ο z2  θα είναι μη αρνητικός πραγματικός. 

Επομένως θα είναι xz , 0x , οπότε θα έχουμε: 

     222 41212||2|| xxxxxixziz   

      13 2  x   
3

12  x         
3

3
 x ,    αφού    0x  

 Άρα,     
3

3
z . 

 β΄  τρόπος: Όπως ο β΄ τρόπος της περίπτωσης 3β). 

 
4. α) Αν 1|| z , τότε ο z θα απέχει από το )0,0(O  απόσταση ίση με 1. Άρα, ο z 

θα βρίσκεται σε κύκλο κέντρου Ο και ακτίνας ρ=1, ο οποίος έχει εξίσωση 

122  yx . 
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 β) Αν 1|| iz , ο z θα απέχει από τον μιγαδικό  i  (δηλαδή από το σημείο 

Κ(0,1)) απόσταση σταθερή ίση με 1. Άρα, ο z θα βρίσκεται σε κύκλο κέντρου 

Κ(0,1) και ακτίνας 1ρ , ο οποίος έχει εξίσωση: 1)1( 22  yx . 

 γ) Ομοίως, αν 3|21|  iz , δηλαδή αν 3|)21(|  iz , τότε ο z θα απέχει από 

τον μιγαδικό i21  απόσταση ίση με 3. Άρα, ο z θα βρίσκεται σε κύκλο 
κέντρου )2,1( K  και ακτίνας 3ρ , ο οποίος έχει εξίσωση  

9)2()1( 22  yx . 

 δ) Αν 2||1  z , τότε ο z θα βρίσκεται μεταξύ των κύκλων με κέντρο το 

)0,0(O  και ακτίνες 11 ρ  και 22 ρ . 

 ε) Αν 2|| z , τότε ο z θα βρίσκεται στο εξωτερικό του κύκλου κέντρου 

)0,0(O  και ακτίνας ρ=2 ή πάνω στον κύκλο αυτό. 

 
5. α) Έχουμε 

 |2||)1(||2||1| izzizz  . 

 Άρα, οι αποστάσεις του μιγαδικού z από τους μιγαδικούς i01  και i20 , 
δηλαδή από τα σημεία )0,1(A  και )2,0(B  είναι ίσες. Επομένως ο z θα 

ανήκει στη μεσοκάθετο του τμήματος ΑΒ. 

 β) Έχουμε 

 |)1(||||1|||  zizziz . 

 Επομένως, η απόσταση του μιγαδικού z από τον  i, είναι μεγαλύτερη από την 
απόσταση του από τον μιγαδικό i01 . Άρα ο z θα βρίσκεται στο 
ημιεπίπεδο που ορίζεται από τη μεσοκάθετο του ΑΒ και από το σημείο Β, 
όπου Α και Β τα σημεία με συντετεγμένες (0, 1) και )0,1(  αντιστοίχως. 

 

6. Έχουμε 
ix

xi
z





1

, άρα 1
1

1

||

|1|1
||

2

2















x

x

ix

xi

ix

xi
z . Αφού 1|| z , ο 

γεωμετρικός τόπος της εικόνας Μ του z θα είναι ο μοναδιαίος κύκλος. 
 

7. Από την ισότητα 2|4|  iz  προκύπτει ότι η απόσταση του )(zM  από το 

σημείο )4,0(K  είναι σταθερή και ίση με 2. Επομένως το Μ ανήκει σε κύκλο 

με κέντρο )4,0(K  και ακτίνα 2ρ . 
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 Σύμφωνα με την εφαρμογή 2 (σελ. 199), ο 
μιγαδικός με το ελάχιστο μέτρο είναι ο iz 21   

και ο μιγαδικός με το μέγιστο μέτρο είναι ο 
iz 62  . 

 
 
 
 
 
8. Είναι:  

 2|1|||2|1||2||1|  wzwzw . 

 Άρα, οι εικόνες του w ανήκουν σε κύκλο με κέντρο το σημείο Κ(1,0) και 
ακτίνα ρ=2. 

 
9. α΄ τρόπος: 

 Έστω   iyxz 111   και iyxz 222  .   Τότε: 

 iyyxxzz )()( 212121     και   iyyxxzz )()( 22121  . 

 Άρα: 

 2
21

2
21

2
21

2
21

2
21

2
21 )()()()(|||| yyxxyyxxzzzz   

      2
2

2
1

2
2

2
2

2
1

2
1 ||2||2)(2)(2 zzyxyx  . 

 
 β΄ τρόπος: 

 Έχουμε: 

    ))(())((|||| 21212121
2

21
2

21 zzzzzzzzzzzz   

         2212211122122111 zzzzzzzzzzzzzzzz   

         2211 22 zzzz   

         2
2

2
1 ||2||2 zz  . 

 
 
Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. Αν yixz  , τότε: 

 )(22||2 2222 yxyxz   και |||||)Im(||)Re(| yxzz  . 

 Άρα:  

O

 Κ(0,4)

 Β(0,6)

 Α(0,2)

 x

y
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   ||||)(2)Im(||)Re(|||2 22 yxyxzzz   

           ||||2||||2)(2 222222 yxyxyxyxyx   

             0||||0||||2|||| 222  yxyxyx , που ισχύει 

 
2. Έχουμε τις ισοδυναμίες: 

    w φανταστικός ww   

    
1

1

1

1









z

z

z

z
 

    )1)(1()1)(1(  zzzz  

    11  zzzzzzzz  

    22  zz  

    1 zz  

    1|| 2  z  

    1||  z . 

 
3.  Έχουμε τις ισοδυναμίες: 

      Rw  ww  

    
z

z
z

z
11

  

    zzzzzz  22  

    0)()(  zzzzzz  

    0))(1(  zzzz  

    1 zz    ή   zz  

    1||  z     ή   Rz . 

 
4.  Έχουμε τις ισοδυναμίες: 

   w  φανταστικός ww   

    
αiz

iαz

αzi

iαz










)(
 

    iαzαzαziziαzαzαziz 22   

    zαzα 22   

    zz   

    z   φανταστικός 
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5.  Αν yixz  , επειδή η εικόνα του z ανήκει στον κύκλο κέντρου )0,0(O  και 

ακτίνας 1, θα είναι 1|| z  ή, ισοδύναμα, 122  yx . Επομένως, θα έχουμε: 

 
|)2(|

|)12(2|

|2|

|2|

2

2
||

xiy

iyx

iz

iz

iz

iz
w












  

     
22

22

22

22

44

1444

)2(

)12(4

xyy

yyx

xy

yx









 . 

     1
441

1414

44)(

14)(4

22

22












y

y

yyx

yyx
. 

 
6.  Έχουμε: 

               22 |2||12||2||12|  zzzz  

         )2)(2()12)(12(  zzzz  

         4221224  zzzzzzzz  

         33  zz  

         1 zz  

         1||1|| 2  zz . 

 Άρα, η εικόνα του z ανήκει στο μοναδιαίο κύκλο. 

 
7. Έχουμε:  

   )1)(1()1)(1( zzzzA   

      zzzzzzzz  11  

      )1(2 zz  

      )||1(2 2z  

      422  . 
 Αν Μ, Κ και Λ είναι οι εικόνες των 

μιγαδικών z, 1  και 1, αντιστοίχως, τότε θα είναι: 

 22|1| MKz  ,    22|1| Mz     και   24 K . 

 Επομένως, η ισότητα 4|1||1| 22  zz , που αποδείξαμε, γράφεται 

 222  KMMK  , 

 που σημαίνει ότι το τρίγωνο ΜΚΛ είναι ορθογώνιο στο Μ. Αυτό ήταν 
αναμενόμενο, αφού το Μ είναι σημείο του μοναδιαίου κύκλου και η ΚΛ 
διάμετρος αυτού. 

 Λ(1) K(-1)

 M(z)

 O  x

y
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8.    Αν yixz  , τότε θα έχουμε: 

|)4(||)1(||4||1| iyxyixizz   

           2222 )4()1(  yxyx  

           16812  yx  

           
8

15

4

1
 xy . 

 Άρα, ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος 

είναι η ευθεία 
8

15

4

1
:  xyε  

    Το ζητούμενο σημείο είναι το ίχνος της καθέτου από την αρχή Ο στην ε. Η 
κάθετος αυτή έχει εξίσωση xy 4  και επομένως οι συντεταγμένες του 

σημείου τομής της με την ε βρίσκεται από τη λύση του συστήματος 











8

15

4

1

4

xy

xy
,   που είναι το ζεύγος   






 

34

60
,

34

15
. 

 
9. Έστω iyxz 111   και iyxz 222  . Επειδή το σημείο 1M  κινείται στον 

κύκλο 222 4 yx  θα ισχύει 

     162
1

2
1  yx .              (1) 

Επομένως, η ισότητα 
1

12
4

z
zz   γράφεται διαδοχικά: 

   
iyx

iyxiyx
11

1122
4


  

   
2
1

2
1

11
1122

)(4

yx

iyx
iyxiyx




  

   
16

)(4 11
1122

iyx
iyxiyx


          (λόγω της (1)) 

   i
yx

iyxiyx
44
11

1122   

   
4

3

4

5 11
22

iyx
iyx  . 

 Επομένως,   
4

5 1
2

x
x     και   

4

3 1
2

y
y  ,   οπότε 

        
5

4 2
1

x
x     και   

3

4 2
1

y
y               (2) 

Γ ( , )
15

34

60

34


 Β(0,-4)

 Α(-1,0)

 ε

 O

 x

y
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 Αντικαθιστούμε τις τιμές αυτές των 1x  και 1y  στην (1) και έχουμε: 

1
925

16
9

16

25

16
16

3

4

5

4 2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2 














 yxyxyx
. 

 Άρα, το σημείο 2M  κινείται στην έλλειψη με μεγάλο άξονα 102 α  και 

εστίες )0,4(E , )0,4(E . 

 

10. α) Έχουμε 
z

zzzzz
1

11||1|| 2   

β) Από τις ισότητες   1||...|||||| 321  κzzzz    έχουμε 

1
1

1

z
z  , 

2
2

1

z
z  , 

κ
κ z

z
z

z
1

,...,
1

3
3  . 

Άρα    |...|
1

...
11

21
21

κ
κ

zzz
zzz

  

    κzzz  ...21  

    |...| 21 κzzz         (αφού  |||| zz  ). 

 
 

5.4   ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΗ  ΜΟΡΦΗ  ΜΙΓΑΔΙΚΟΥ 

 
 
Α΄  ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. Έχουμε 

 α) 24)3(1 22 ρ  και 














2

3
ημ

2

1
συν

θ

θ

. 

 Άρα ένα όρισμα είναι το 
3

π
θ .  Επομένως: 

 





 

3
ημ

3
συν231

π
i

π
i  
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 β) 24)3(1 22 ρ  και 














2

3
ημ

2

1
συν

θ

θ

. 

 Άρα ένα όρισμα είναι το 
3

π
θ  . Επομένως: 

 






















3
ημ

3
συν231

π
i

π
i . 

 γ) 24)3()1( 22 ρ  και 














2

3
ημ

2

1
συν

θ

θ

. 

 Άρα ένα όρισμα είναι το 
3

4

3

ππ
πθ  . Επομένως: 

 





 

3

4
ημ

3

4
συν231

π
i

π
i . 

 δ) 2)3()1( 22 ρ  και 















2

3
ημ

2

1
συν

θ

θ

. 

 Άρα ένα όρισμα είναι το 
3

2

3

ππ
πθ  . Επομένως: 

 





 

3

2
ημ

3

2
συν231

π
i

π
i . 

 ε) Είναι: )0ημ0συν(144 i . 

    στ) Είναι: )ημσυν(44 πiπ . 

 

2. α) )54ημ54συν(24)ημ3003συν(6)51ημ51συν(4 000000 iii   

             i
i

212212
2

2

2

2
24 
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 β) ii
π

i
ππ

i
ππ

i
π

10)10(10
2

ημ
2

συν10
8

3
ημ

8

3
συν2

8
ημ

8
συν5 






 






 






   

 γ) 





 






 






 

10

5
ημ

10

5
συν11

10

3
ημ

10

3
συν

10

2
ημ

10

2
συν

π
i

ππ
i

ππ
i

π
 

       ii
π

i
π

 10
2

ημ
2

συν . 

 
3. Έχουμε: 

 α) i
i

i
i

i

2

35

2

5

2

3

2

1
5)06ημ06συν(5

)001ημ001συν(5

)601ημ601συν(25 00
00

00
















 

 β) 













 






 









 

36

5
ημ

36

5
συν6

3
ημ

3
συν

6

5
ημ

6

5
συν6

ππ
i

ππ
π

i
π

π
i

π

 

      ii
π

i
π

61606
2

ημ
2

συν6 





   

 γ) ))150(ημ)150(συν(
2

1

))ημ(-20)20(συν(14

)301ημ301συν(7 00
00

00

i
i

i





 

     ii
4

1

4

3

2

1

2

3

2

1











 . 

 
4. Από το θεώρημα de Moivre έχουμε: 

 α) ))203(ημ)20συν(3(2))02ημσυν20(2( 003300  ii  

            iii 344
2

3

2

1
8)06ημ06συν(8 00 










  

 β) 













 






 






 

4

5
8ημ

4

5
8συν3

4

5
ημ

4

5
συν(3 8

8
π

i
ππ

i
π

 

           888 3)01(3)2ημ(5)2συν(53  iπiπ  
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 γ)     14ημ4συν
4

ημ
4

συν
16






















 πiπ

π
i

π
. 

 

5. Έχουμε 
4

ημ
4

συν
2

2

2

2

2

1 π
i

π
i

i



.    Άρα: 

  ii
π

i
ππ

i
πi





















 







  

)1(
2

3
ημ

2

3
συν

4
ημ

4
συν

2

1
66

. 

 

6. Αν  
2

31 i
z


 ,   τότε   

3
ημ

3
συν

π
i

π
z  . Άρα: 

        














3
2000ημ

3
2000συν2000 π

i
π

z  

    





 






 

3

2
2333ημ

3

2
2333συν

π
πi

π
π  

    
2

31

2

3

2

1

3

2
ημ

3

2
συν

iiπ
i

π 
















  

 

7. Έχουμε   





 

6
ημ

6
συν231

π
i

π
iz ,   οπότε   






 

6
ημ

6
συν21

νπ
i

νπ
z νν . 

 Άρα:  
6

συν2
6

συν22 1
111121

νπνπ
zzzzzz νννννννν  . 

 

8. Έστω  )ημσυν( φiφρz  . Επειδή 
2

ημ
2

συν
π

i
π

i  , η διαίρεση του μιγαδικού 

z με το i ισοδυναμεί με στροφή της διανυσματικής ακτίνας του z κατά γωνία 

2

π
 . 

 
9. Έχουμε: 

        
2

13

2

13

)1)(1(

)1)(31(

1

31 












 i

ii

ii

i

i

w

z
.            (1) 

Όμως, 






 
3

ημ
3

συν2
π

i
π

z   και  






 
4

ημ
4

συν2
π

i
π

w . Επομένως: 
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12

ημ2
12

συν2
12

ημ
12

συν2

4
ημ

4
συν2

3
ημ

3
συν2

π
i

ππ
i

π

π
i

π

π
i

π

w

z







 







 







 

       (2) 

 Άρα, λόγω των (1) και (2), έχουμε: 

      
















2

13

12
ημ2

2

13

12
συν2

π

π

,  οπότε   

























4

)13(2

22

13

12
ημ

4

)13(2

22

13

12
συν

π

π

. 

 
10. Αν yixz  , τότε: 

      yixxyiyxzz  2222  

   










yxy

xyx

2

22

      










0)12(

022

xy

xyx
 













2

1
ή0

022

xy

xyx
   

























2

1
4

3

ή
0

0
2

2

x

y

y

xx
 









0

10

y

xz
  ή  














2

3

2

1

y

x

  ή  














2

3

2

1

y

x

 

 Άρα, έχουμε τους μιγαδικούς 11 z , 
2

3

2

1
2 iz   και 

2

3

2

1
3 iz  . 

 Για τον 1z  έχουμε: 

 1|| 1 z    και   01 Argz  

 Για τον 2z  έχουμε: 

      1|| 2 z    και   
3

2
2

π
Argz   

Τέλος, για τον 3z  έχουμε: 

   1|| 3 z    και   
3

4
3

π
Argz  , 

αφού    32 zz  . 
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Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 
 

1. α) Ο μιγαδικός 
ν

νν

θiθ

θiθ

θiθ

θiθ
w

)ημσυν1(

)ημσυν(1

ημσυν1

ημσυν1
















  ως πηλίκο δύο 

συζυγών μιγαδικών θα έχει μέτρο 1. Για την εύρεση ενός ορίσματος του w 

θεωρούμε το μιγαδικό 
θiθ

θiθ
w

ημσυν1

ημσυν1
1 


  και έχουμε 

     
)ημσυν(1)ημσυν1(

)ημσυν(1 2

1 θiθθiθ

θiθ
w




  

    
θθ

θθiθθ
22

22

ημ)συν1(

)συν1(ημ2ημ)συν(1




  

    
θθθ

θθiθθθ
22

22

ημσυν2συν1

)συν1(ημ2ημσυν2συν1




  

    
θ

θθiθθ

συν22

)συν1(ημ2συν2συν2 2




  

    
)συν1(2

)συν1(ημ2)συν1(συν2

θ

θθiθθ




  

    θiθ
θ

θiθθ
ημσυν

)συν1(2

)ημσυν)(συν1(2





 . 

 Επομένως, έχουμε 

 νθiνθθiθww νν ημσυν)ημσυν(1  . 

 Άρα, το μέτρο του w είναι 1 και ένα όρισμά του είναι το νθ. 

 β)  Έχουμε: 

 
)α(

100100

100

4
ημ

4
συν1

4
ημ

4
συν1

2

2

2

2
1

2

2

2

2
1

222

222





























































π

i
π

π
i

π

i

i

i

i
 

    1ημ25συν25
4

100
ημ

4

100
συν  πiπ

π
i

π
. 
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2. α) Είναι 







 

4
ημ

4
συν21

π
i

π
i    και   






 

4
ημ

4
συν21

π
i

π
i . 

 Επομένως 

   





 










 

4
ημ

4
συν2

4
ημ

4
συν2)1()1(

νπ
i

νπνπ
i

νπ
ii

νννν  

           Z


 κκπ
νπνπ

,2
44

 

           Z κκν ,4 . 

 β) Έχουμε: 

 
4

συν2
4

ημ
4

συν
4

ημ
4

συν
2

1

2

1
)(

)α( νππ
i

ππ
i

πii
νf

νννν





























 







 








 
 , 

 οπότε 

 )(
4

συν2
4

συν2
4

)4(
συν2)4( νf

νπνπ
π

πν
νf 






 


 . 

Άρα       0)()4(  νfνf . 

 

3. Αν 


1OM  και 


2OM  είναι οι διανυσματικές ακτίνες των εικόνων των 

μιγαδικών 1z  και 2z  αντιστοίχως, τότε έχουμε: 

   
|||||||||||| 21212121 OMOMOMOMzzzz   

     
 

21 OMOM   (άσκηση 15 σελ. 48) 

     21 ArgzArgz  . 

 
4. Έστω yixz  . Τότε: 

α) iyxiz )1(  , οπότε 







































1

3

3

0

3

31

0

6
εφ

1

0

6
)(

xy

x

x

y

x

π

x

y

x
π

izArg . 
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 Άρα, ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι η ημιευθεία 1
3

3
 xy , 0x . 

 β) yixz  11 ,   οπότε 

4
)1(
π

zArg   












4
εφ

1

0

π

x

y

y
 









0

1

y

xy
. 

Άρα, ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι η ημιευθεία 1 xy , 1x . 

γ) i
yx

x

yx

yyx

iyx

yix

iz

z
2222

2

)1()1(

)1(

)1( 













, οπότε 









 2

π

iz

z
Arg
























 











0

2

1

2

1

0

0
22

222

x

yx

x

yyx
. 

Άρα, ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι τα 
σημεία του ημικυκλίου  

22
2

2

1

2

1













  yx ,   0x . 

 

 

 

5. Είναι: 

2|52|  iz 2|)52(|  iz .             (1) 

Άρα, η (1) παριστάνει τον κυκλικό δίσκο που 
ορίζει ο κύκλος C με κέντρο )5,2(K  και 

ακτίνα 2ρ . 

Έστω 1OM  και 2OM  οι εφαπτόμενες του 

κύκλου C από την αρχή των αξόνων. Τότε 

από όλα τα διανύσματα 


OM , όπου Μ σημείο 
του κυκλικού δίσκου, τη μικρότερη γωνία με 

τον άξονα xx  σχηματίζει το 


1OM , και τη 

 O

K( , )0
1

2

y

 x
 

M2

 O

 M

 -2

 M1

 K(-2,5)

 x

 y
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μεγαλύτερη το 


2OM . Επομένως, από όλους τους μιγαδικούς z  που 

ικανοποιούν την (1) το μικρότερο βασικό όρισμα το έχει ο μιγαδικός 1z  που 

απεικονίζεται στο 1M  και το μεγαλύτερο ο μιγαδικός 2z  που απεικονίζεται 

στο 2M . Επειδή ο yy   εφάπτεται του κύκλου C στο 1M  θα είναι iz 51  . 

Για τον προσδιορισμό του 2z  εργαζόμαστε ως εξής: 

Η 2OM  έχει εξίσωση της μορφής  R λxλy ,  και, επειδή εφάπτεται του C, 

θα πρέπει το σύστημα 

 










4)5()2(
)(

22 yx

xλy
  

 να έχει διπλή λύση. Είναι όμως: 

  











4)5()2(
)(

22 xλx

xλy













025)25(2)1( 22 xλxλ

xλy
       

)2(

)1(
 

 Επομένως, πρέπει η διακρίνουσα της (2) να είναι ίση με μηδέν, δηλαδή 
πρέπει 

 
20

21
021100)1(254)25(4 22  λλλλ  

Στην περίπτωση αυτή το σύστημα έχει διπλή λύση την 







29

105
,

29

100
),( yx . 

Άρα, iz
29

105

29

100
2  . 

 

6. Είναι νθiνθz ν ημσυν   και )ημ(-)συν(- νθiνθz ν  . Άρα: 

    νθzz νν συν2   

    νθizz νν ημ2  . 

 
7. α) Είναι  

241)1(_3|||3||)3(||| 22 




  ziziw . 
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 Άρα, ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του w είναι ο κύκλος κέντρου )0,0(O  

και ακτίνας 2ρ . 

 β)   Επειδή 2|| w  και 
4

π
Argw , έχουμε 

22
2

2

2

2
2

4
ημ

4
συν2 ii

π
i

π
w 

















   

 
8. Πρέπει 

 
3

εφ

1

1
1

2

2

2

2 π

κ

κ
κ

κ






      (1)      και      0

1

2
)Im(

2





κ

κ
z .     (2) 

 Όμως, η (1) γράφεται: 

303233323
1

2 22
2




κκκκκ
κ

κ
 ή 

3

3
κ , 

 οπότε, λόγω της (2), έχουμε 
3

3
κ . Άρα: 

2

3

2

1

3

1
1

3

3
2

3

1
1

3

1
1

3

3
1

3

3
2

3

3
1

3

3
1

22

2

iiiz 














































 . 

 
9.  Για να είναι 0)( xf  για κάθε Rx  πρέπει και αρκεί να ισχύει 0 . 

Όμως: 

      0)||1)(||1(14|)|2(0 2
2

2
1

2
21  zzzz  

   )||1)(||1(|| 2
2

2
1

2
21 zzzz   

   )1)(1())(( 22112121 zzzzzzzz   

   212111222121 1))(( zzzzzzzzzzzz   

   2121112222122111 1 zzzzzzzzzzzzzzzz   

   0)1()1(01 21212121212121  zzzzzzzzzzzzzz  
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   0)1)(1(0)1)(1( 21212121  zzzzzzzz  

   0|1| 2
21  zz ,          που ισχύει. 

5.5   ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΕΣ  ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ  ΣΤΟ  C 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. α) Οι λύσεις της εξίσωσης είναι οι μιγαδικοί 

2,1,0,
3

2
ημ

3

2
συν  κ

κπ
i

κπ
zκ , 

 δηλαδή οι 10 z ,   iz 
2

1
1 2

3
, 

2

3

2

1
2 iz  . 

 
 
 
 
 β) Οι λύσεις της εξίσωσης είναι οι μιγαδικοί 

3,2,1,0,
4

2
ημ

4

2
συν  κ

κπ
i

κπ
zκ , 

 δηλαδή οι 10 z ,  iz 1 ,   12 z ,  

iz 3 . 

 
 
 
 
 
 γ) Οι λύσεις της εξίσωσης είναι οι μιγαδικοί 

5,4,3,2,1,0,
6

2
ημ

6

2
συν  κ

κπ
i

κπ
zκ , 

 δηλαδή οι 10 z ,     
2

3

2

1
1 iz  , 

2

3

2

1
2 iz  , 13 z ,  

2

3

2

1
4 iz  ,  

O

 z1

 z2

 z0=1

 x

y

 

O

 z1

 z3

 z2  z0=1

 x

y

 

O z3

 z2  z1

 z5 z4

 z0=1

 x

y

 



 204

2

3

2

1
5 iz  . 
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2. α)   Έχουμε   
2

3
ημ

2

3
συν33 π

i
π

ziz  . Άρα, οι λύσεις της εξίσωσης 

είναι οι μιγαδικοί 

 2,1,0,
3

2

3
2

ημ
3

2

3
2

συν 
















 

















 
 κ

π
κπ

i

π
κπ

zκ  

 δηλαδή οι i
π

i
π

z 
2

ημ
2

συν0  

   i
π

i
ππ

i
π

z
2

1

2

3

6
ημ

6
συν

6

7
ημ

6

7
συν1 













  

 και  i
π

i
ππ

i
π

z
2

1

2

3

6
ημ

6
συν

6

11
ημ

6

11
συν2 













 . 

 β) Έχουμε: 







 

3

4
ημ

3

4
συν164 π

i
π

z

















 





4
3

4
2

ημ
4

3

4
2

συν164

π
κπ

i

π
κπ

z  

                3,2,1,0,
6

23
ημ

6

23
συν2 














 







 

 κ
πκπ

i
πκπ

z  

 γ)   





 

6

5
ημ

6

5
συν2435 π

i
π

z

















 





5
6

5
2

ημ
5

6

5
2

συν2435

π
κπ

i

π
κπ

z  

                         4,3,2,1,0,
30

52
ημ

30

52
συν3 














 







 

 κ
πκπ

i
πκπ

z . 

 

3. α)   Έχουμε,   
4

ημ
4

συν
2

2

2

2

2

)1(2 π
i

π
i

i



. 

 Επομένως, οι ρίζες της εξίσωσης είναι οι μιγαδικοί 
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3
4

2
ημ

3
4

2
συν13

π
κπ

i

π
κπ

zκ 2,1,0,
12

8
ημ

12

8
συν 






 







 

 κ
πκπ

i
πκπ

, 

 δηλαδή οι 














12
ημ

12
συν0

π
i

π
z  

   
2

2

2

2

4

3
ημ

4

3
συν1 i

π
i

π
z 













  

 και  
12

5
ημ

12

5
συν

12

17
ημ

12

17
συν2

π
i

ππ
i

π
z 













 . 

 β) Έχουμε 
3

5
ημ

3

5
συν

2

3

2

1

2

31 π
i

π
i

i



. Επομένως, οι ρίζες της 

εξίσωσης είναι οι μιγαδικοί 

 3,2,1,0,
4

3

5
2

ημ
4

3

5
2

συν 
















 

















 
 κ

π
κπ

i

π
κπ

zκ . 

 γ)  Έχουμε   )ημ64(συν6 πiπz  .   Επομένως, οι ρίζες της εξίσωσης είναι οι 

μιγαδικοί 

       













 







 


6

2
ημ

6

2
συν646 πκπ

i
πκπ

zκ  

    






 





6

)12(
ημ

6

)12(
συν2

πκ
i

πκ
,     5,4,3,2,1,0κ . 

 

4. α)  Έχουμε  0843843 2323  zzzzzz . Με σχήμα Horner 
βρίσκουμε ότι μια ρίζα είναι η 1z  και η εξίσωση γράφεται: 

10)84)(1( 2  zzzz    ή   i
i

z 22
2

44



 . 

 β) Για την 045 24  zz , που είναι διτετράγωνη, θέτουμε wz 2  και 
έχουμε: 

4
2

95
0452 


 wwww    ή   1w . 
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 Αν  4w , τότε 42 z , οπότε iz 2  ή iz 2  

 Αν  1w , τότε 12 z ,  οπότε iz  ή iz  . 

 

5. Η εξίσωση 0107103 23  xxx  έχει πραγματικούς συντελεστές και, αφού 
έχει ώς ρίζα τον i2 , θα έχει και τον συζυγή του i2 . Έτσι το α΄ μέλος θα 

έχει ως παράγοντα το γινόμενο  )2)(2( ixix 542  xx . Εκτελούμε τη 

διαίρεση και βρίσκουμε πηλίκο 23 x και υπόλοιπο 0. Άρα η εξίσωση 
γράφεται: 

0)54)(23( 2  xxx 023  x   ή  0542  xx  

            
3

2
 x      ή   ix 2 . 

 

6. Επειδή 13 w , είναι 0
1

1
1

3
2 





w

w
ww , οπότε ww  21  και 

21 ww  . Έτσι, έχουμε: 

44)2)(2()1)(1( 3222  wwwwwww , αφού 13 w  

 
7. Είναι: 

01 5432  xxxxx 



 0
1

16

x

x




















1

1

1

01 66

x

x

x

x
. 

Άρα οι ρίζες της εξίσωσης είναι οι μιγαδικοί: 

6

2
ημ

6

2
συν

κπ
i

κπ
xκ  ,        5,4,3,2,1κ , 

 αφού, για 0κ , έχουμε 10 x , που εξαιρείται. 

 

8. Έχουμε: 0)3(3)3(0933 223  zzzzzz  

      030)3)(3( 2  zzz   ή  032 z  

      3 z   ή   3iz  . 

 Παρατηρούμε ότι οι εικόνες )0,3(A , )3,0(B , )3,0(   των ριζών ,3  

3i  και 3i  είναι κορυφές ισοπλεύρου τριγώνου, αφού 

32 ABAB  . 
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B΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 

1. α)Έχουμε   






















4
ημ

4
συν21 33 π

i
π

ziz  

            2,1,0,
3

4
2

ημ
3

4
2

συν26 



































 

















 
 κ

π
κπ

i

π
κπ

z . 

 β) Η εξίσωση γράφεται ισοδύναμα 

33 )1)(1()1(  ziz              (1) 

 και επειδή δεν έχει ρίζα τον αριθμό 1z , παίρνει τη μορφή 

          i
z

z












1
1

1
3

.             (2) 

 Θέτουμε 

              w
z

z





1

1
,              (3) 

 οπότε η (2) γράφεται 

iw 13 . 

 Έτσι, λόγω της (α), έχουμε 

         2,1,0,
3

4
2

ημ
3

4
2

συν26 
















 



 κ

π
κπ

i

π
κπ

w .            (4) 

 Όμως, λόγω της (3), είναι 

wzwzw
z

z





1
1

1
 

       wwz  1)1(  

       
w

w
z





1

1
,    αφού   1

)4(

w . 

 Έτσι, η εξίσωση έχει ως λύσεις τους αριθμούς:    
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κ

κ
κ w

w
z





1

1
,   όπου   2,1,0,

3
4

2
ημ

3
4

2
συν26 

















 



 κ

π
κπ

i

π
κπ

wκ . 

 
2. α΄ τρόπος: 

 Η εξίσωση 0)1(222 223456  zzzzzz    γράφεται διαδοχικά 

   0122222 23456  zzzzzz  

     01)1(2 23456  zzzzzz  

       01
1

1
2

6
6 





z

z
z  

 (αφού ο 1z  δεν είναι ρίζα της εξίσωσης) 

           1,0167  zzzz  

       1,0)1()1(6  zzzz  

            1,0)1)(1( 6  zzz . 

 Επομένως, 1z  ή ( 16 z , με 1z ). Για 1z , έχουμε: 

   )1)(1(01 336  zzz  

    0)1)(1)(1)(1( 22  zzzzzz  

    012  zz    ή   01z    ή   012  zz  

    
2

31 i
z


    ή   1z      ή   

2

31 i
z


  

 Επομένως, οι ρίζες είναι οι: 

 1  (διπλή),   
2

31 i
   και   

2

31 i
. 

 β΄  τρόπος: 

 Μια προφανής ρίζα είναι η 1z . Έτσι η εξίσωση, σύμφωνα με το σχήμα 
Horner, γράφεται: 

 0)1)(1( 2345  zzzzzz 01 z    ή   012345  zzzzz  

       01 z    ή   0
1

16





z

z
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       1 z       ή   1( 6 z   με  1z ) 

    1 z       ή   
6

2
ημ

6

2
συν

κπ
i

κπ
z  ,    5,4,3,2,1κ  

    1 z (διπλή)  ή  
2

31 i
z


   ή  

2

31 i
z


 . 

 
3. Έχουμε: 

 6,5,4,3,2,1,0,ημσυν101 77  κzzπiπzz κ , 

 όπου  





 





7

2
ημ

7

2
συν

κππ
i

κππ
zκ . 

 Επομένως 

   
7

ημ
7

συν0
π

i
π

z  ,  24 zz  , 

   
7

3
ημ

7

3
συν1

π
i

π
z  ,  15 zz  , 

   
7

5
ημ

7

5
συν2

π
i

π
z    06 zz  . 

   1ημσυν3  πiπz , 

 Το πολυώνυμο 17 z  γράφεται 

         )1)(1(1 234567  zzzzzzzz             (1) 

 Όμως 

       ))()()()()()((1 6543210
7 zzzzzzzzzzzzzzz   

   ))()()(1)()()(( 012210 zzzzzzzzzzzzz   

        ))(())(())(()1( 221100 zzzzzzzzzzzzz       (2) 

 Από τις ισότητες (1) και (2) έχουμε: 

          ))(())(())((1 221100
23456 zzzzzzzzzzzzzzzzzz  . 

 Καθένας από τους τρεις παράγοντες του δευτέρου μέλους είναι τριώνυμο 
δευτέρου βαθμού με πραγματικούς συντελεστές. Πράγματι, ο παράγοντας 

))(( 00 zzzz   γράφεται 
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  ))(( 00 zzzz 0000
2 )( zzzzzz   

         1
7

συν22 
π

zz . 

 Ομοίως         ))(( 11 zzzz  1111
2 )( zzzzzz   

        1
7

3
συν22 

π
zz  

 και         ))(( 22 zzzz  2222
2 )( zzzzzz   

         1
7

5
συν22 

π
zz . 

 
4. Έχουμε 

 0)1)(1(0)1()1(0)1( 22222322  zzzzzzzzz  

            012  z   ή  012  zz  

         012  z   ή  ( 13 z ,   με   1z ) 

        iz     ή   ωz    ή   ωz , 

όπου 
3

2
ημ

3

2
συν

π
i

π
ω  , αφού   1z . 

 Θέτουμε, τώρα, καθεμιά από τις ρίζες αυτές στην εξίσωση 012 1416  zz  
και ελέγχουμε αν την επαληθεύουν ή όχι. Έτσι: 

 Για iz  είναι: 

 01211212 14161416  iizz . 

 Άρα, ο μιγαδικός i είναι ρίζα και της εξίσωσης 012 1416  zz . Επειδή η 
εξίσωση αύτή έχει πραγματικούς συντελεστές, ο συζυγής του i, δηλαδή ο i  
θα είναι και αυτός ρίζα της. Άρα, οι αριθμοί i και i  είναι κοινές ρίζες των 
εξισώσεων. 

 Για ωz , επειδή 13 ω , είναι: 

        1212 212151416  ωωωωωω  

    00)1(12 22222  ωωωωωωω  

 Άρα, η ω δεν είναι κοινή ρίζα των εξισώσεων, οπότε και η συζυγής της δεν 
μπορεί να είναι κοινή ρίζα αυτών. 

 Τελικά, οι δύο εξισώσεις έχουν δύο ρίζες κοινές, τους μιγαδικούς i  και i . 
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5. α΄  τρόπος:  Η εξίσωση:  137 zz  γράφεται ισοδύναμα  

   1||1)|(|1)( 6432434  zzzzzzz .             (1) 

 Επομένως: 

1)(11||1||1|||||1||| 32106464  zzzzzzzzzz . 

 Άρα η (1) γράφεται: 

111)( 434  zzzzz   ή  iz  . 

 β΄  τρόπος: Έστω   )ημσυν( θiθρz   η τριγωνομετρική μορφή του z . 

Τότε η εξίσωση γράφεται 

      1)ημ4συν4(1))ημ(-3)συν(-3()ημ7συν7( 1037  θiθρθiθρθiθρ  

               1 ρ   και  Z κκπθ ,24  

                1 ρ  και 
2

κπ
θ , Zκ . 

 Άρα, οι ρίζες είναι 

10 z ,       i
π

i
π

z 
2

ημ
2

συν1 , 

1ημσυν2  πiπz     και     i
π

i
π

z 
2

3
ημ

2

3
συν3 . 

 

6. Έστω ξ  μία πραγματική ρίζα της εξίσωσης. Τότε νν iξpiξ )1()1(  , οπότε 

 
ν

ν

iξ

iξ
p

)1(

)1(




 .   Άρα   11

|1|

|1|

1

1

1

1

)1(

)1(
|| 






























 ν

ννν

ν

ν

iξ

iξ

iξ

iξ

iξ

iξ

iξ

iξ
p . 

 
7. α) Είναι: 

2
1

)2(
21 


 xx    και   4

1

4
21 xx . 

 Άρα, 

 44222)( 2
21

2
21

2
2

2
1  xxxxxx      και     16)( 2

21
2
2

2
1  xxxx  
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 β) Αφού η εξίσωση  02  qpxx   έχει ρίζες τις 2
11 xρ   και 2

22 xρ   θα 

ισχύει: 

 4)()( 2
2

2
121  xxρρp    και   162

2
2
121  xxρρq . 

 

8. α) Η εξίσωση 0)συν45(συν2συν 222  θzθzθ  είναι β΄ βαθμού ως 

προς z και έχει διακρίνουσα: 

         )συν45(συν4)συν2( 222 θθθ   

    )συν44(συν4)συν451(συν4 2222 θθθθ   

    222 )ημσυν4()συν41(συν16 θθθθ  0 . 

 Έτσι έχουμε: 

θi
θθ

θi

θ

θθiθ
z εφ2

συν

1

συν

ημ21

συν2

συνημ4συν2
22,1 





 . 

 β) Οι εικόνες των λύσεων, καθώς το θ μεταβάλλεται στο 







2
,

2

ππ
, είναι 

τα σημεία με συνισταμένες 





  θ

θ
yx εφ2,

συν

1
),( . Έτσι, θα έχουμε: 














θ

θ
y

θ
x

συν

ημ
2

συν

1

,   οπότε   














θ

θ
y

θ
x

2

2
2

2
2

συν

ημ
4

συν

1

   και  άρα   














θ

θy

θ
x

2

22

2
2

συν

ημ

4

συν

1

. 

 Επομένως   1
συν

συν

συν

ημ1

21 2

2

2

2

2

2

2

2





θ

θ

θ

θyx
.   Άρα, οι εικόνες των λύσεων της 

εξίσωσης κινούνται στην υπερβολή 

1
21 2

2

2

2


yx

. 

 
9. Έχουμε 

   01)1(01 445459  xxxxxx  

          010)1)(1( 454  xxx      (1)   ή   015 x      (2) 

 Όμως:      10)1)(1(01 2224  xxxx  ή 12 x 1 x  ή  ix   



 213

 και         πiπxxx ημσυν101 555   

           4,3,2,1,0,
5

2
ημ

5

2
συν 





 κ

πκπ
i

πκπ
x . 

 
 

ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 5ου ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 

 
 
Γ΄  ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. α) Έχουμε 

zz

z

z

z

z

zz

zz

z
f

11

)1()1(

11

1
1

1
1

1













































 







  

     )(
)1)(1(

)(

)1()1(

zf
zz

zz

zz

zz
zz

zz












 . 

 β) Έχουμε: 

zz

zzzz
zf





1

)( i
xα

yβ

xα

yβxα

xα

yiβyβxα








2

1

2

12 22222222

. 

 Έτσι: 

  1
11

1010))(Re(
2

2

2

2
22222222 





















β

y

α

x
yβxαyβxαzf , 

Άρα, τα σημεία ),( yxM  βρίσκονται στην έλλειψη 1
11

2

2

2

2





















β

y

α

x
. 

 
2. Αν yixz  ,  τότε η ισότητα 1ww  γράφεται διαδοχικά 
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      iα
α

ziz 
1

 

    iα
α

iyixyix 
1

)(  

                 iα
α

iyxyx 
1

)()(  

 Επομένως 










αyx
α

yx
1

   και με πολλαπλασιασμό κατά μέλη έχουμε 

122  yx  που είναι εξίσωση ισοσκελούς υπερβολής. 

 
3. α) Αν yixz  ,  τότε θα έχουμε 

 1)2(3
13

2

13

2

















xy
λy

xλ

λy

λx
73  xy . 

 Άρα, ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του  z είναι η ευθεία  73  xy . 

 β) Έχουμε: 

iλλwizw 3)3(1  . 

 Άρα, αν yixw  , τότε θα ισχύει: 
















λy

xλ

λy

λx

3

3

3

3
93)3(3  xyxy . 

 Επομένως, ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του w  είναι η ευθεία 
93  xy . 

 (γ) Το πλησιέστερο σημείο της ευθείας ε : 73  xy  από το σημείο )0,0(O  

είναι το ίχνος της κάθετης η προς την ε από το )0,0(O . Επειδή 1 ηε λλ , 

έχουμε 
3

1
ηλ . Άρα, η ευθεία η έχει εξίσωση xy

3

1
 . Έτσι, το ζητούμενο 

σημείο θα είναι το σημείο τομής των ε και η. Επιλύοντας το σύστημα 











xy

xy

3

1

73
 βρίσκουμε ότι οι συντεταγμένες του σημείου αυτού είναι 
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10

7
,

10

21
),( yx . Άρα, το πλησιέστερο σημείο της ε προς το Ο θα είναι το 







 

10

7
,

10

21
A . 

4. α)  Αν yixz  , τότε 

|)1(||2)12(||||12| iyxyixizz   

   2222 )1()2()12(  yxyx  

   0124144 2222  yyxyxx  

   02343 22  yyxx  

   
222

2
2

2

3

1

3

2

3

1

3

1
2

3

2

3

2
2 



















































 yyxx  

   

222

3

5

3

1

3

2

















 






  yx . 

 Άρα, οι εικόνες των μιγαδικών z που 
ικανοποιούν την ανίσωση είναι τα εσωτερικά 
σημεία του κυκλικού δίσκου με κέντρο 









3

1
,

3

2
K  και ακτίνα 

3

5
ρ . 

 
 β) Αν  yixz  , τότε έχουμε 

 xyixzz  1|)1(|)Re(1|1|  

   xyx  1)1( 22    










01

)1()1( 222

x

xyx
 

   










01

42

x

xy
   xy 42  . 

 Άρα, οι εικόνες των μιγαδικών που ικανοποιούν την εξίσωση είναι τα σημεία 

της παραβολής xy 42  . 

 
5. Αν   ννν iyxz  ,    κν ,...,2,1 ,   τότε 

 K

 x΄  x

 y΄

 y

 O

 1/3

 -2/3

 

  y x2 4

 O  x

y

 



 216

 )...()...(... 212121 κκκ yyyixxxzzz   

 Επομένως, αν υποθέσουμε ότι 0...21  κzzz , τότε θα έχουμε 

   0...21  κxxx    και   0...21  κyyy             (1) 

 Εφόσον, όμως, οι εικόνες των μιγαδικών 

κzzz ,...,, 21  βρίσκονται στο ίδιο 

ημιεπίπεδο της ευθείας xλy , Rλ  και 

δεν ανήκουν σ’αυτήν, θα ισχύει 

( νν xλy   για κάθε ν) 

ή  ( νν xλy   για κάθε ν), 

οπότε θα έχουμε 

 )...(... 2121 κκ xxxλyyy     ή  

 )...(... 2121 κκ xxxλyyy  . 

 Έτσι, λόγω της (1), θα ισχύει 00  λ    ή   00  λ , που είναι άτοπο. 

 

6. Από την ισότητα, νν zz  )1( , αν yixz  , 

έχουμε: 

   νννν zzzz |||1||||)1(|   

   |||1| zz   

   |||)1(| yixyix   

   2222)1( yxyx   

   021  x  

   
2

1
 x . 

 Άρα, κάθε λύση της εξίσωσης ανήκει στην ευθεία 
2

1
x . 

 

7. α) Αφού το τριώνυμο γxβxαxf  2)(  με Rγβα ,,  και 0α  δεν έχει 

πραγματικές ρίζες, ως γνωστόν, οι τιμές του για κάθε Rx  θα είναι 
ομόσημες του α. Έτσι οι )(),( λfκf  θα είναι ομόσημοι του α, άρα και 

μεταξύ τους, οπότε 0)()(  λfκf , δηλαδή 0))(( 22  γβλαλγβκακ . 

 β) Επειδή 12 zz  , έχουμε: 

      ))(())(( 1
2
11

2
12

2
21

2
1 γzβzαγzβazγzβzαγzβaz   

 





O  xν

 yν
 zν  (ε)

 θ
 λxν

 x

y

 

 O

 x=1/2

11/2 x΄  x

 y΄

 y
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              ))(( 1
2
11

2
1 γzβzαγzβaz   

               0|| 2
1

2
1  γzβaz , 

 αφού ο 1z  δεν είναι ρίζα του γzβzα 2 . 

8. Οι ρίζες της εξίσωσης 1νz  είναι οι: 

1,...,2,1,0,
2

ημ
2

συν  νκ
ν

κπ
i

ν

κπ
zκ . 

 Επομένως η σχέση 0...1 121  νzzz  γράφεται 

0
)1(2

ημ...
4

ημ
2

ημ
)1(2

συν...
4

συν
2

συν1 






 








 


ν

πν

ν

π

ν

π
i

ν

πν

ν

π

ν

π
. 

 Άρα   

 0
)1(2

ημ...
4

ημ
2

ημ 



ν

πν

ν

π

ν

π
 

 και            1
)1(2

συν...
4

συν
2

συν 



ν

πν

ν

π

ν

π
. 
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