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ΠΕΡΙΦ/ΚΗ Δ/ΝΣΗ Α/ΘΜΙΑΣ & Β/ΘΜΙΑΣ 

ΕΚΠ/ΣΗΣ ΘΕΣΣΑΛΙΑΣ 
ΔΙΕΥΘΥΝΣΗ Β/ΘΜΙΑΣ ΕΚΠ/ΣΗΣ ΜΑΓΝΗΣΙΑΣ  

 
1ο ΛΥΚΕΙΟ ΝΕΑΣ ΙΩΝΙΑΣ    

 

 

MAΘΗΜΑ  4
Ο 

 

 

ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝ ΟΡΙΩΝ 

 
  

 

Το 

 

 ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ  
 

 

περιλαμβάνει 

 

ΒΑΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ME ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 

 

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΠΡΟΣ ΑΝΑΠΤΥΞΗ 
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6. lim k f (x)  k lim f (x) , 

εφόσον lim g(x)  0 
xx0 

 

5. 

lim f (x) 
  f (x) 

 
x x0 ,

 
x x0  g(x) lim g(x) 

x x0 

4. lim 
x x0 x x0 

lim ( f (x)  g(x))  lim f (x)  lim g(x) 
x x0 

x x0 

 
 

3. 

lim (κf (x))  κ lim  f (x) , για κάθε σταθερά κ R 
x x0 

2. 

 

 

 

 

 

ΒΑΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ 

 
 
 

 
 

Απάντηση 
Για το όριο ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες : 

α) Θεώρημα 1ο 

β) Θεώρημα 2ο 

 

γ) Θεώρημα 3ο 

 

δ) Θεώρημα 4ο 

1. Να γράψετε τις ιδιότητες των ορίων ορίου στο xo . 

xx0 xx0 

Αν οι συναρτήσεις f , g έχουν όριο στο x0 και ισχύει f (x)  g(x) κοντά στο x0 , τότε 

lim f (x)  lim g(x) 

x x0 
 Αν  lim  f (x)  0 ,  τότε  f (x)  0 κοντά στο x0 

x x0 
 Αν  lim  f (x)  0 ,  τότε f (x)  0 κοντά στο x0 

εφόσον f (x)  0 κοντά στο x0 . 
x x0 x x0 

lim | f (x) |  lim f (x) 
x x0 

x x0 x x0 
lim ( f (x)  g(x))  lim f (x)  lim g(x) 
x x0 

1. 

Αν υπάρχουν τα όρια των συναρτήσεων f και g στο x0 , τότε: 
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Θα είναι τότε 

lim 
P(x) 

 
P(x0 ) 

x x0  Q(x) Q(x0 ) , όπου Q(x0 )  0 

με 

Q(x0 )  0 . 

 
x R 

πολυώνυμα του x και 
P(x) , Q(x) 

f (x) 
 P(x) 

—Έστω   η  ρητή  συνάρτηση Q(x) , όπου 

lim P(x)  P(x0 ) x x0 

και 
x

0 
R 

.Είναι τότε : 1 0 ν 1 

ν1 α x  α x  α ν 

— Έστω τώρα το πολυώνυμο P(x)  αν x 
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. 

ε) Θεώρημα 5ο 

 

στ) Ισχύει ότι 

● | ημx | |x |,  για κάθε 

 

x R .Η ισότητα ισχύει μόνο όταν 

 
x  0 . 

 

 lim ημx  
ημx
xx0 

 lim ημx  
1

● lim συνx  συνx 
xx0 

● 
lim

 συν x 1 
 0

 

x0 x x0 x 
 

 

Απάντηση 
 

 
Αν θέλουμε να υπολογίσουμε το όριο της σύνθετης συνάρτησης 

 

f  g 

 
στο σημείο 

 

x0 ,δηλαδή το 

lim 
x x0 

f (g(x)) , τότε εργαζόμαστε ως εξής: 

1. Θέτουμε u  g(x) . 

2. Υπολογίζουμε (αν υπάρχει) το u0  lim g(x) 
x x0 

 
και 

3. Υπολογίζουμε (αν υπάρχει) το   lim 
u u0 

f (u) . 

Αν g(x)  u0 κοντά στο x0 , τότε το ζητούμενο όριο είναι ίσο με  , δηλαδή ισχύει: 

lim 
x  x0 

f ( g( x))  lim 
uu0 

f (u) . 








Απάντηση 

α) Για τον υπολογισμό του ορίου στο  ή 

παρακάτω βασικά όρια: 

 
 

 ενός μεγάλου αριθμού συναρτήσεων χρειαζόμαστε τα 

 
● lim x 

ν
  


και lim 

1 
 0 , N

*
 

x  x  x ν 

● 
lim x 

ν  
 , αν ν άρτιος  και lim 

1 
 0 , 

 
 

3 . Να γράψετε τις ιδιότητες για το όριο στο άπειρο . 

Κριτήριο παρεμβολής. 

  

τότε lim f (x)   
xx0 

Έστω οι συναρτήσεις f ,g, h . Αν 

 h(x)  f (x)  g(x) κοντά στο x0 και 

 lim h(x)  lim g(x)   , 

2 . Πώς υπολογίζουμε το όριο της σύνθετης συνάρτησης f  g στο xo . 

0 0 
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ν ν 1 0 ν 

1 

α x α x 

   

α α 

κ 0 


* 

. 
x  - , αν ν περιττός x  x ν 

β) Για την πολυωνυμική συνάρτηση P(x)  α  xν  α xν1  α , με α  0 

 

ισχύει: 

lim P(x)  lim (α xν ) και lim P(x)  lim (α xν ) 
x x 

ν
 x x 

ν
 

α  xν  α xν1  α x  α 
γ) Για τη ρητή συνάρτηση f (x)     ν ν 1 1 0 , α  0 , β  0 ισχύει: 

β x κ  β 
 

κ 1 x κ1  β x  β ν κ 

 
lim  ν  f (x)   lim    ν 


και 

 
lim  ν  f (x)   lim    ν 

x x
κ 
x κ  x x

κ 
x κ 

δ) Για το όριο εκθετικής - λογαριθμικής συνάρτησης ισχύει ότι 

 Αν α  1 (Σχ. 60), τότε 

 

 

 

 

 Αν 0  α  1 (Σχ. 61), τότε 

lim α x   , 
x



lim log x   , 
x0 

 

 

lim α x  0 
x



lim log x  
x









Σχόλια 

● Για  να  αναζητήσουμε  το  όριο  μιας  συνάρτησης f στο    , πρέπει η f να είναι ορισμένη σε 

διάστημα της μορφής (α,) . 

● Για να αναζητήσουμε το όριο μιας συνάρτησης f στο  πρέπει η f να είναι ορισμένη σε 

διάστημα της μορφής (, β) . 

● Για τα όρια στο  ,  ισχύουν οι γνωστές ιδιότητες των ορίων στο

— x0 με την προϋπόθεση ότι: οι συναρτήσεις είναι ορισμένες σε κατάλληλα σύνολα και 

— δεν καταλήγουμε σε απροσδιόριστη μορφή. 
  

lim logα x  
xx0 

lim logα x   , 

lim α x  
x

lim α x  0 , 
x

 
 

 

 
 

  

 

 
 

 

  

 

β β 
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0 0 

  

 
0 


 
0 



0 

0 

 

 

ΟΡΙΟ ΚΑΛΩΣ ΟΡΙΣΜΕΝΟ 

Για να είναι καλώς ορισμένο ένα όριο της μορφής 

 
lim f  x  , πρέπει να υπάρχει στο πεδίο ορισμού 
xx0 

περιοχή της μορφής α, x   x ,β


 ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΟΡΙΩΝ - υπολογισμός ορίων με απλή αντικατάσταση 
 

α) lim x
3 
 7x

2 
 6x 1  (1)

3 
 7 1 

2 
 6(1) 1  1 7  6 1 13 

x1 
 

x  2  1 x 
β) lim  

3  2  1 3 
 

5  2 
 1 .

 

x3 x  2  2 3  2  2 5  2 
 

 

 

 

 

2 ΟΡΙΟ ΡΗΤΗΣ 
 0 



 
 Κάνουμε αντικατάσταση όπου x το x , για να διαπιστώσουμε αν είναι όριο της μορφής 

 0 


0 

 

 Παραγοντοποιούμε αριθμητή και παρονομαστή , για να εμφανίσουμε τον παράγοντα

 Απλοποιούμε το x  x0  και βρίσκουμε το όριο πηλίκου

 Αν εμφανιστεί πάλι απροσδιοριστία 
 0  

επαναλαμβάνουμε τα προηγούμενα βήματα

 

 
 

x  x0 

 

 Παρατήρηση: Η συνάρτηση που προκύπτει μετά την απαλοιφή του παράγοντα x  x0 έχει την ίδια 

γραφική παράσταση με την αρχική με εξαίρεση το σημείο x0 . 
 

 

3 ΑΡΡΗΤΕΣ 
 

 Άρρητες της μορφής  Α   Β  , Α  Β

 0 
Αν έχουμε απροσδιοριστία   , τότε πολλαπλασιάζουμε αριθμητή και παρονομαστή με τη 

 

συζυγή παράσταση των όρων που περιέχουν τα ριζικά και 
στη συνέχεια παραγοντοποιούμε και απλοποιούμε 

 

 

 

 

 

1 
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3 Γ 



  

 
0 



 Άρρητες της μορφής 3 Α 


Πολλαπλασιάζουμε αριθμητή και παρονομαστή με την παράσταση  3   Α  3 Β  ώστε να 

προκύψει η ταυτότητα   3  Α  3  Β  3  
Α

2   
 3  Α  3  Β  

3  
Β

2     3  Α 
3  

  3  Β 
3  

 Α Β 
 

Γενικά αν τα ριζικά είναι της μορφής v Α  v Β , πολλαπλασιάζουμε και τους δύο όρους με την 

παράσταση   v   Α 
v1  

  v   Α 
v2  

v  Β   ..   v  Β 
v1

 

 

 Άρρητες της μορφής Α  Β 

Γ 

ή 3 Α  Β Γ 

 

Κάνουμε διάσπαση του Γ στους αριθμούς που προκύπτουν αν αντικαταστήσουμε x  x0 στις ρίζες 

ή ή Β .Χωρίζουμε σε επιμέρους κλάσματα και εφαρμόζουμε κάποια από τις προηγούμενες 

μεθόδους. 

 Ριζικά με το ίδιο υπόριζο διαφορετικών τάξεων 

- Βρίσκουμε το ΕΚΠ = κ των τάξεων και των ριζών 

Θέτουμε 
- 

κ f x   y οπότε αφού x  x τότε y  κ f x0 





4 ΟΡΙΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΜΕ 
ΚΛΑΔΟΥΣ 

 
 f1  x , 

 
 
x  x0 

 Όταν η συνάρτηση είναι της μορφής : f  x   

 f2  x , x  

x0 

τότε για να βρούμε το lim f  x 
xx0 

βρίσκουμε τα πλευρικά όρια της f στο x0 , δηλαδή: lim 
xx 




f x   lim 
xx 



f1 x  και 

0 0 

lim 
xx 




f x   lim 
xx 



f2 x . Αν αυτά είναι ίσα τότε υπάρχει το lim f  x 

x x 
0 0 

 

 

 

 

 Όταν η συνάρτηση είναι της μορφής : 

 
 f1  x , 

f  x 


x  

x0 

0 
 

 

 

 

τότε 

 
lim f x   lim f1 x  ενώ 

 

f x0   c 

c, x  

x0 

xx0 xx0 

 

 

5 ΟΡΙΟ ΤΗΣ ΜΟΡΦΗΣ 
 0  

ΠΟΥ ΠΕΡΙΕΧΕΙ ΑΠΟΛΥΤΕΣ ΤΙΜΕΣ 
 



1Ος Τρόπος 

 Αν κανένα απόλυτο δεν μηδενίζεται για

 
x  x0 : 

Απαλλάσσουμε τη συνάρτηση από τις απόλυτες τιμές , ανάλογα με το αν οι παραστάσεις μέσα 

σε αυτές είναι θετικές ή αρνητικές ( κάνοντας αντικατάσταση x  

x0 

και βρίσκοντας το 

 

 

0 
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0 



   

πρόσημο ) Υπολογίζουμε το 

όριο σύμφωνα με κάποια από 

τις προηγούμενες μορφές. 
 

 
 

Αν το απόλυτο μηδενίζεται για 

x  x0 : 

Κατασκευάζουμε πίνακα προσήμων των παραστάσεων που περιέχονται στα απόλυτα. 
Παίρνουμε πλευρικά όρια, απαλλάσσοντας , ανάλογα , τη συνάρτηση από τις απόλυτες τιμές. 

Για να υπάρχει το lim f  x  , πρέπει : 
xx0 

lim 
xx 




f x   lim 
xx 



f x 

0 0 
 
 

2ος Τρόπος 
 

Βρίσκουμε το όριο της παράστασης που περιέχεται στο απόλυτο. Με βάση το πρόσημο του ορίου 

αφαιρούμε τα απόλυτα και υπολογίζουμε το όριο. Αν το όριο της παράστασης που βρίσκεται στο 

απόλυτο είναι ίσο με μηδέν, τότε , όπως και πριν υπολογίζουμε τα πλευρικά όρια. 
 

6 ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ 

Με πράξεις παρεμβάλουμε τη ζητούμενη συνάρτηση f  x  ανάμεσα σε δύο άλλες συναρτήσεις: 

gx  f x   hx  , οι οποίες πρέπει να έχουν κοινό όριο όταν x  x0 

Παρατήρηση: Χαρακτηριστικό για την εφαρμογή του κριτηρίου περεμβολής είναι η ύπαρξη διπλής 

ανισότητας Βx  Αx  Γx  
ή 

Αx Βx   Βx   Αx  Βx 



7 ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΑ ΟΡΙΑ 
 

 Θέτουμε όπου x το x0 γιατί:lim ημx  ημx0 , 
xx0 

lim συνx  συνx0 

xx0 

, lim εφx  εφx0 
xx0 

( κπ 
 π 

,κ  ) 
2 

 

 ¨Όταν έχουμε απροσδιοριστία 
 0  

, τότε προσπαθούμε να εμφανίσουμε τα όρια :

 

lim 
x0 

ημx 
 1

 

x 
ή  
lim 

x0 

συνx  1 
 0

 

x 

 

 Όριο με αλλαγή μεταβλητής:

Για να υπολογίσουμε το lim f gx  θέτουμε u  gx  , βρίσκουμε u0  lim gx  με u  u0 κοντά 
xx0 

στο x0 και στη συνέχεια βρίσκουμε το 

 ημαx 

lim f 

u
uu0 

 
 ημαx 

xx0 

 

 
ημu 

 Ειδικά για το όριο lim 
u0 αx 

θέτουμε αx  u , τότε lim 
x0 αx 

 lim  1 
u0 u 

 

 «Μηδενική επί φραγμένη»

 
Όταν έχουμε γινόμενο συναρτήσεων των μορφών : 

 
f  x  ημ

 1 
ή 

g x 

 
f  x  συν

 1 
όπου 

g x 
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8 

lim gx   0  lim f x  εφαρμόζουμε το κριτήριο παρεμβολής, λαμβάνοντας υπόψη ότι 
xx0 xx0 

ημαx   1 , συν αx   1 και ημx  x 
 
 

 

ΟΡΙΑ ΜΕ ΧΡΗΣΗ ΒΟΗΘΗΤΙΚΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

Δίνεται :  lim
Π f x ,  ..  

lim f  x  . Τότε: 
xx0 

 

. Όπου Π = παράσταση που περιέχει την f  x  και ζητείται το 

- Θέτουμε με g  x  την παράσταση γνωστού ορίου 

- Λύνουμε ως προς τη συνάρτηση f  x  . 
- Βρίσκουμε το lim f  x  μέσω της προηγούμενης σχέσης. 

xx0 
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0 

 Αν ζητείται η εύρεση του ορίου μιας άλλης συνάρτησης που περιέχει την f  x  και 

έχουμε 

 0 
απροσδιοριστία   τότε μορφοποιούμε με προσθαφαιρέσεις ή παραγοντοποιήσεις 
το 

 

ζητούμενο όριο για να καταλήξουμε σε παραστάσεις με γνωστά όρια. 
 

 

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΕΣ  

 
 

1.Για τα όρια της μορφής  

0x x
lim f(x)


  ισχύουν 
 

Α. Η  εύρεση  του ορίου    
)x(flim

0xx
  προυποθέτει  ότι  η  f  ορίζεται  σε  διάστημα  της  

μορφής  (α , χο )( χο , β). 
 
Β. Η εφαρμογή  των  ιδιοτήτων  προυποθέτει ότι  υπάρχουν  τα  όρια  και  οι  πράξεις  
μεταξύ  τους  είναι  επιτρεπτές. 
 

Γ. ΓΕΝΙΚΑ  στην  εύρεση  του    
0xx

)x(flim


 

 Εξετάζουμε  αν  εφαρμόζοντας  τις  βασικές ιδιότητες του ορίου  ή  το  Κριτ.  

Παρεμβολής  ή  τα  βασικά  τριγ.  όρια  βρίσκουμε  όριο  πραγμ.  αριθμό. 

 Αν      ΝΑΙ               ΤΕΛΟΣ 

 Αν      ΟΧΙ          τότε 
 

 ΣΤΗΝ ΑΠΡ/ΣΤΙΑ   
0

0
   κάνουμε  όλες  εκείνες  τις  ενέργειες (παραγοντοποίηση , 

απαλοιφή  απολύτου , συζυγή παράσταση……. ώστε  να  οδηγηθούμε  σε  άρση 

της  απροσδιοριστίας ή σε απροσδιοριστία   
0


 . 

 Η  ΑΠΡ/ΣΤΙΑ   
0


  μας  οδηγεί  σε  όριο    

       

 

 

  2. Χρησιμοποιούμε το κριτήριο παρεμβολής ,όταν μας δίνεται  

    ανισοτική     σχέση της μορφής h(x) f(x) g(x)    ή η συνάρτηση έχει  

   μια από τις  παρακάτω μορφές 

     


x

1
x)x(f    ή 


x

1
x)x(f    ή  





 
x

1
x

x

1
x)x(f  

 

http://blogs.sch.gr/iraidos/


   ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ                                                     Γ΄  ΤΑΞΗΣ  ΓΕΛ 
 

Επιμέλεια αρχείου: Ηλίας Ράιδος  Καθηγητής Μαθηματικών.                                             E-mails:raidosi@yahoo.gr  
                                                          http://blogs.sch.gr/iraidos/                                                          iraidos@gmail.com 

Σελίδα 11 από 21 

 

 

    3. ΟΡΙΟ ΑΠΟ ΣΧΕΣΗ ΟΡΙΟΥ 

Δίνεται  ότι  L  )) x(f (   lim
0xx


  (δηλαδή  είναι γνωστό  το όριο μιας δοσμένης  

παράστασης  της  )x(f ) 

Και  ζητείται  το  f(x) lim
0xx     ή   το    L  ))x(f (   lim

0xx



 

δηλαδή  το όριο  μιας άλλης παράστασης της  f . 
 
Εργαζόμαστε ως  εξής 

 Συμβολίζουμε τη δοσμένη παράσταση της f . Π.χ.  ))x(f ( ) g(x     (1) 

 Λύνουμε  την (1) ως προς την f  και  στη  συνέχεια  παίρνουμε  όρια 
 
 

   4. Προσοχή!!! Μπορούμε να γράφουμε 
)()(lim o

xx

xfxf
o




 μόνον όταν  

    γνωρίζουμε ότι η συνάρτηση είναι συνεχής στο χο. Όταν για μια  
   συνάρτηση, (του βιβλίου σας) , γνωρίζουμε τον τύπο της ασυνέχεια  
  ενδεχομένως να έχουμε μόνο στα σημεία που αλλάζει ο τύπος της. Αν  
 δεν γνωρίζουμε τον τύπο της συνάρτησης τα συμπεράσματά μας , για  
 τη συνέχεια,  θα προκύπτουν μόνο από τα δεδομένα. 
 

 
     5. Αν σε κάποια συνάρτηση δεν μπορούμε να βρούμε απευθείας την  

   τιμή της στο χο ενδεχομένως να χρειάζεται να υπολογίσουμε το όριό  
    της στο χο. Αν έχουμε ότι η συνάρτηση είναι συνεχής στο χο , τότε η 

    τιμή της θα συμπίπτει με το όριό της. Αν f  συνεχής στο χο τότε:  

    )(lim)( xfxf
oxx

o

 . 

 
 

6. Για τα όρια της μορφής  

x
lim f(x)


  ισχύουν 

Α. Η  εύρεση  του ορίου    x
lim f(x)


  προυποθέτει  ότι  η  f  ορίζεται  σε  διάστημα  της  

μορφής   ),(),(   

Β. Η εφαρμογή  των  ιδιοτήτων  προυποθέτει ότι  υπάρχουν  τα  όρια  και  οι  πράξεις  
μεταξύ  τους  είναι  επιτρεπτές. 

Γ. ΓΕΝΙΚΑ  στην  εύρεση  του    x
lim f(x)
  

 Μπορούμε  να  εργαστούμε  κατά  περίπτωση εφαρμόζοντας τις παρακάτω  
ΜΕΘΟΔΟΥΣ   ή 

 Να εργαστούμε  εφαρμόζοντας γενικά 
 

 Τις  ιδιότητες του ορίου  στο     
 Το  Κριτήριο  Παρεμβολής 
 Παραγοντοποιώντας ,κατά  περίπτωση ,τις  μεγιστοβάθμιες  δυνάμεις  

του  x   και  κάνοντας  χρήση  των  βασικών  ορίων 
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xlim
x

    και  











xlim

x
    

 

 0
x

1
lim
x




 

 
 

     7. Προσοχή!!! Δεν υπάρχουν τα όρια x
x



lim  και x

x



lim  . Σε  

     περίπτωση που τα συναντάμε σε κάποια παράσταση  
    χρησιμοποιούμε το Κ.Π. λαμβάνοντας υπόψιν μας τις ιδιότητες:  

     1x , 1x  , xx   για κάθε χ. Η ισότητα στην τελευταία 

      ανίσωση ισχύει μόνο στο 0. 
 
 

    8. Αν το 
oxx

xf


)(lim
 είναι ένας θετικός ή αρνητικός αριθμός τότε κοντά στο  

    xο οι τιμές της συνάρτησης )(xf  θα είναι θετικοί ή αρνητικοί αριθμοί  

    αντίστοιχα, μια σημαντική βοήθεια όταν θέλουμε να απαλείψουμε  
   απόλυτα ή να κάνουμε Bolzano ή …… Παρόμοια συμπεράσματα  
   έχουμε και στις περιπτώσεις που x  , το όριο της συνάρτησης  
   είναι   

 

     9. Αν το 
oxx

xf


)(lim
 υπάρχει και είναι αριθμός και η συνάρτηση έχει τιμές ,  

    κοντά στο χο , θετικές ή 0 τότε 
0)(lim 

oxx

xf
 (προσοχή μπορεί να είναι  

    και 0 το όριο ακόμη και αν 0)( xf  κοντά στο χο). 

 
 

10. Αν γνωρίζουμε ότι )()( xfxg   κοντά στο χο και 

)(limxg

oxx
 τότε και με δεδομένο 

ότι θα ισχύει  )()( xfxg  το συμπέρασμά μας , από το Κ.Π. θα είναι ότι 



)(limxf

oxx
.  

________________________________________________________________________ 

 

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΕΣ ΜΕ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 

 
 

ΟΡΙΟ ΣΤΟ  xο 

Για να βρούμε το 
0x x

lim f (x)


, αντικαθιστούμε όπου x το xο. 

Αν είναι απροσδιόριστη μορφή 
0

0
 προσπαθούμε να διώξουμε το...αγκάθι που φταίει για το 

περίεργο αποτέλεσμα. 
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Αν π.χ. x5 τότε το...αγκάθι έχει τη μορφή (x–5) το οποίο και απλοποιούμε: 

 

α) Με παραγοντοποίηση, αν έχουμε ρητή παράσταση (κλάσμα με πολυώνυμα). 

 

β) Με πολλαπλασιασμό του αριθμητή και του παρονομαστή με την συζυγή παράσταση του   

   άρρητου όρου, (αν έχουμε παράσταση με ρίζα). 

 

_____________________________________________________________________ 

π.χ. Να υπολογίσετε το 
2

3x 1

2x 8x 6
lim

x 2x 3

 

 
 .        

Παρατηρούμε ότι για x=1 προκύπτει απροσδιόριστη μορφή 
0

0
. Επειδή πρόκειται για 

ρητή παράσταση (κλάσμα με όρους πολυώνυμα), θα παραγοντοποιήσουμε και τους δύο 

όρους. 

     

      Ο αριθμητής γίνεται 2(x–1)(x–3).   (Πολλοί ξεχνούν το 2) 

      Ο παρονομαστής γίνεται (x–1)(x
2
+x+3)  (Με το σχήμα Horner). Άρα 

        
2

3x 1 x 1

2x 8x 6 2( x 1
lim lim

x 2x 3 

  


 

)(x 3)

( x 1



 2

2( 2)

5)(x x 3)


  

 

4

5
. 

 

______________________________________________________________________ 

π.χ. Να υπολογίσετε το 
x 9

x 3
lim

x 9




. 

       Παρατηρούμε ότι για x=9 προκύπτει απροσδιόριστη μορφή 
0

0
. Επειδή στο κλάσμα υπάρχει    

       άρρητή παράσταση, θα πολλαπλασιάσουμε και τους δύο όρους με την συζυγή της.  

       Έχουμε: 
  
  x 9 x 9 x 9

x 3 x 3x 3 x 9
lim lim lim

x 9 x 9 x 3  

  
 

   x 9  x 3




1

6
 

____________________________________________________________________ 

π.χ. Να υπολογίσετε το 
x 5

2x 10
lim

5 5x




. 

      Έχουμε: 
x 5 x 5 x 5

2x 10 (2x 10)(5 5x) 2(x 5)(5 5x)
lim lim lim

25 5x5 5x (5 5x)(5 5x)  

    
  

  
 

                   =
x 5 x 5

2(x 5)(5 5x) 2( x 5
lim lim

25 5x 

  




)(5 5x)

5( x 5



 

2 (5 5)

5)

 



= –4. 

      Αν κάνετε τον πολλαπλασιασμό στον παρονομαστή...χάσατε!! 

 

_________________________________________________________________________ 

π.χ. Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f(x)=
2x 4x 3

x 3

 


. 

      α. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της.          

      β. Να υπολογίσετε το 
x 3
lim


f(x). 
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     α. Πρέπει x0 και x 3 0  . Άρα Α=[0,3)(3,+). 

         Παρατηρούμε ότι x3. Αυτό σημαίνει ότι το x μπορεί να πλησιάσει το 3, χωρίς να   

         γίνει ίσο με αυτό! 

     β. Έχουμε: 
2

x 3 x 3 x 3

x 4x 3 (x 1)(x 3) (x 1)(x 3)( x 3)
lim lim lim

x 3 x 3 ( x 3)( x 3)  

      
  

   
 

                      =
x 3

(x 1)( x 3
lim


  )( x 3)

( x 3



 )
=4 3 .     

_________________________________________________________________________ 

π.χ. Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f(x)=
2x 3x

x 6 3



 
. 

       α. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της. 

       β. Να βρείτε τα σημεία τομής της με τους άξονες.          

       γ. Να υπολογίσετε το 
x 3
lim


f(x). 

       α. Πρέπει x+60 και x 6 3 ή 

                            x–6 και x+69, άρα A=[–6,3)(3,+).  

       β. Για x=0, f(0)=0, άρα τέμνει τον y'y στο Ο(0,0). 

           Για f(0)=0, έχουμε x
2
–3x=0, οπότε x=0 ή x=3 (απορρίπτεται). Άρα βρίσκουμε πάλι το   

           Ο(0,0). 

       γ. 
 

  

2

x 3 x 3 x 3

x(x 3) x 6 3 x( x 3x 3x
lim lim lim

x 6 3 x 6 3 x 6 3  

   
 

     

 ) x 6 3

x 3

 


=18. 

  

_________________________________________________________________________ 

π.χ. Να υπολογίσετε το 
2

3 2x 1

x x 1 1
lim

x x

  


. 

       Έχουμε: 
  

 

2 2
2

3 2x 1 x 1 2 2

x x 1 1 x x 1 1x x 1 1
lim lim

x x x (x 1) x x 1 1
 

       
 

    
 

                     =

 

2

x 1 x 12 2

x x x( x 1
lim lim

x (x 1) x x 1 1
 

 


    2

)

x ( x 1  2) x x 1 1


  

1
-
2

. 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΠΡΟΣ ΕΠΙΛΥΣΗ 

 
 

 
ΟΡΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

 
1. Να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια: 

 α. 
6x5x3x

16x6x
  lim

23

2

2x 




 β. 

2x

4x
  lim

2

4

2x 




 

 γ. 











 1x

3

1x

2
  lim

321x
 δ. 

34

24

2x x2x

16x8x
  lim






 

 ε. 
1x

1x)1v(vx
  lim

1v

1x 




 , ν* 

 
2. Ομοίως: 

 α. 
2x

6xx6
  lim

3

2x 




 β. xx  lim 3

0x



 

 γ. 
9x3x6xx2

81x
  lim

2

9x 




 δ. 

1x

xx
  lim

2

1x 




 

 
3. Ομοίως: 

 α. 
1x2x

1x2x
  lim

33 2

1x 




 β. 

3x3x

9x
  lim

2

3x 




 

 γ. 
1x

3x4x3x
  lim

2

1x 




 δ. 

11x

1x1
  lim

30x 




 

 
4. Ομοίως: 

 α. 
)3x(2|3x|

6|1x|x
  lim

3x 




  

 β. f(x) lim
0x

 όπου 















0  x,0

0  x,
x4

|2x||2x|

)x(f  
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 γ. 

















 x

1
1ημ

1x

x
  lim

1x
 δ. 















 


 2

1x
πημ

x1

1
  lim

1x
 

 
5. Ομοίως: 

 α. 
11x

xημ
  lim

2

2

0x 
 β. 

xx

)xπ(ημ
  lim

20x 
 

 γ. 
24x

2xσυν2xημ
  lim

2

22

0x 




 δ. 

|x|

xημ
  lim

0x
 

 ε. 
x4ημ2x

xημ3x6
  lim

0x 




 στ. 

20x x

)x4(συν1
  lim



 

 ζ. 
x

xημ4xημ4
  lim

0x




 η. 












εφθ
συνθ

1
  lim

2

π
θ

 

 
6. Να βρείτε, εφόσον υπάρχουν, τα όρια: 

 α. 
x4ημ2x

xημ3x6
  lim

0x 




 β. 




















 2

23

0x x

1
συν

|x|

xx4
  lim  

 

7. Να βρεθεί ο ν όταν:   28
x

)xν(ημ...)x2(ημxημ
  lim

0x





 

 
8. Δίνεται η συνάρτηση f για την οποία ισχύει: 

67x33)x(f)2x(3x3   , για κάθε x(1, 3) 

 Να υπολογιστεί το f(x) lim
2x 

 . 

 
9. Δίνονται οι συνάρτησεις f, g, h για τις οποίες ισχύει: 

f 2 (x) + g 2 (x) ≤ h 2 (x) , για κάθε x(α , x0)(x0 , β) 

 Αν 0h(x)  lim
0xx




 να δείξετε ότι 0f(x)lim
0xx




 και 0g(x)lim
0xx




 . 

 

10. Να βρεθεί το:   
4x

xx)x(g|)x(g2|
  lim

2

2

2x 




 αν για τη συνάρτηση g 

ισχύει ότι 7g(x)  lim
2x




 . 
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11. Έστω μια συνάρτηση f για την οποία ισχύει: 

f 3 (x) − x∙f 2 (x) + x 2 ∙f(x) = x 2 ∙ ημx , x 

 Να βρείτε τα f(x) lim
0x

, 
x

f(x)
  lim

0x
 αν είναι γνωστό ότι υπάρχουν. 

 

12. Αν 0
2-f(x)

5f(x)
  lim

1x





 να δείξετε ότι 5(x)f lim

1x



 

 

13. Αν   3
1x

g(x)
  lim1)f(x)(x  lim

1x1x














 να βρεθεί το  g(x)f(x)  lim

1x



 . 

 

14. Αν 1
11x

xημ3f(x)
   lim

0x















 να βρεθεί το 

x

f(x)
  lim

0x
 . 

 
15. Να βρεθεί το f(x)  lim

1x
 και το g(x)  lim

1x
 , αν   5g(x)f(x)  lim

1x



 και 

  4g(x)2f(x)  lim
1x




 . 

 
 

ΓΕΝΙΚΕΣ 
 
16. Για τις συναρτήσεις f, g να αποδειχτούν: 

 α. Αν είναι 0(x)f  lim 2

αx



, τότε: 0f(x) lim

αx



 . 

 β. Αν   9)x(f4f(x)12  lim 2

3x



, τότε να βρεθεί το f(x) lim

3x
 . 

 γ. Αν:   f 2 (x) + g 2 (x) + 2∙f(x) − 4∙g(x) + 5 ≤ x    τότε να 
υπολογίσετε τα f(x)  lim

0x
 και το g(x) lim

0x
 . 

 δ. Αν 2
3x

xf(x)
   lim

3x















 , να βρεθεί το f(x) lim

3x
 . 

 ε. Αν f 2 (x) − 2∙f(x) − συν2 x ≤ 0 , για κάθε x, τότε 1f(x)  lim
0x




. 

 
 

ΟΡΙΑ 
17. Να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια: 
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 α. x

32

2x
e

2x

x
  lim


 β. 

14x

21x7
  lim

3x 




 

 γ. 
1x

1x2x
  lim

2

2

1x 




 δ. 

2x3x

1x2x
  lim

2

2

2x 




 

 

 
 
18. Ομοίως: 

 α. 
3x

9x
  lim

2

3x 




 β. 

9x

)3x(
  lim

2

2

3x 




 

 γ. 
1x

1x
  lim

3

1x 




 δ. 

15x2x

10x7x
  lim

2

2

5x 




 

 ε. 
)3t)(2t(

t4t4t
  lim

23

2t 




 στ. 

1x

1x
  lim

2

1x 




 

 
19. Ομοίως: 

 α. 
xημ1

xσυν
  lim

2

3

2

π
x 

 β. 
4x

6x5x
  lim

2

2

2x 




 

 γ. 
x71x

9x
  lim

2

3x 




 δ. 

4x

5x1x
  lim

4x 




 

 ε. 
1x36x2

x3
  lim

3x 




 

 
20. Ομοίως: 

 α. 
2x

2x3x
  lim

3

2x 




 β. 

16x

32x
  lim

4

5

2x 




 

 γ. 
1x

4x8x5x
  lim

2

23

1x 




 δ. 

21x xx

3x3
  lim






 

 
21. Ομοίως: 

 α. 
22xx

3x4x
  lim

2

2

1x 




 β. 

x

1x1
  lim

0x
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 γ. 
3x3xx

2x2xx
  lim

23

23

1x 




 δ. 

5x6x

5xxx
  lim

25x 




 

 
22. Ομοίως: 

 α. 
11x

x
  lim

30x 
 β. 

3x4x

2x3x
  lim

2

1x 




 

 γ. 
x2x

1x5x
  lim

2

2x 




 δ. 

44x

55x
  lim

20x 




 

 ε. 
3xx3x

9x
  lim

2

2

3x 




 στ. 

21x

3x
  lim

3x 




 

 
23. Ομοίως: 

 α. 
33x

x
  lim

0x 
 β. 

5x

5x
  lim

5x 




 

 γ. 
x2

2x
  lim

2x 




 δ. 

x22

4x2
  lim

2x 




 

 
24. Ομοίως: 

 α. 
23x

x1
  lim

2

2

1x 




 β. 

16x

2x
  lim

24x 




 

 γ. 
1x

1x
  lim

21x 




 δ. 

3x

9x
  lim

2

3x 




 

 
25. Ομοίως: 

 α. 
2x

37x
  lim

2x 




 β. 

2x4

x
  lim

2

2

0x 
 

 γ. 
1x

x23x
  lim

2

1x 




 δ. 

1x1x

3x
  lim

3x 




 

 ε. 
4x7x2

8x3x
  lim

2

2

4x 




 στ. 

3x

3x4x
  lim

2

3x 




 

 
26. Ομοίως: 
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 α. 
7x

x7x
  lim

2

2

7x 




 β. 

x2x

2x3x2
  lim

2

2x 




 

 γ. 
x

x1x1
  lim

0x




 δ. 

x55

10x2
  lim

5x 




 

 ε. 
9x

1x1x
  lim

23x 




 στ. 

 34x2

10x3x
  lim

2

5x 




 

 

27. Αν   

















4  x,α2α

4x  ,
x4

x16

)x(f

2

2

   τότε: 

 α. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της συνάρτησης. 

 β. Να βρεθεί ο πραγματικός αριθμός α, ώστε η συνάρτηση να 
είναι συνεχής στο 4. 

 
 

28. Αν για τη συνάρτηση f:    είναι 2
1x

xf(x)
 lim

1x







 είναι:  

 α. 
1x

1)x(f
  lim

1x 




 β. 

1)x(f

1x
  lim

1x 




 

 γ. 
221x x)x(f

1)x(f
  lim






 δ. 

1)x(f

x)x(f
  lim

22

1x 




 

 ε. 
x23)x(f

2)x(f)x(f
  lim

2

2

1x 




 

 
29. Η συνάρτηση f έχει πραγματικό όριο στο x0 = 2 και ισχύει ότι: 

(x − 2)∙f(x) ≤ x 2 − 7x + 10 , για κάθε x 

 Να βρεθεί το f(x) lim
2x

 . 

 

30. Έστω μια περιττή συνάρτηση f:    . 

 α. Αν 2f(x) lim
1x




 να βρεθεί το  )x1(f)1f(x lim
0x




 . 

 β. Αν 4
1x

)1(ff(x)
 lim

1x







 να βρεθεί το 

1x

)1(ff(x)
 lim

1x 




 . 
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31. Να βρεθούν τα α, β , ώστε να έχει όριο στο x0 = 1 η συνάρτηση f, 

με 


























1  x,
xx

)1x(α(ημ
2x

1  x,
1x

1xβxα

)x(f

2

2

 . 

 
32. Έστω συνάρτηση f για την οποία ισχύει: 

2x)x(fx22   , για κάθε x ≥ 0 

 Να βρείτε τα: 

 α. 
2x

4f(x)
 lim

2x 




 β. 

22x

4f(x)
 lim

2x 




 

 γ. 
2x

51f(x)
 lim

2x 




 δ. 

4x

3|1f(x)|
 lim

22x 




 

 

33. Να βρείτε το f(x) lim
1x 

 , αν 1
2x

4f(x)
 lim

2x







 και για κάθε x είναι f(x) 

= f(1 − x) . 
 
34. Η συνάρτηση f είναι άρτια. Να βρείτε το (x)f lim

3x
 αν ισχύει ότι: 

  452xf(x) lim
3x




 . 

 
35. Αν για κάθε x > 0 ισχύει f 2 (x) + 4 < x + 4∙f(x) , να αποδείξετε ότι: 

2(x)f lim
0x




 . 
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