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ΠΕΡΙΦ/ΚΗ Δ/ΝΣΗ Α/ΘΜΙΑΣ & Β/ΘΜΙΑΣ 

ΕΚΠ/ΣΗΣ ΘΕΣΣΑΛΙΑΣ 
ΔΙΕΥΘΥΝΣΗ Β/ΘΜΙΑΣ ΕΚΠ/ΣΗΣ ΜΑΓΝΗΣΙΑΣ  

 
1ο ΛΥΚΕΙΟ ΝΕΑΣ ΙΩΝΙΑΣ    

 

MAΘΗΜΑ  4
Ο 

 

Eφαρμογές  

 

των  

 

παραγώγων 

 
  

 

Το 

 

 ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ  
 

 

περιλαμβάνει 

 

 ΒΑΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ 

 

 ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 

 

 ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΠΡΟΣ ΑΝΑΠΤΥΞΗ 
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ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
α) Μία συνάρτηση λέγεται αύξουσα, αν για x1< x2 ισχύει f(x1)<f( x2). 

   Μία συνάρτηση λέγεται φθίνουσα, αν για x1< x2 ισχύει f(x1)>f( x2). 

 β) Μία παραγωγίσιμη συνάρτηση είναι αύξουσα  αν f '(x)>0. 

     Μία παραγωγίσιμη συνάρτηση είναι φθίνουσα αν f '(x)<0. 

   

Προσοχή στο λέγεται και στο είναι. (Έχει πέσει ...πολύ κλάμα!) 
Μία συνάρτηση είναι μονότονη αν είναι μόνο αύξουσα ή μόνο φθίνουσα. 

 

________________________________________________________________________ 

π.χ. Να μελετήσετε την μονοτονία της συνάρτησης f(x)=x
3
–3x+1. 

 

        α) Η f έχει πεδίο ορισμού το R επειδή είναι πολυωνυμική. Δεν το ξεχνάμε!! 

        β) f '(x)=3x
2
–3. 

            f '(x)≥0 αν 3x
2
–3≥0. Η αντίστοιχη   

            εξίσωση είναι 3x
2
–3=0 έχει ρίζες 1 και –1. 

            Κατασκευάζουμε τον πίνακα μεταβολών: 

 

           f ↑ στο (–∞, 1], f ↓ στο [–1,1] και f ↑ στο [1,+∞). Τα διαστήματα είναι κλειστά! 

 

          Προσοχή!! Μη γράφετε  f ↑ στο (–∞, –1][1,+∞). Μπορεί να κάνετε λάθος. 

 

_____________________________________________________________________ 

π.χ. Να μελετήσετε την μονοτονία της συνάρτησης  f(x)=
2x 1

x


.  

       α) Η f  έχει πεδίο ορισμού το Α=(–∞,0)(0,+∞). 

Μελετάμε την μονοτονία χωριστά σε κάθε διάστημα του πεδίου ορισμού.  

Ωσάν να έχουμε δύο συναρτήσεις. 

       β) f '(x)=
2

2

x 1

x


. 

Colpomath! Θέτουμε f '(x)≥0 και βρίσκουμε τις τιμές του x, για τις οποίες f '(x)>0, f 

'(x)=0 και f '(x)<0. Δηλαδή με ένα σπάρο, έχουμε...τρία τρυγόνια! 

      

     Έχουμε f '(x)≥0 αν  x
2
–1≥0. Η   

     αντίστοιχη εξίσωση έχει ρίζες –1 και 1. 

      Κατασκευάζουμε τον πίνακα   

      μεταβολών 
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          Άρα f  στο (–∞,–1], f ↓ στο [–1,0), f ↓   

          στο (0,1] και f  στο [1,+∞) και για του  

          λόγου το αληθές δείτε την γραφική της   

          παράσταση: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΑΚΡΟΤΑΤΑ 
α) Μία συνάρτηση λέμε ότι παρουσιάζει μέγιστο στο xο το f(xο) αν f(x) ≤ f(xο). 

    Να θυμάστε ότι το x είναι μεταβλητή και το f(x) αντιπροσωπεύει όλη τη συνάρτηση, 

ενώ 

    το f(xο) είναι ένας συγκεκριμένος αριθμός. 

β) Μία συνάρτηση παρουσιάζει μέγιστο στο xο το f(xο) αν f '(xο)=0 και η f ' αλλάζει   

     πρόσημο εκατέρωθεν (τί θα πει αυτό;) του xο. 

 

ΠΡΟΣΟΧΗ στο λέμε και στο παρουσιάζει. (Έχει πέσει και εδώ πολύ...κλάμα!) 

 

π.χ. Να μελετήσετε την μονοτονία και τα ακρότατα της συνάρτησης f(x)=
ln x

x
. 

       1) Έχει πεδίο ορισμού το Α=(0,+∞). 

       2) f '(x)=
2 2

1
x ln x

1 ln xx

x x




  

       3) f '(x)≥0 αν 1–lnx≥0 (Αφού ο παρονομαστής είναι θετικός, ότι πει ο αριθμητής) 

                                 lnx≤1                           

                                 lnx≤lne άρα x≤e. 

       Κατασκευάζουμε τον πίνακα μεταβολών 

       Άρα η συνάρτηση είναι αύξουσα στο (0,e] και    

       φθίνουσα στο [e,+∞).  

       Παρουσιάζει  μέγιστο το 
1

e
 όταν x=e. 

 

_________________________________________________________________________

__ 

π.χ. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=2e
x
(2x–3), xR. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη   

       μονοτονία και τα ακρότατα. 

 

       Έχουμε: f '(x)=2e
x
(2x–3)+4e

x
=e

x
(4x–2). 
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       f '(x)0 αν e
x
(4x–2)0 ή x

1

2
, αφού e

x
>0.  

       H μονοτονία και τα ακρότατα φαίνονται στον πίνακα: 

 

_________________________________________________________________________

__ 
π.χ. Στο διπλανό σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση της παραγώγου f ' της συνάρτησης 

f.    

       Aν η Cf διέρχεται από τα σημεία Κ(0,3) και Λ(2,–1):  

       α. Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας της f. 

       β. Να βρείτε τα ακρότατα της f. 

       γ. Να συγκρίνετε τους αριθμούς 
1

f
2008

 
 
 

, 
2015

f
2010

 
 
 

                

      α. Τα διαστήματα μονοτονίας προκύπτουν από την   

           γραφική παράσταση της παραγώγου. 

 

 

 

       

 

 

       β. Η συνάρτηση διέρχεται από τα σημεία Κ(0,3) και Λ(2,–1). Άρα f(0)=3 που είναι το   

           τοπικό  μέγιστο και f(2= –1, που είναι το τοπικό ελάχιστο.  

       γ. Για τους αριθμούς  
1

2008
 και 

2015

2010
 ισχύει 0<

1

2008
<

2015

2010
<1. Στο διάστημα αυτό 

η   

           συνάρτηση είναι φθίνουσα. Άρα 
1

f
2008

 
 
 

>
2015

f
2010

 
 
 

 

      (Θυμηθείτε τον ορισμό: Μία συνάρτηση λέγεται φθίνουσα 

αν για x1< x2 ισχύει f(x1)>f( x2)) 

 

_________________________________________________________________________

__ 

π.χ. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=αx
3
+βx

2
–4, xR, της οποίας η γραφική παράσταση 

εφάπτεται   

       στον άξονα x'x στο σημείο Α(–2,0).  

       α) Να αποδείξετε ότι α=1 και β=3.  

       β) Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.  

       γ) Να βρείτε το σημείο της γραφικής παράστασης της f, στο οποίο η εφαπτομένη έχει   

           τον ελάχιστο συντελεστή διεύθυνσης.  

       δ) Να υπολογίσετε το όριο: 
2x 2

f '(x)
lim

x 1 5  

.  

 

       α) Επειδή η συνάρτηση f  διέρχεται από το σημείο A(–2,0) πρέπει f(–2)=0 δηλαδή  

           –8α+4β–4=0 (1). 

           Επειδή η γραφική παράσταση της συνάρτησης f εφάπτεται στο άξονα x'x, έχουμε: 

           f '(–2)=0, δηλαδή από f '(x)=3αx
2
+2βx έχουμε f '(–2)=3α(–2)

2
+2β(–2) (2) 

          Η λύση του συστήματος (1) και (2) δίνει α=1 και β=3. Άρα f(x)=x
3
+3x

2
–4. 
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       β) f '(x)=3x
2
+6x.  

           Έχουμε f '(x)0 αν 3x
2
+6x 0 η οποία μηδενίζεται στα –2 και 0. Το πρόσημο η   

           μονοτονία και τα ακρότατα της f φαίνονται στον   

          πίνακα: 

 

 

 

       γ)  Ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης της f  σε οποιοδήποτε σημείο της 

          είναι: f '(x)=3αx
2
+2βx. Θα μελετήσουμε τα ακρότατα της. 

          f "(x)=6x+6 και f "(x)0 αν 6x+60 δηλαδή x–1. Το πρόσημο η μονοτονία και τα   

          ακρότατα της f ' φαίνονται στον πίνακα: 

  

 

 

          Άρα η f ' έχει ελάχιστο στο σημείο Α(–1,–2).  

       δ) Έχουμε: 

2 2

2 2 2x 2 x 2

(3x 6x) x 1 5
f '(x)

lim lim

x 1 5 x 1 5 x 1 5 

    
  

         
  

    

                      

2

2x 2

3x(x 2) x 1 5

lim
x 4

    
  


3 5  

 

________________________________________________________________________ 

Ας δούμε ένα κλασσικό πρόβλημα ακροτάτων. 

π.χ. Από όλα τα ορθογώνια με εμβαδόν 100cm
2
, ποιο έχει την μικρότερη περίμετρο; 

 

       ΦΤΙΑΧΝΟΥΜΕ ΣΧΗΜΑ (αν είναι δυνατόν) 

       Ονομάζουμε τις διαστάσεις του ορθογωνίου x,y>0. 

 

       Έχουμε Ε=xy=100 (1) και Π=2x+2y. 

       Ζητάμε την μικρότερη περίμετρο. Άρα θα μελετήσουμε το ελάχιστο της περιμέτρου. 

       Θεωρούμε f(x)=2x+2y. Επειδή πρέπει να υπάρχει μόνο η μεταβλητή x, από την (1) 

       έχουμε y=
100

x
 και f(x)=2x+2

100

x
. 

       f '(x)=2–
2

200

x
.  Θέτουμε f '(x)0 αν 2–

2

200

x
 ή  

2

2

2x 200
0

x


  ή 2x

2
–2000. 

       Η αντίστοιχη εξίσωση 2x
2
–200=0 έχει ρίζες x=10 ή x=–10, (απορρίπτεται). 

       Για x=100, από (1) παίρνουμε y=10, που σημαίνει ότι πρόκειται για τετράγωνο.  

 

_________________________________________________________________________

__ 
π.χ.  Ένα γραφείο ταξιδιών διοργανώνει κρουαζιέρες και απαιτεί συμμετοχή τουλάχιστον 

100   

       ατόμων προς 1000€ το άτομο. Για να αυξήσει την προσέλευση ταξιδιωτών κάνει την 

εξής   

       προσφορά: "Για κάθε επιπλέον άτομο το εισιτήριο θα μειώνεται κατά 5€ σε κάθε 

άτομο".    
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       Πόσα άτομα πρέπει να δηλώσουν συμμετοχή ώστε το γραφείο να έχει μέγιστα έσοδα. 

 

       Λύση (προσέξτε την διαδικασία) 

       Τα 100 άτομα θα δώσουν 1000 € έκαστος και το γραφείο θα εισπράξει 100·1000 € 

       Τα 100+1 άτομα θα δώσουν 1000-5·1 € έκαστος και το γραφείο θα εισπράξει    

        (100+1)·(1000–5·1) € 

       Τα 100+2 άτομα θα δώσουν 1000–5·2 € έκαστος και το γραφείο θα εισπράξει   

        (100+1)·(1000-5·2) € 

       Τα 100+3 άτομα θα δώσουν 1000–5·3 € έκαστος και το γραφείο θα εισπράξει    

        (100+3)·(1000–5·3) € 

       Τα 100+4 άτομα θα δώσουν 1000–5·4 € έκαστος και το γραφείο θα εισπράξει   

        (100+4)·(1000–5·4) € 

        Μην κάνετε τις πράξεις!! Θα χάσετε τον μηχανισμό σχηματισμού του τύπου της   

         συνάρτησης. 

        Αν δηλώσουν x επιπλέον άτομα τότε: Τα 100+x άτομα θα δώσουν 1000–5x € έκαστος 

και   

        το γραφείο θα εισπράξει (100+x)·(1000–5x) € 

        Ιδού η συνάρτηση f(x)=(100+x)·(1000–5x) της οποίας ζητάμε το μέγιστο κ.λ.π. 

 

_________________________________________________________________________

__ 
π.χ. Δίνεται κύκλος (Ο,ρ) με κέντρο Ο και ακτίνα ρ=5 και ορθογώνιο ΑΒΓΔ εγγεγραμμένο 

στον   

       κύκλο αυτόν με πλευρά ΑΒ=x, όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα. 

      α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του ορθογωνίου ΑΒΓΔ, ως   

            συνάρτηση του x, δίνεται από τον τύπο f(x)= 2x 100 x  .  

      β) Να βρείτε την τιμή του x για την οποία το εμβαδόν του   

            ορθογωνίου ΑΒΓΔ γίνεται μέγιστο. Για την τιμή αυτήν του x,   

            δείξτε ότι το ορθογώνιο ΑΒΓΔ είναι τετράγωνο.   

 

      α) Φέρουμε την ΒΔ και εφαρμόζουμε το Πυθαγόρειο Θεώρημα στο τρίγωνο ΑΒΔ. 

             ΒΔ= 2 2 2100 x    . Άρα (ΑΒΓΔ)=ABAΔ=f(x)= 2x 100 x  .   

      β) f '(x)=
2

2

2 2

2x 100 2x
100 x x

2 100 x 100 x

 
  

 
. 

             Τότε f '(x)0 αν 100–2x
2
0 ή x

2
50.  

             H μονοτονία και τα ακρότατα φαίνονται   

             στον διπλανό πίνακα: 
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ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ - ΑΚΡΟΤΑΤΑ 

 
58. Να μελετήσετε ως προςτ η μονοτονία και τα ακρότατα καθεμία 

από τις παρακάτω συναρτήσεις: 

 α. f(x) = x 4  8x 2 + 5 β. 
x

2

e

xx2
)x(f


  

 γ. f(x) = (2x  x 2)∙ex , x δ. f(x) = x 2∙(1  x) 2 

 ε. x6x)x(f           στ.
x

2xln
)x(f


  , x[10, 100] 

  

59. Δίνεται η συνάρτηση f με f(x) = x 2 ∙ e x . 

 α. Να βρεθούν οι f ΄(x), f ΄΄(x) . 

 β. Να μελετηθεί η συνάρτηση f, ως προς τη μονοτονία και τα 
ακρότατά της. 

 

60. Δίνεται η συνάρτηση f με 
1x

x
)x(f

2


  . 

 α. Να βρείτε το πεδίο ορισμού και την πρώτη παράγωγο της f. 

 β. Να εξετάσετε την f ως προς τη μονοτονία. 
 

61. Έστω η συνάρτηση f(x) = e x (x 2  5x + α) , α . 

 α. Να αποδείξετε ότι :   f΄΄(x) + f(x) = 2 ( f΄(x) + e x ) . 

 β. Να βρείτε το α, ώστε η εφαπτόμενη στο σημείο ( 1, f(1) ) να 
είναι παράλληλη στον x΄x. 

 γ. Για την τιμή του α που βρήκατε, να μελετηθεί η f ως προς 
τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

 

62. Δίνεται η συνάρτηση f με f(x) = κx 2 + λx + 3 , όπου x, κ, λ   . 

 α. Να βρείτε τα κ, λ, ώστε η f να έχει στη θέση x0 = 1 τοπικό 

ακρότατο ίσο με 2 . 

 β. Για τις τιμές των κ, λ, που βρήκατε στο προηγούμενο 
ερώτημα, να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα 
ακρότατα. 

 

63. Αν τα f(x) = αx 3 + βx 2  3x + 
2

1
 , τότε : 
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 α. Να βρείτε τους αριθμούς α, β  , για τους οποίους ισχύει          

f ΄(1) = f ΄(1) = 0 . 

 β. Αν α = 1 και β= 0 , τότε να βρείτε τα τοπικά ακρότατα της f. 
 

64. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = αe x + βe x , όπου α, β θετικοί, 
πραγματικοί αριθμοί. Να αποδείξετε ότι η ελάχιστη τιμή της f 

είναι αβ2  . 

 

65. Αν V(r) = 100p(1 + lnr)  100qr , όπου p και q θετικές σταθερές, 
τότε να αποδείξετε ότι το V έχει τη μέγιστη τιμή του όταν r = p/q 
. 

 

66. Έστω η συνάρτηση f(x) = e αx  βx , με α, β   . 

 α. Να βρείτε το α, ώστε :   4f ΄(x)  4β(x  1) = 4f(x) + f ΄΄(x) . 

 β. Να βρείτε το β, ώστε η εφαπτόμενη της f στο σημείο ( 0, 
f(0) ) να είναι παράλληλη στον άξονα x΄x. 

 γ. Για τις τιμές των α, β, που βρήκατε, να μελετηθεί η f(x) ως 
προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

 
67. Έστω η συνάρτηση f(x) = 2x 3 + 6x 2 + x + 1 . Σε ποιο σημείο της 

γραφικής της παράστασης η εφαπτόμενη έχει τον ελάχιστο 
συντελεστή διεύθυνσης; 

 
68. Σε ποιο σημείο της γραφικής παράστασης της f(x) = x∙ln2 x η 

εφαπτόμενη έχει τον ελάχιστο συντελεστή διεύθυνσης; 
 

69. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = xe x  2e x . 

 α. Να βρείτε τα ακρότατά της. 

 β. Να αποδείξετε την ανίσωση :   1 + xe x1  2e x1 . 
 

70. Δίνεται η συνάρτηση 
5x4

x3
)x(f

2

2


  . Να βρείτε : 

 α. το πεδίο ορισμού της. 

 β. το όριό της όταν το x τείνει στο x0 = 0 . 

 γ. την παράγωγό της. 

 δ. τα διαστήματα μονοτονίας της, καθώς και τα ακρότατά της. 
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71. Δίνεται η συνάρτηση f με f(x) = x (x  α) + λ , με x και α, λ 
σταθερές. 

 α. Να βρείτε το α, ώστε f ΄(1) = 1 . 

 β. Να βρείτε το 
2x

)2(f)x(f
lim
2x 




 . 

 γ. Να αποδείξετε ότι η f έχει ελάχιστο. 

 δ. Εάν το ελάχιστο της f είναι το 2λ  1 , τότε να βρείτε το λ. 

 ε. Βρείτε την εξίσωση εφαπτομένης της Cf , στο σημείο ( 1, f(1) 
) . 

 στ. Βρείτε το ρυθμό μεταβολής της f στο x0 = 1 . 
 

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 
 
72. Σώμα κινείται σε οριζόντιο άξονα ακολουθώντας τη συνάρτηση 

θέσης x(t) = t 3  6t 2 + 9t + 5 (t σε sec, x σε m) . 

 α. Ποια είναι η αρχική ταχύτητα του σώματος; 

 β. Ποια είναι η ταχύτητα και η επιτάχυνση όταν το σώμα έχει 
διανύσει 25m; 

 γ. Πότε το σώμα έχει μηδενική ταχύτητα; Ποια η θέση και η 
επιτάχυνση αυτής της χρονικής στιγμής; 

 δ. Ποιο διάστημα διένυσε το σώμα τα πρώτα 2 sec; 

 ε. Περιγράψτε την κίνηση του σώματος στο [0, 5] . 
 
73. Οι συνολικές πωλήσεις ενός μοντέλου αυτοκινήτου δίνονται απο 

τη συνάρτηση 10
e1

10000
)t(f

10t






 , όπου t  [0, 20] ο χρόνος σε 

μήνες, από την έναρξη των πωλήσεων. Να προσδιορίσετε τη 
χρονική στιγμή, κατά την οποία ο ρυθμός αύξησης των 
συνολικών πωλήσεων γίνεται μέγιστος, καθώς και τη μέγιστη 
τιμή του. 

 
74. Μια βιομηχανία καθορίζει την τιμή πώλησης Π(x) κάθε μονάδας 

προϊόντος, συναρτήσει του πλήθους x των μονάδων παραγωγής, 

σύμφωνα με τον τύπο 
3

x
195)x(Π

2

 € . Το κόστος παραγωγής 

ανά μονάδα προϊόντος είναι 20 € και, επιπλέον, η βιομηχανία 
πληρώνει φόρο 6 €, για κάθε μονάδα προϊόντος. Να βρεθεί 
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πόσες μονάδες προϊόντος θα πρέπει να παράγει η βιομηχανία, 
ώστε να έχει το μέγιστο δυνατό κέρδος. 

 
75. Ένα φορτηγό διανύει καθημερινά 100 km με σταθερή ταχύτητα 

x km/h . Τα καύσιμα κοστίζουν 0,8 € το λίτρο και 

καταναλώνονται με ρυθμό 
400

x
2

2

  lt/h . Αν τα υπόλοιποα έξοδα 

του φορτηγού ανέρχονται σε 9 € την ώρα, τότε: 

 α. να εκφράσετε το κόστος της διαδρομής αυτής, ως 
συνάρτηση της ταχύτητας x. 

 β. να βρείτε την ταχύτητα, που πρέπει να έχει το φορτηγό, 
ώστε τα έξοδά του να είναι ελάχιστα. 

 γ. να βρείτε πόσα είναι τα ελάχιστα αυτά έξοδα. 
 
76. Μια εταιρεία διαθέτει 20.000 € για να περιφράξει ένα οικόπεδο 

σχήματος ορθογωνίου, έστω ΑΒΓΔ. Η πλευρά ΑΒ πρόκειται να 
κατασκευαστεί από υλικό, που κοστίζει 5 €/m . Στην πλευρά ΓΔ 
θα κατασκευαστεί ένας τοίχος, του οποίου το κόστος θα ανέλθει 
σε 4.000 € . Να βρείτε τις διαστάσεις του οικοπέδου, ώστε να 
έχει το μεγαλύτερο εμβαδό. 

 
77. Έχουμε δύο φάρμακα για την υπόταση των ενηλίκων. Η 

μεταβολή της πίεσης, σε συνάρτηση με το χρόνο δράσης των δύο 

φαρμάκων, είναι Π1(t) = te t και Π2(t) = t 2 e t , με t  [0, 12] σε 
ώρες. Ποιο από τα δύο φάρμακα δίνει τη μεγαλύτερη μέγιστη 
πίεση και ποιο φέρνει το αποτέλεσμα αυτό πιο γρήγορα; 

 

78. Δίνεται η ευθεία y = 2x  3 . Να βρείτε το σημείο της ευθείας 
αυτής, το οποίο απέχει από το σημείο Α ( 9, 4 ) τη μικρότερη, 
δυνατή απόσταση. 

 
79. Το άθροισμα δύο αριθμών είναι 82 . Να βρείτε τη μέγιστη τιμή 

που μπορεί να πάρει το γινόμενό τους. 
 
80. Από όλα τα ορθογώνια με εμβαδό 64 m2 , ποιο είναι εκείνο που 

έχει τη μικρότερη περίμετρο; 
 
81. Από όλα τα ορθογώνια με περίμετρο 24 cm , να βρείτε εκείνο που 

έχει το μεγαλύτερο εμβαδό. 
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82. Να βρεθεί το πλησιέστερο σημείο της παραβολής y = x 2 στην 

ευθεία y = 3x  5 . 
 
83. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας, που διέρχεται από το σημείο     

(3, 4) και σχηματίζει με τους ημιάξονες Ox και Oy τρίγωνο 
ελαχίστου εμβαδού. 

 
84. Η θέση ενός υλικού σημείου, που βάλλεται με φορά προς τα 

πάνω, από το έδαφος, δίνεται από τον τύπο y(t) = 5t (20  t) , 
όπου t ο χρόνος της κίνησής του σε sec. 

 α. Να βρείτε την ταχύτητα και την επιτάχυνση του σημείου, 
μετά από 11 δευτερόλεπτα. Τι συμπεραίνετε για την κίνησή 
του, τη χρονική στιγμή αυτή; 

 β. Να βρείτε την αρχική ταχύτητα του σημείου, καθώς και το 
μέγιστο ύψος στο οποίο φτάνει. 

 γ. Σε ποια χρονική στιγμή το ύψος του είναι 375 m ; 
 
85. Δίνεται ορθή γωνία xOy και το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ μήκους 10 

m , του οποίου τα άκρα Α και Β ολισθαίνουν πάνω στις πλευρές 
Oy και Ox αντίστοιχα. Το σημείο Β κινείται με ταχύτητα u = 2 
m/sec και η θέση του στον άξονα Ox δίνεται από τη συνάρτηση 

S(t) = u∙t , όπου t ο χρόνος σε sec και t  [0, 5] . 

 α. Να βρεθεί το εμβαδό Ε(t) του τριγώνου ΟΑΒ, συναρτήσει 
του t. 

 β. Ποιος είναι ο ρυθμός μεταβολής του Ε(t) τη στιγμή, κατά 
την οποία το μήκος του ΟΑ είναι 6 m ; 

 
ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

86. Έστω η συνάρτηση f με xβxα 2

e)x(f   με α, β  , της οποίας η 

γραφική παράσταση διέρχεται από τα σημεία: Α (1, e3) και Β (1, 
e) , τότε: 

 α. Να βρεθεί ο τύπος της. 

 β. Να βρεθεί το σημείο τομής της Cf με τον άξονα y΄y. 

 γ. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο 
παραπάνω σημείο, καθώς και το εμβαδόν του τριγώνου, 
που ορίζει αυτή με τους άξονες. 

 δ. Να αποδείξετε ότι :   f ΄΄(x) = f ΄(x)∙(4x + 1) 2 + 4f(x) . 
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 ε. Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής του συντελεστή διεύθυνσης 
της εφαπτομένης για x = 2 . 

 
87. Μια αυτοκινητοβιομηχανία υπολόγισε ότι η σχέση, μεταξύ της 

τιμής Τ ενός νέου μοντέλου αυτοκινήτου και της ζητούμενης 
ποσότητας x αυτοκινήτων του μοντέλου αυτού, δίνεται από τη 
συνάρτηση: 

Τ(x) = 0,2x + 4000 €   για   0  x  1000 

 α. Να βρεθεί η συνάρτηση Ε(x) των εσόδων της 
αυτοκινητοβιομηχανίας. 

 β. Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής της συνάρτησης εσόδων. 
  
 Αν το κόστος των x μονάδων αυτοκινήτου, που παράγονται, 

δίνεται από τη σχέση: 

Κ(x) = 950x + 250.000 €   για   0  x  10.000 

 γ. Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση κέρδους Ρ. 

 δ. Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της συνάρτησης κέρδους. 

 ε. Για ποια x έχει η αυτοκινητοβιομηχανία το μέγιστο κέρδος. 
 
88. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = ln2x . Να βρείτε: 

 α. Τα σημεία στα οποία η Cf τέμνει τους άξονες. 

 β. Να βρεθεί το διάστημα στο οποίο η Cf είναι πάνω από την 
ευθεία y = e . 

 γ. Να βρεθεί η f ΄(x) . 

 δ. Να βρεθεί το 








2

e
f  . 

 ε. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της Cf , που είναι 

παράλληλη στην ευθεία με εξίσωση 3x
e

2
y   . 

 

89. Έστω η συνάρτηση f(x) = 1 + x 2 e x , x . 

 α. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτόμενης της Cf στο σημείο 
της Α ( 1, f(1) ) . 

 β. Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας και τα τοπικά 
ακρότατα της f. 
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90. Ένα σώμα κινείται ευθύγραμμα πάνω σε άξονα, ώστε η θέση του 
την τυχαία χρονική στιγμή t (σε sec) να δίνεται από τον τύπο                             

x(t) = t 3  12t 2 + 45t σε μέτρα (m). Να βρείτε: 

 α. την ταχύτητα του κινητού τη χρονική στιγμή t. 

 β. τις χρονικές στιγμές, που το σώμα είναι ακίνητο. 

 γ. την απόσταση των θέσεων του σώματος, όταν αυτό είναι 
ακίνητο. 

 

91. Έστω η συνάρτηση f με f(x) = e 3x + 1 . 

 α. Να βρείτε την τιμή της παράστασης: f ΄΄(x) + 2f ΄(x)  3f(x) 
+ 3 . 

 β. Να υπολογίσετε το f ΄(1) . 

 γ. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτόμενης στη Cf , στο 

σημείο της με τετμημένη 1 . 
 
92. Αν η εφαπτόμενη (ε) στη γραφική παράσταση μιας συνάρτησης         

f:    στο σημείο Α ( 1, f(1) ) είναι παράλληλη στην ευθεία               

x  y + 2 = 0 , τότε: 

 α. να βρείτε το f ΄(1) . 

 β. να αποδείξετε ότι η (ε) εφάπτεται στη Cg , στο σημείο της           

Β (0, g(0)), όπου g η συνάρτηση g(x) = f(x 2 + x + 1)  1 . 
 

93. Δίνονται οι συναρτήσεις f(x) = ln( x 2  x + 1) και g(x) = x 2  αx + 

β , όπου α, β   . Να βρείτε: 

 α. την εξίσωση της εφαπτόμενης (ε) της Cf στο Α ( 1, f(1) ) . 

 β. τα α, β, ώστε η (ε) να εφάπτεται στη Cg στο σημείο B ( 2, 
g(2) ) . 

 

94. Θεωρούμε τη συνάρτηση g με τύπο )x(f)x(f)x(g   , x( 0, 

+ ), f(2) = f ΄(2) = f(4) = f ΄(4) = 4 . 

 α. Αν η εξίσωση της εφαπτόμενης της γραφικής παράστασης 
της f στο σημείο Α ( 1, f(1) ) είναι παράλληλη στην ευθεία (ε) : y = 1 , 
τότε να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της g 
στο σημείο  Β ( 1, g(1) ) , είναι παράλληλη στον άξονα x΄x. 

 β. Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας, η οποία εφάπτεται στη Cg 
στο σημείο Γ ( 4, g(4) ) .
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