
ΚΕΦΑΛΑΙΟ   4 

 
 

4.1   ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΕΠΑΓΩΓΗ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. (i) Έστω )(νP  η ισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε. 

 Η )(νP  αληθεύει για 1ν , αφού γράφεται 
6

321
12 

 , που είναι αληθής. 

     Θα αποδείξουμε ότι, αν η )(νP  είναι αληθής, τότε και η )1( νP  θα είναι 

αληθής, δηλαδή ότι: 

 Αν   
6

)12)(1(
...21 222 


ννν

ν    (1),   τότε 

 
6

)32)(2)(1(
)1(...21 2222 


ννν
νν . 

 Πράγματι, έχουμε: 

         2
)1(

2222 )1(
6

)12)(1(
)1(...21 


 ν

ννν
νν  

        
6

)]1(6)12()[1( 


νννν
 

        
6

)672)(1( 2 


ννν
 

        
6

)32)(2)(1( 


ννν
. 

 Άρα, η )(νP  αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο ν. 

(ii)  Έστω )(νP  η ισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε. 

 Η )(νP  αληθεύει για 1ν , αφού γράφεται 
2

3

2

21
1 






 

 , που είναι αληθής. 

     Θα αποδείξουμε ότι, αν η )(νP  είναι αληθής, τότε και η )1( νP  θα είναι 

αληθής, δηλαδή ότι: 
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 Αν   
2

333

2

)1(
...21 







 


νν
ν    (1),   τότε  

 
2

3333

2

)2)(1(
)1(...21 







 


νν
νν . 

 Πράγματι, έχουμε: 

         3
22)1(

3333 )1(
4

)1(
)1(...21 


 ν

νν
νν  

        
4

))1(4()1( 22 


ννν
 

        
4

)44()1( 22 


ννν
 

        
4

)2()1( 22 


νν
 

        
2

2

)2)(1(







 


νν
. 

 Άρα, η )(νP  αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο ν. 

 (iii) Έστω )(νP  η ισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε 

 Η )(νP  αληθεύει για 1ν , αφού γράφεται 
3

321
21


 , που είναι αληθής. 

    Θα αποδείξουμε ότι, αν η )(νP  είναι αληθής, τότε και η )1( νP  θα είναι 

αληθής, δηλαδή ότι: 

 Αν   
3

)2)(1(
)1(...3221




ννν
νν    (1),   τότε  

 
3

)3)(2)(1(
)2)(1()1(...3221




ννν
νννν . 

 Πράγματι, έχουμε: 

  )2)(1(
3

)2)(1(
)2)(1()1(...3221

)1(




 νν
ννν

νννν  

        
3

)3)(2)(1( 


ννν
. 

 Άρα, η )(νP  αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο ν. 
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 (iv) Έστω )(νP  η ισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε 

 Η )(νP  αληθεύει για 1ν , αφού γράφεται 
11

1

21

1





, που είναι αληθής. 

    Θα αποδείξουμε ότι, αν η )(νP  είναι αληθής, τότε και η )1( νP  θα είναι 

αληθής, δηλαδή ότι: 

 Αν   
1)1(

1
...

32

1

21

1










 ν

ν

νν
   (1),   τότε  

 
2

1

)2)(1(

1

)1(

1
...

32

1

21

1














 ν

ν

νννν
. 

 Πράγματι, έχουμε: 

         
)2)(1(

1

1)2)(1(

1

)1(

1
...

32

1

21

1 )1(
















 ννν

ν

νννν
 

                  
)2)(1(

1)2(





νν

νν
 

      
)2)(1(

)1( 2





νν

ν
 

      
2

1





ν

ν
. 

 Άρα, η )(νP  αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο ν. 

 

2. Έστω )(νP  η ισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε 

 Η )(νP  αληθεύει για 1ν , αφού γράφεται 
1

1
1





x

x
, που είναι αληθής. 

    Θα αποδείξουμε ότι, αν η )(νP  είναι αληθής, τότε και η )1( νP  θα είναι 

αληθής, δηλαδή ότι: 

 Αν  
1

1
...1 12




 

x

x
xxx

ν
ν   (1),  τότε  

1

1
...1

1
12









x

x
xxxx

ν
νν . 

 Πράγματι, έχουμε: 

                ν
ν

νν x
x

x
xxxx 




 

1

1
...1

)1(
12  

      
1

1 1







x

xxx ννν

 

      
1

11







x

x ν
. 
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 Άρα, η )(νP  αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο ν. 

 ΣΧΟΛΙΟ Η ισότητα )(νP  είναι γνωστή από τη θεωρία πολυωνύμων, 

αφού το πολυώνυμο 1...21   xxx νν  είναι το πηλίκο της τέλειας 

διαίρεσης του 1νx  με το 1x . 

 

3. (i) Έστω )(νP  η ανισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε 

 Η )(νP  αληθεύει για 3ν , αφού γράφεται 13232   που είναι αληθής. 

    Θα αποδείξουμε ότι, αν η )(νP  είναι αληθής, τότε και η )1( νP  θα είναι 

αληθής, δηλαδή ότι: 

 Αν   122  νν    (1),   τότε   1)1(2)1( 2  νν . 

 Πράγματι, έχουμε: 

 24121212)1(
)1(

22  νννννν  

 Επομένως, αρκεί να δείξουμε ότι 1)1(224  νν . Έχουμε: 

2

1
1232241)1(224  νννννν , 

 που ισχύει. 

 Άρα, η )(νP  αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο 3ν . 

 (ii) Έστω )(νP  η ανισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε 

 Η )(νP  αληθεύει για 7ν , αφού γράφεται 7
3

4
7









, που είναι αληθής. 

    Θα αποδείξουμε ότι, αν η )(νP  είναι αληθής, τότε και η )1( νP  θα είναι 

αληθής, δηλαδή ότι: 

 Αν   ν
ν









3

4
   (1),  τότε   )1(

3

4
1











ν
ν

. 

 Πράγματι, έχουμε: 

 ν
νν

























3

4

3

4

3

4

3

4 )1(1

. 

 Επομένως, αρκεί να δείξουμε ότι 1
3

4
νν . Έχουμε: 
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33341
3

4
 ννννν , 

 που ισχύει γιατί 7ν . 

 Άρα, η )(νP  αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο 7ν . 

 (iii) Έστω )(νP  η ανισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε 

 Η )(νP  αληθεύει για 1ν , αφού γράφεται 1551  , που είναι αληθής. 

    Θα αποδείξουμε ότι, αν η )(νP  είναι αληθής, τότε και η )1( νP  θα είναι 

αληθής, δηλαδή ότι: 

 Αν   155  νν    (1),   τότε   1)1(55 1  νν . 

 Πράγματι, έχουμε: 

 525)15(5555
)1(

1  νννν . 

 Επομένως, αρκεί να δείξουμε ότι 1)1(5525  νν . Έχουμε: 

20

9
455251)1(5525  ννννν , 

 που ισχύει.. 

 Άρα, η )(νP  αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο ν . 

  
 
 
Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. Έστω )(νP  η ανισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε 

 Η )(νP  αληθεύει για 4ν , αφού γράφεται 42!4   ή, ισοδύναμα, 

1624 , που είναι αληθής. 

    Θα αποδείξουμε ότι, αν η )(νP  είναι αληθής, τότε και η )1( νP  θα είναι 

αληθής, δηλαδή ότι, αν νν 2!  τότε και 12)!1(  νν . Πράγματι έχουμε 

διαδοχικά: 

 νν 2!  
νννν 2)1(!)1(   

    ννν 2)1()!1(   
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              νν 22)!1(  , αφού   21ν  γιατί 4ν  

              12)!1(  νν . 

 Επομένως, η ανισότητα αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο 4ν . 
 

2. Έστω )(νP  η ανισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε 

 Η )(νP  αληθεύει για 1ν , αφού γράφεται 
1

1
2

1

1
2

 , που είναι αληθής. 

    Θα αποδείξουμε ότι, αν η )(νP  είναι αληθής, τότε και η )1( νP  θα είναι 

αληθής, δηλαδή ότι: 

 Αν   
νν

1
2

1
...

2

1

1

1
222

    (1),   τότε 

1

1
2

)1(

11
...

2

1

1

1
2222 





ννν

. 

 Πράγματι, αν και στα δύο μέλη της (1) προσθέσουμε το 
2)1(

1

ν
, έχουμε 

 
22222 )1(

11
2

)1(

11
...

2

1

1

1







νννν
. 

 Επομένως, αν δείξουμε ότι 

 
1

1
2

)1(

11
2

2 





ννν
, 

 τότε θα ισχύει το ζητούμενο. Έχουμε λοιπόν: 

)1(

1

)1(

11

)1(

1
2

)1(

11
2

22 











νννννν
 

            )1()1( 2  νννν  

            νννν  2)1()1(0  

            ννννν  120 22  

            10 ,       που ισχύει.. 

 Άρα, η )(νP  αληθεύει για όλους τους θετικούς ακέραιους ν . 
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3. Αρκεί να αποδείξουμε ότι ν
ν

ν
ν







 1

 για κάθε 3ν  ή, ισοδύναμα, ότι 

ν
ν

ν







 

1
1     για κάθε 3ν . 

 Έστω )(νP  η ανισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε 

 Η ανισότητα )(νP  αληθεύει για 3ν , αφού γίνεται 3
3

4
3









 ή, 

ισοδύναμα, 8164 , που είναι αληθής. 

    Θα αποδείξουμε ότι, αν η )(νP  είναι αληθής, τότε και η )1( νP  θα είναι 

αληθής, δηλαδή ότι: 

 Αν   ν
ν

ν







 

1
1    (1),   τότε   1

1

1
1

1














ν
ν

ν

. 

 Πράγματι, επειδή 1<
νν

1
1

1

1
1 


 έχουμε 

             





 






 






 













νννν

ννν
1

1
1

1
1

1
1

1
1

11

 

               





 

ν
ν

1
1         (λόγω της (1)) 

               1ν . 

 Άρα, η )(νP αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο 3ν . 

 
 

4.2  ΕΥΚΛΕΙΔΕΙΑ  ΔΙΑΙΡΕΣΗ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 
1. (i) Είναι: 611783   
 Άρα το πηλίκο είναι 7 και το υπόλοιπο 6. 

(ii)  Είναι: 511)8(611)7(83   

 Άρα το πηλίκο είναι 8  και το υπόλοιπο 5. 
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 (iii) Είναι: 6)11)(7(83   

 Άρα το πηλίκο είναι 7  και το υπόλοιπο 6. 

 (iv) Είναι: 5)11(86)11(783   

 Άρα το πηλίκο είναι 8 και το υπόλοιπο 5. 

 

2. (i) Κάθε ακέραιος α, σύμφωνα με την ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης, 
παίρνει μια από τις παρακάτω μορφές 

λα 3    ή   13  λα    ή   23  λα  ,   Zλ . 

    Αν λα 3 , τότε  

 κλλα 3339 222  , όπου Z 23λκ . 

    Αν 13  λα , τότε  

 131)23(3169 222  κλλλλα ,   όπου   Z λλκ 23 2 . 

    Αν 23  λα , τότε  

131)143(3131294129 2222  κλλλλλλα , 

 όπου Z 143 2 λλκ . 

 (ii) Έχουμε 232)12(323656  λκκκα , όπου Ζ 12κλ . Το 

αντίστροφο δεν ισχύει, αφού οι αριθμοί της μορφής 23 λ , με κλ 2  
παίρνουν τη μορφή 26 κ  και όχι τη μορφή 56 κ . Για παράδειγμα, ο 
αριθμός 8, που είναι της μορφής 23 λ  με 2λ , δεν παίρνει τη μορφή 

56 κ , αφού 268  κ  με 1κ . 

 

3. Επειδή ο α είναι περιττός θα είναι της μορφής 12  κα , Zκ . Έτσι θα 
έχουμε: 

     
12

363612

12

1)52()32()12(

12

1)4()2( 2222222 





 κκκκκααα
 

       Z 332 κκ . 

 

4. Επειδή το άθροισμα δύο περιττών είναι άρτιος αριθμός, το άθροισμα άρτιου 
πλήθους περιττών αριθμών θα είναι άρτιος αριθμός. Όμως, οι αριθμοί 1,3 και 
5 είναι περιττοί. Άρα το άθροισμα δέκα προσθετέων, καθένας από τους 
οποίους είναι ίσος με 1 ή 3 ή 5, θα είναι άρτιος αριθμός και συνεπώς δε 
μπορεί να είναι ίσος με τον 25. 
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Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. Αν υ είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης του 660 με τον β, τότε θα ισχύει 

 υβ17660 ,  με βυ0 , 

 οπότε 

          βυ 17660   και   βυ0   (1) 

 Έτσι έχουμε 









ββ

β
ββ

17660

176600
176600  

            








β

β

18660

66017
 

            
17

660

18

660
 β  

                         
17

14
38

18

12
36  β  

            37 β  ή  38β . 

 Αν 37β , τότε από τη σχέση (1) έχουμε ότι 31υ , ενώ 

 Αν 38β , τότε από τη σχέση (1) έχουμε ότι 14υ . 

 

2. Ας υποθέσουμε ότι η εξίσωση έχει μια τουλάχιστον ακέραια ρίζα, την ρx . 

Τότε θα ισχύει 

     02  γβραρ               (1) 

 Αν ο ρ είναι άρτιος, τότε και ο 2ρ  θα είναι άρτιος, οπότε ο βραρ 2  θα είναι 

άρτιος. Άρα, ο γβραρ 2  θα είναι περιττός, αφού το γ είναι περιττός. Αυτό 

όμως είναι άτοπο, λόγω της (1). 

 Αν ο ρ είναι περιττός, τότε και ο 2ρ  θα είναι περιττός, και, επειδή οι α, β 

είναι περιττοί, οι 2αρ  και βρ  θα είναι περιττοί. Άρα ο βραρ 2  θα είναι 

άρτιος, οπότε ο γβραρ 2  θα είναι περιττός, αφού ο γ είναι περιττός. Αυτό, 

όμως, είναι άτοπο λόγω της (1). 
 

3. Σύμφωνα με την εφαρμογή 2, οι 2α  και 2β  θα είναι της μορφής 
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       182  λα ,  Zλ    και 182  μβ ,  Nμ             (1) 

 Επομένως 

(i)  Z








)(
8

88

8

)18()18(

8

22

μλ
μλμλβα

 

(ii)  





16

2)18()18(

16

2 2244 μλβα
 

    Z


 )44(
16

16166464 22
22

μλμλ
μλμλ

. 

 

4. Αν υλκ 5 , 4,3,2,1,0υ  είναι η ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης του κ 
με τον 5, τότε θα ισχύει 

5

43
3

5

4315

5

4)5(3

5

43 








 υ
λ

υλυλκ
. 

 Επομένως, ο 
5

43 κ
 είναι ακέραιος, αν και μόνο αν ο 

5

43 υ
 είναι ακέραιος. 

 Διακρίνουμε, λοιπόν, πέντε περιπτώσεις: 

  Αν 0υ , τότε Z


5

4

5

43υ
 

  Αν 1υ , τότε Z


5

7

5

43υ
 

  Αν 2υ , τότε Z


2
5

43υ
 

  Αν 3υ , τότε Z


5

13

5

43υ
 

  Αν 4υ , τότε Z


5

16

5

43υ
. 

 Άρα, ο 
5

43 κ
 είναι ακέραιος, αν και μόνο αν 2υ , δηλαδή, αν και μόνο αν 

ο κ είναι της μορφής 25  λκ , Zλ . 
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5. (i) Αν ο α είναι άρτιος, τότε θα είναι της μορφής κα 2 , Zκ , οπότε θα 

ισχύει λκκα 44)2( 222  , όπου Z 2κλ . 

 Αν ο α είναι περιττός, τότε θα είναι της μορφής 12  κα , Zκ , οπότε θα 

ισχύει 141)(4144)12( 2222  λκκκκκα , όπου Z )( 2 κκλ . 

 (ii) Επειδή οι α, β είναι περιττοί ακέραιοι, τα τετράγωνά τους θα είναι της 
μορφής 

 142  λα , Zλ    και    142  μβ , Zμ . 

 Επομένως, θα ισχύει 2)(422  μλβα , δηλαδή ο 22 βα   θα είναι της 

μορφής 

           2422  ρβα ,  Zρ              (1) 

 Αν υποθέσουμε ότι η εξίσωση 222 βαx   έχει ακέραια ρίζα γ, τότε θα 

ισχύει 222 βαγ  . Έτσι, λόγω της (1), το τετράγωνο του γ θα είναι της 

μορφής 242  ργ , που είναι άτοπο, σύμφωνα με το ερώτημα (i). 

(iii)  Καθένας από τους αριθμούς αυτούς είναι της μορφής 

 24 λ ,  Zλ  

 οπότε, σύμφωνα με το ερώτημα (i), δεν είναι τετράγωνο φυσικού αριθμού. 
 
 

4.3  ΔΙΑΙΡΕΤΟΤΗΤΑ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. (i) Είναι ίσο με το πηλίκο της ευκλείδειας διαίρεσης του 1000 με τον 5, 
δηλαδή ίσο με 200. 

 (ii) Είναι ίσο με το πηλίκο της ευκλείδειας διαίρεσης του 1000 με τον 25, 
δηλαδή ίσο με 40. 

 (iii) Είναι ίσο με το πηλίκο της ευκλείδειας διαίρεσης του 1000 με τον 125, 
δηλαδή ίσο με 8. 

 (iv) Είναι ίσο με το πηλίκο της ευκλείδειας διαίρεσης του 1000 με τον 625, 
δηλαδή ίσο με 1. 
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2. Επειδή βα |  και δγ| , θα υπάρχουν ακέραιοι κ, λ τέτοιοι ώστε καβ  και 

λγδ . Άρα ))(( αγκλβδ , οπότε βδαγ | . 

 

3. Επειδή )2(|11 α  και )35(|11 β , θα υπάρχουν ακέραιοι κ, λ τέτοιοι ώστε 

 κα 112    και   λβ 1135  . 

 Έτσι θα έχουμε 211  κα  και λβ 1135 , οπότε θα είναι 

 )3(11331111  λκλκβα  

 Άρα )(|11 βα . 

 

4. Έστω α, β δύο ακέραιοι με κβα 2 , Zκ  (άρτιος). Τότε θα ισχύει 

κβα 2 , οπότε θα είναι 

4πολ)(444)2( 22222222  κκββκκβββκββα . 

 

5. Ας υποθέσουμε ότι )1(| αm . Επειδή αm| , θα ισχύει ])1[(| ααm  , δηλαδή 

1|m . Αυτό, όμως, είναι άτοπο, αφού 1m . 

 

6. Διακρίνουμε τις παρακάτω δύο περιπτώσεις: 

 (α) Δύο τουλάχιστον από τους α,β,γ, είναι άρτιοι, έστω, για παράδειγμα, οι α 
και β. Τότε η διαφορά βα  θα είναι άρτιος, οπότε το γινόμενο 

))()(( αγγββα   θα διαιρείται με το 2. 

 (β) Δύο τουλάχιστον από τους α,β,γ είναι περιττοί, έστω, για παράδειγμα, οι α 
και β. Τότε η διαφορά βα  θα είναι άρτιος, οπότε το γινόμενο 

))()(( αγγββα   θα διαιρείται με τον 2. 

 
 
Β΄  ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. (i) Επειδή ο α είναι περιττός θα είναι της μορφής 12  κα , Zκ . Έτσι, θα 
έχουμε 

141)(4144)12( 2222  λκκκκκα , όπου Z )( 2 κκλ  

(ii)  Επειδή ο α είναι περιττός, λόγω της (i), έχουμε 
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 32πολ32)2)(1(16)84)(44()7)(3(
2

22  μλλλλαα
μ


, 

 αφού το γινόμενο )2)(1(  λλ  είναι άρτιος αριθμός, ως γινόμενο δύο 

διαδοχικών ακέραιων. 
 

2. Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: 

    κα 2 , Zκ . Τότε 

4πολ24242 22  λκα ,   όπου  2κλ  

    12  κα , Zκ . Τότε 

πολ4343)(421442)12(2 2222  λκκκκκα
λ


. 

 

3. Έστω ότι οι διαδοχικοί θετικοί ακέραιοι α και 1α  είναι τετράγωνα 
ακεραίων. Τότε θα ισχύει 

2κα    και   2)1( λα  ,   για κάποιους *, Νλκ . 

 Επομένως, θα είναι 11 2  κα  και έτσι θα έχουμε: 

 11 2222  κλλκ  

             1))((  κλκλ  

             1 κλ   και  1κλ  

             1 λ  και 0κ ,  που είναι άτοπο. 
 

4. Επειδή αβ |  και οι α,β είναι θετικοί, θα υπάρχει θετικός ακέραιος ν, τέτοιος 

ώστε νβα , οπότε θα έχουμε 

)12(πολ]1)2(...)2()2()[12(1)2(1212 21 


 β

λ

βνβνββνβνβα

  
Z

. 

 

5. (i) Έστω 1α , α , 1α  τρεις διαδοχικοί ακέραιοι. Θα δείξουμε ότι 
)1()1(|6  ααα  ή, ισοδύναμα, ότι 

     αα 3|6 .              (1) 

 Αν υκα 6 , 5,4,3,2,1,0υ  είναι η ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης του 
α με τον 6, τότε θα έχουμε 
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        )6()6( 33 υκυκαα   

    υκυυκυκκ  6)6(3)6(3)6( 3223  

    υυκκυυκκ
λ

 3223 )31836(6
  

 














 )(6 3 υυλ

 

6λ 
6λ 
6λ+6 
6λ+24 
6λ+60 
6λ+120 

=πολ6 
=πολ6 
=πολ6 
=πολ6 
=πολ6 
=πολ6 

, αν υ=0 
, αν υ=1 
, αν υ=2 
, αν υ=3 
, αν υ=4 
, αν υ=5 

 Άρα, πολ63 αα . 

 (ii) Είναι: 

 )]2()1)[(1()12)(1(  ααααααα  

        )2)(1()1()1(  αααααα  

        μλ
i

66
)(

           , Zμλ,  

        6πολ)(6  μλ . 

 (iii) Είναι:  

        )1)(4()43(43 223  ααααααααα  

        ]3)1[()1()4()1(  αααααα  

        ααααα
μλ


26

)1()1()1(   

        μλ
i

236
)(

        , Zμλ,  

        6πολ)(6  μλ . 

 

6. (i) Έστω )(νP  ο ισχυρισμός που θέλουμε να αποδείξουμε. 

    Για 0ν , ο ισχυρισμός γράφεται 0|3 , που είναι αληθής 

   Θα αποδείξουμε ότι αν ο )(νP  είναι αληθής, τότε και ο )1( νP  είναι 

αληθής. Δηλαδή: 

 Αν   )2(|3 3 νν     (1),   τότε   )]1(2)1[(|3 3  νν . 

 Πράγματι. 
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 22133)1(2)1( 233  νννννν  

          )1(3)2( 23  νννν  

          )1(33 2
)1(

 ννκ  

          3πολ)1(3 2  ννκ . 

 Άρα, ο )(νP  αληθεύει για κάθε Nν . 

 (ii) Έστω )(νP  ο ισχυρισμός που θέλουμε να αποδείξουμε. 

    Για 0ν , ο ισχυρισμός γράφεται 0|64 , που είναι αληθής 

   Θα αποδείξουμε ότι, αν ο )(νP  είναι αληθής, τότε και ο )1( νP  είναι 

αληθής. Δηλαδή: 

 Αν   )989(|64 1  νν    (2),  τότε   )9)1(89(|64 2  νν . 

 Πράγματι, λόγω της (2), υπάρχει Zκ  τέτοιος, ώστε 

         κνν 64989 1  ,   οπότε   98649 1  νκν             (3) 

 Έτσι, έχουμε 

                       178999)1(89 12   νν νν  

          178)9864(9
)3(

 ννκ  

          6464964  νκ  

          64πολ)19(64  νκ . 

 Άρα, ο )(νP  αληθεύει για κάθε Nν . 

 (iii) Έστω )(νP  ο ισχυρισμός που θέλουμε να αποδείξουμε. 

    Για 0ν , ο ισχυρισμός γράφεται 5|5 , που είναι αληθής 

   Θα αποδείξουμε ότι, αν ο )(νP  είναι αληθής, τότε και ο )1( νP  είναι 

αληθής. Δηλαδή: 

 Αν   )22273(|5 νν     (4),   τότε   )22273(|5 11   νν . 

 Πράγματι, λόγω της (4), υπάρχει Zκ  τέτοιος, ώστε 

         κνν 522273  ,   οπότε   νν κ 225273              (5) 

 Έτσι, έχουμε 
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                        2222727322273 11   νννν  

          ννκ 2427)225(
)5(

  

          ννκ 24254275   

          5πολ)21027(5  νκ . 

 Άρα, ο )(νP  αληθεύει για κάθε Nν . 

 (iv) Έστω )(νP  ο ισχυρισμός που θέλουμε να αποδείξουμε. 

    Για 0ν , ο ισχυρισμός γράφεται 14|14 , που είναι αληθής 

   Θα αποδείξουμε ότι, αν ο )(νP  είναι αληθής, τότε και ο )1( νP  είναι 

αληθής, δηλαδή: 

 Αν   )53(|14 1224   νν    (6),   τότε   )53(|14 3264   νν  

 Πράγματι, λόγω της (6), υπάρχει Zκ  τέτοιος, ώστε 

         κνν 1453 1224   ,   οπότε   1224 5143   νν κ             (7) 

 Έτσι, έχουμε 

                            1222443264 553353   νννν  

        122124
)7(

55)514(3   ννκ  

         1212 5255818114   ννκ  

         125568114  νκ  

         14πολ)5481(14 12  νκ . 

 Άρα, ο )(νP  αληθεύει για κάθε Nν . 

 

7. Επειδή )(|)( λβκαλκ  , για να δείξουμε ότι )(|)( κβλαλκ  , αρκεί να 

δείξουμε ότι )]()[(|)( κβλαλβκαλκ  . Έχουμε λοιπόν: 

)(πολ))(()()()()( λκβαλκβλκαλκκβλαλβκα  . 
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4.4  ΜΕΓΙΣΤΟΣ  ΚΟΙΝΟΣ  ΔΙΑΙΡΕΤΗΣ - ΕΛΑΧΙΣΤΟ 
         ΚΟΙΝΟ  ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΟ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. (i) Έχουμε διαδοχικά: 

             23562135  ,     οπότε      56213523   

               1023256  ,     οπότε      2325610   

               310223  ,       οπότε        102233   

               13310    ,       οπότε        33101   

    0133   

 Επομένως, έχουμε   (135,56)=1 και 

       )10223(31033101          233107   

          233)23256(7    2317567   

           )562135(17567  564113517   

 Άρα      5641135)17(1   

(ii) Έχουμε διαδοχικά: 

            12842180   ,         οπότε             84218012   

              012784   

 Επομένως  

 12)84,180(     και   84)2(180112   

 (iii) Είναι 12)84,180()84,180(  , οπότε, λόγω της (ii), έχουμε 

84)2()180)(1(12  . 

 (iv) Είναι 12)84,180()84,180(  , οπότε, λόγω της (ii), έχουμε 

)84(2)180)(1(12   

 

2. (i) Είναι 2)2,2()2,222()2,22(  κκκκκκ  
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(ii) Είναι 1)2,12()1212,12()12,12(  νννννν , αφού ο ακέραιος 

12 ν  είναι περιττός 

(iii) Λόγω της (ii) έχουμε: )12)(12(]12,12[  νννν  (Πόρισμα σελ. 158) 

(iv) Είναι )2,()2,22()2,2( ννν   και επειδή 2|)2,(ν  θα ισχύει 2|)2,2( ν  

(v) Λόγω της (ii) έχουμε )1(]1,[  νννν  (Πόρισμα σελ. 158) 

 

3. Έστω ),( βαδ . Τότε 

 



βδ

αδ

|

|
,  οπότε  








)(|

)(|

βαδ

βαδ
  και συνεπώς  ),(| βαβαδ  . Άρα ),( βαβαδ  , 

δηλαδή ),(),( βαβαβα  . 

 

4. Έστω ),( yxβαδ  . Τότε 

 







)(|

)(|

yxδ

βαδ
,  οπότε  








)(|

)(|

yβxβδ

xβxαδ
. Συνεπώς )(| yβxβxβxαδ  , οπότε 

)(| yβxαδ  . Όμως 1 yβxα . Άρα 1|δ , οπότε 1δ . 

 

5. (i) Έστω )54,32( βαβαδ  . Τότε 

 







)54(|

)32(|

βαδ

βαδ
,   οπότε   








)54(|

)64(|

βαδ

βαδ
.  Άρα   )6454(| βαβαδ  , οπότε βδ | . 

(ii) Έστω )54,32(  ααδ . Τότε 

 







)54(|

)32(|

αδ

αδ
,    οπότε    








)54(|

)64(|

αδ

αδ
.   Άρα )5464(|  ααδ , δηλαδή 1|δ , 

οπότε 1δ . 

 (iii) Έστω )37,25(|  ααδ . Τότε 

 







)37(|

)25(|

αδ

αδ
,    οπότε    








)1535(|

)1435(|

αδ

αδ
. Άρα )14351535(|  ααδ , δηλαδή 

1|δ , οπότε 1δ . 
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6. (i) Έστω 






 


2

)1(
,12

κκ
κδ . Τότε 

 









2

)1(
|

)12(|

κκ
δ

κδ
,   οπότε   











κκδ

κκδ

44|

24|
2

2

. Άρα )2444(| 22 κκκκδ  , οπότε κδ 2| .  

 Όμως )12(| κδ . Άρα )212(| κκδ  , οπότε 1|δ  και συνεπώς 1δ . 

(ii) Σύμφωνα με την εφαρμογή 1 σελ. 155, έχουμε 

     22),22(2)534()22,534( 22222  κκκκκκκκκκ  

         )22,1( 2  κκκ  

          )1(2)22(,1 2  κκκκκ  

         )23,1(  κκ  

          )1(3)23(,1  κκκ  

         1)1,1(  κ  

 

7. Είναι: 

      ),(,),,( βαβαβαβα   

           ),(, αβα ,           αφού ),(),(),( αβββαββαβ   

          ),(),,( βααβα   

 

8. (i) Είναι ),(),(),( ναανααναα  . Επομένως θέλουμε να ισχύει 

1),( να ,     για κάθε   *Nν . 

 Αυτό ισχύει μόνο όταν 1α , αφού για αν  από την παραπάνω ισότητα 
έχουμε 1),( αα  και συνεπώς 1α . 

 (ii) Είναι ),(),(),( ανννανναν  . Επομένως θέλουμε να ισχύει 

1),( αν ,    για κάθε   *Nν . 

 Αυτό ισχύει, όπως είδαμε πριν, μόνο για 1α . 

 
9. Έστω  ),(1 γαδ  .  Τότε  αδ |1   και  γδ |1   και  επειδή  )(| βαγ  ,  έχουμε  ότι  



 142

 )(|1 βαδ  . Έτσι αδ |1  και )(|1 βαδ  , οπότε βδ |1 . Άρα αδ |1  και βδ |1 , 

οπότε ),(|1 βαδ , δηλαδή 1|1δ , οπότε 11 δ . 

 Έστω ),(2 γβδ  . Τότε, ομοίως εργαζόμενοι, βρίσκουμε ότι 12 δ . 

 
 
Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. (i) Έστω ),( βαβαδ  . Τότε 

 







)(|

)(|

βαδ

βαδ
, οπότε  








βδ

αδ

2|

2|

)(

)(
 και άρα )2,2(| βαδ .  

 Όμως 212),(2)2,2(  βαβα . Επομένως 2|δ , οπότε 1δ  ή 2δ . 

 (ii) Έστω )2,2( βαβαδ  . Τότε 

 







)2(|

)2(|

βαδ

βαδ
, οπότε 








)]2()2(2[|

)]2()2(2[|

βαβαδ

βαβαδ
ή, ισοδύναμα, 





βδ

αδ

3|

3|
 και άρα 

)3,3(| βαδ .  Όμως  313),(3)3,3(  βαβα .  Επομένως 3|δ , οπότε 1δ  ή 

 3δ . 

 

2.  Επειδή 2)4,( α , ο αριθμός α θα διαιρείται με τον 2, αλλά όχι με τον 4. 

Επομένως, το υπόλοιπο της διαίρεσης του α  με το 4 θα είναι 2, δηλαδή ο α 
θα είναι της μορφής: 

Z κκα ,24 . 

 Επειδή 2)4,( β , ο αριθμός β θα διαιρείται με τον 2, αλλά όχι με τον 4. 

Επομένως ο β θα είναι της μορφής: 

Z λλβ ,24 . 

 Έτσι, θα έχουμε 

 4)1,1(4)4),1(4()4,(  λκλκβα . 

 

3. Για να απλοποιείται το κλάσμα 
75

32



ν

ν
, αρκεί ο ΜΚΔ των όρων του να είναι 

διαφορετικός της μονάδας. Έστω )75,32(  ννδ . Τότε 
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75|

32|

νδ

νδ
, οπότε )]75(2)32(5[|  ννδ . Άρα 1|δ , οπότε 1δ . Έτσι, το 

κλάσμα 
75

32



ν

ν
 είναι ανάγωγο για όλες τις τιμές του *Nν . 

 

4. Έστω xβαβα  ],[),( . Επειδή ),( βαx  θα ισχύει 

               αx|    και   βx|               (1) 

 και επειδή ],[ βαx , θα ισχύει 

               xα|    και   xβ |               (2) 

 Έτσι, από τις σχέσεις (1) και (2), έχουμε ότι αx   και βx , οπότε βα . 

Αντιστρόφως, αν βα , τότε αααβα  ),(),(  και αααβα  ],[],[ , οπότε 

],[),( βαβα  . 

 

5. Είναι 

23),( βα ,      532),( γβ       και      32),( 2 αγ . 

 Επομένως, από τη δεύτερη σχέση έχουμε ότι β|2 , ενώ από την τρίτη ότι 

α|2 . Έτσι, θα πρέπει ),(|2 βα , δηλαδή 23|2 , που είναι άτοπο. 

 

6. Είναι 

  1
δ

β
λ

δ

α
κδλβκα  

     1  λκ , όπου Z
δ

α  και Z
δ

β
 . 

 Έτσι, σύμφωνα με το πόρισμα 1, οι ακέραιοι κ, λ είναι πρώτοι μεταξύ τους. 
 

7. (i) Έστω ),( βαδ  και ),( κβαδ  . Τότε  

 



βδ

αδ

|

|
, οπότε 




κβδ

αδ

|

|
. Άρα ),(| κβαδ , δηλαδή δδ |              (1). 

 Επειδή 1),( κα , θα υπάρχουν Zyx,  τέτοιοι, ώστε 1 κyαx , οπότε 

     βκβyαβx  .              (2) 

 Έτσι, έχουμε 
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κβδ

αδ

|

|
, οπότε )(| κβyαβxδ   και άρα, λόγω της (2), βδ | . Συνεπώς 







βδ

αδ

|

|
, 

οπότε ),(| βαδ  , δηλαδή  δδ | .               (3) 

 Από (1) και (3) προκύπτει ότι δδ  , δηλαδή ),(),( βακβα  . 

(ii)  Είναι: 

],[
),(),(

],[
)1(

βακ
βα

αβ
κ

κβα

κβα
κβα 


 . 

 

8. Είναι: 

 ],[],,[],,,[ βδαδβγαγβδαδβγαγ   

           ],[],[],[,],[ δγβαδβαγβα  . 

 
 

4.5   ΠΡΩΤΟΙ  ΑΡΙΘΜΟΙ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. Είναι 1110110  . Επομένως, για να είναι ο 101 πρώτος αρκεί να μην έχει 
θετικό πρώτο διαιρέτη μικρότερο του 11. Επειδή κανένας από τους πρώτους 
2, 3, 5, 7, που είναι μικρότεροι του 11, δεν διαιρεί τον 101, ο αριθμός 101 
είναι πρώτος. Αν εργαστούμε με τον ίδιο τρόπο, διαπιστώνουμε ότι οι 
αριθμοί 103, 107 και 113 είναι πρώτοι, ενώ οι 111 και 121 είναι σύνθετοι. 

 

2. Από το κόσκινο του Ερατοσθένη βρίσκουμε ότι 

 (i) 8α  αφού οι αριθμοί 8, 9, 10 είναι τρεις πρώτοι στη σειρά διαδοχικοί 
σύνθετοι αριθμοί. 

 (ii) 24α , αφού οι αριθμοί 24, 25, 26, 27 είναι τέσσερις πρώτοι στη σειρά 
διαδοχικοί σύνθετοι αριθμοί. 

 

3. (i) Επειδή βαβα   έχουμε 

























1

2

22

42

3

1
3))((

β

α

β

α

βα

βα
βαβα . 
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(ii)  Επειδή )2)(2(42  ααα  και 22  αα  έχουμε 

















5

3

2

12
)2)(2(42

p

α

pα

α
pααpα . 

 (iii) Επειδή )1)(1(12  aaa  και 11  aa και 3p , έχουμε 






















5

2

5

31

11

531)1)(1(15)1( 2

p

α

p

α

α

pααpα . 

 

4. Έχουμε 

              1313 22  νpνp  

    )1)(1(3  ννp  

    








pν

ν

1

31
   ή   








31

1

ν

pν
 

    








5

4

p

ν
       ή   








1

3

p

ν
 αδύνατο 

    








5

4

p

ν
. 

 

5. Έχουμε 

    pνννpν  1)1)(1(1 23  

            











pνν

ν

1

11
2

, αφού   112 νν  

            








7

2

p

ν
 

    pνννpν  1)1)(1(1 23  

           











11

1
2 νν

pν
, αφού  11ν  

           











0

1
2 νν

pν
 

           







1

2

ν

p
. 
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6. Οι α, β είναι της μορφής 

12  κα       και      12  λβ ,      *, Nλκ . 

 Επομένως 

24444144144)12()12( 22222222  λκλκλλκκλκβα  

         )12222(2 22  λκλκ , 

 που είναι σύνθετος, αφού είναι της μορφής 2μ, όπου 

112222 22  λκλκμ . 

 

7. Αν ναp| , τότε αp| , οπότε pκα , όπου Zκ . Άρα ννν pκα  , οπότε 
νν αp | . 

 

8. α΄ τρόπος: Έστω ότι 1),( νμ βα . Τότε θα υπάρχει θετικός πρώτος 

διαιρέτης p του ),( νμ βα . Άρα θα ισχύει 

 






ν

μ

βp

αp

|

|
, οπότε 





βp

αp

|

|
. Συνεπώς ),(| βαp , οπότε 1|p  και άρα 1p , που είναι 

άτοπο. 

 β΄  τρόπος: Επειδή 1),( βα , οι κανονικές μορφές των α και β δεν έχουν 

κοινό παράγοντα. Άρα και οι κανονικές μορφές των μα  και νβ δεν θα έχουν 

κοινό παράγοντα, οπότε θα ισχύει 1),( νμ βα . 

 

9. Εργαζόμαστε όπως και στο Γυμνάσιο: 

 

490 

245 

49 

7 

1 

2 

5 

7 

7 

1125 

375 

125 

25 

5 

1 

3 

3 

5 

5 

5 

2728 

1364 

682 

341 

31 

1 

2 

2 

2 

11 

31 

 Έτσι, έχουμε 

2752490  ,      32 531125  ,      311122728 3  . 
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 Επομένως, σύμφωνα με το συμπέρασμα της σελίδας 167, είναι 

1)2728,1125,490(        και      3111752]2728,1125,490[ 233  . 

 

10. Αν οι εκθέτες είναι όλοι άρτιοι, τότε θα είναι της μορφής 

κκ βαβαβα 2...,,2,2 2211  ,    όπου    *
21 ,...,, Nκβββ  

 οπότε θα ισχύει 

  22

21
22

2
2
1 ...... 2121 βppppppa κκ β

κ
βββ

κ
ββ  ,    όπου   κβ

κ
ββ pppβ ...21
21 . 

 Αντιστρόφως, έστω 2βα , όπου *Nβ . Τότε κάθε θετικός πρώτος διαιρέτης 

του β θα είναι και διαιρέτης του α. Επομένως, ο β θα έχει ως κανονική μορφή 
την 

κβ
κ

ββ pppβ ...21
21 . 

 Έτσι η ισότητα 2βα  γράφεται 

  κκκ β
κ

βββ
κ

ββα
κ

αα ppppppppp 22
2

2
1

2

2121 ......... 212121   

 οπότε έχουμε 11 2βα  , ,2 22 βα  …,  κκ βα 2 . Άρα όλοι οι εκθέτες της 

κανονικής μορφής του α θα είναι άρτιοι. 
 
 
Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. (i) Ας υποθέσουμε ότι 1),(  αββα . Τότε ο ),( αββα  θα έχει έναν, 

τουλάχιστον, θετικό πρώτο διαιρέτη, έστω τον p. Επομένως, θα ισχύει 

 


 

αβp

βαp

|

)(|
, οπότε 



 

αp

βαp

|

)(|
  ή  



 

βp

βαp

|

)(|
 

 και στις δύο περιπτώσεις θα έχουμε αp|  και βp| , οπότε ),(| βαp , δηλαδή 

1|p , που είναι άτοπο. 

 (ii) Ας υποθέσουμε ότι 1),( 22  αββα . Τότε ο ),( 22 αββα   θα έχει έναν, 

τουλάχιστον, θετικό πρώτο διαιρέτη, έστω τον p. Επομένως, θα ισχύει 

    




 

αβp

βαp

|

)(| 22

,    οπότε    




 

αp

βαp

|

)(| 22

  ή  




 

βp

βαp

|

)(| 22

. 

 Άρα    






αp

βp

|

| 2

    ή   






βp

αp

|

| 2

    οπότε    




αp

βp

|

|
    ή    





βp

αp

|

|
. 
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 Επομένως, και στις δύο περιπτώσεις θα έχουμε ),(| βαp , δηλαδή 1|p , που 

είναι άτοπο. 
 

2.   Υποθέτουμε ότι 1),( βγα  και θα δείξουμε ότι 1),( βα  και 1),( γα . Έστω 

ότι 1),( βα . Τότε ο ),( βα  θα έχει έναν, τουλάχιστον, θετικό πρώτο 

διαιρέτη, έστω τον p. Επομένως, θα ισχύει 

 




βp

αp

|

|
, οπότε 





βγp

αp

|

|
. Άρα ),(| βγαp , δηλαδή 1|p , που είναι άτοπο. 

 Ομοίως αποδεικνύεται ότι 1),( γα . 

   Υποθέτουμε ότι 1),(),(  γαβα  και θα δείξουμε ότι 1),( βγα . Έστω ότι 

1),( βγα . Τότε ο ),( βγα  θα έχει έναν, τουλάχιστον, θετικό πρώτο διαιρέτη, 

έστω τον p. Επομένως, θα ισχύει 

 




βγp

αp

|

|
, οπότε 





βp

αp

|

|
  ή  





γp

αp

|

|
. Άρα ),(| βαp  ή ),(| γαp , δηλαδή 1|p , που 

είναι άτοπο. 
 

3. Επειδή ppα ),( 2  και 23 ),( ppβ   οι ακέραιοι  α, β  θα είναι της μορφής: 

           pAα   με   Ap |    και   Bpβ 2    με   Bp |              (1) 

 Έτσι, θα έχουμε 

    33
)1(

3434 1),(),(),( pppABppABppαβ  , αφού ABp |  

    ppppBAppBppApβα  1),(),(),( 3424 , αφού )(| pBAp   

 

4. Έχουμε 

    )22)(22()2()2(4)44(4 222222244  νννννννννν  

               ]1)1[(]1)1[( 22  νν  

 Άρα ο 44 ν  είναι σύνθετος, αφού 11)1( 2 ν  και 11)1( 2 ν . 

    )122)(12(1)2(1)2(18 233  νννννν  

 Άρα )122)(12(18 2  νννν . 

 Όμως 18121  νν . Άρα ο 18 ν  είναι σύνθετος. 
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5. Επειδή 
34

43


β

α
, έχουμε βα 4334   (1). 

 Επομένως, β43|34  και επειδή 1)43,34(  , θα ισχύει β|34 . Άρα, υπάρχει 
*Nκ , τέτοιος ώστε κβ 34 , οπότε, λόγω της (1), θα είναι κα 43 . Έχουμε 

λοιπόν 

κα 43    και   κβ 34 ,    *Nκ , 

 οπότε 

κκκκβα  117773443 . 

 Άρα,ο αριθμός βα  είναι σύνθετος. 

 

6. Έστω p είναι θετικός πρώτος αριθμός. Τότε ο p θα είναι της μορφής: 

κp 3    ή   13  κp    ή   23  κp ,   *Nκ . 

    Αν κp 3 , *Nκ , επειδή ο p είναι πρώτος, θα είναι 1κ , οπότε θα 

έχουμε 3p , 52p  και 74p . Παρατηρούμε, δηλαδή, ότι και οι τρεις 

αριθμοί 4,2,  ppp  είναι πρώτοι. 

    Αν 13  κp , *Nκ , τότε θα είναι )1(3332  κκp , οπότε ο αριθμός 

2p  είναι σύνθετος. Άρα, δεν είναι και οι τρεις αριθμοί 2, pp και 4p  

πρώτοι. 

   Αν 23  κp , *Nκ , τότε θα είναι )2(3634  κκp , οπότε ο αριθμός 

4p  είναι σύνθετος. Άρα, δεν είναι και οι τρεις αριθμοί 2, pp  και 4p  

πρώτοι. Άρα, ο μοναδικός θετικός πρώτος p, για τον οποίο οι αριθμοί 
2, pp  και 4p  είναι και οι τρεις πρώτοι, είναι ο 3p . 

 

7. (i) α΄ τρόπος:   3)1(03 223  xxxxxx  

     1 x   και  312  xx ,  αφού xxx  12  
     1 x  

 β΄ τρόπος: Πιθανές θετικές ακέραιες λύσεις της εξίσωσης είναι οι θετικοί 
διαιρέτες του 3, δηλαδή οι αριθμοί 1 και 3. Εύκολα διαπιστώνουμε ότι μόνο η 

1x  είναι λύση της εξίσωσης. 

(ii)  Είναι    )1(1121122  xxppxx . 
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 Όμως,  ο αριθμός  )1( xx   είναι  άρτιος.  Άρα,  ο  αριθμός  p  θα είναι 

άρτιος, 

οπότε θα είναι 2p . Έτσι η εξίσωση γράφεται 

01101122 22  xxxx  

          10 x   ή  11x  

 Επομένως, η θετική ακέραια λύση της εξίσωσης είναι η 10x . 
 

8. Αν κppp ...,,, 21  οι κοινοί και μη κοινοί θετικοί πρώτοι παράγοντες των α και 

β, τότε θα ισχύει 

       κα
κ

αα pppα ...21
21    και   κβ

κ
ββ pppβ ...21
21              (1) 

 όπου κκ βββααα ,...,,,,...,, 2121  φυσικοί αριθμοί. Επομένως, θα είναι 

   κα
κ

αα pppα 22
2

2
1

2 ...21    και   κβ
κ

ββ pppβ 22
2

2
1

2 ...21             (2) 

 Επειδή 22 |αβ , λόγω της (2), θα ισχύει 

11 22 αβ  , 22 22 αβ  , …,  κκ αβ 22   

 οπότε, θα έχουμε 

11 αβ  ,  22 αβ  , …,  κκ αβ  . 

 Άρα, λόγω της (1), έχουμε ότι αβ | . 

 
 

4.6  Η  ΓΡΑΜΜΙΚΗ  ΔΙΟΦΑΝΤΙΚΗ  ΕΞΙΣΩΣΗ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. (i)  Είναι (4,6)=2, οπότε 5|)6,4(  . Άρα η εξίσωση 564  yx  δεν έχει 

ακέραιες λύσεις. 

 (ii) Είναι 2)6,4(  , οπότε 2|)6,4(  . Άρα η εξίσωση 264  yx  έχει 

ακέραιες λύσεις. 

 (iii) Είναι 1)5,3(  , οπότε κ|)5,3( . Άρα η εξίσωση κyx 53  έχει ακέραιες 

λύσεις. 
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 (iv) Είναι 1)1,( κκ , οπότε λκκ |)1,(  . Άρα η εξίσωση λyκxκ  )1(  έχει 

ακέραιες λύσεις. 

 (v) Για όλες τις ακέραιες τιμές των yx,  το πρώτο μέλος της εξίσωσης είναι 

άρτιος αριθμός, ενώ το δεύτερο μέλος περιττός. Άρα η εξίσωση 
1242  λyxκ  δεν έχει ακέραιες λύσεις. 

 

2. (i) Μια προφανής ακέραια λύση της εξίσωσης είναι η )1,1(),( 00 yx . Άρα, οι 

ακέραιες λύσεις, ),( yx , της εξίσωσης δίνονται από τις σχέσεις 

tx 31    και   ty 21 ,   Zt . 

 (ii) Η εξίσωση 846  yx  γράφεται ισοδύναμα 

423  yx  

 και έχει μια προφανή λύση την )1,2(),( 00 yx . Άρα οι ακέραιες λύσεις, 

),( yx , της εξίσωσης δίνονται από τις σχέσεις 

tx 22    και   ty 31 ,   Zt . 

 (iii) Μια προφανής ακέραια λύση της εξίσωσης είναι η )1,2(),( 00 yx . Άρα, 

οι ακέραιες λύσεις, ),( yx , της εξίσωσης δίνονται από τις σχέσεις 

tx 52    και   ty 71 ,   Zt . 

 (iv) Μια προφανής ακέραια λύση της εξίσωσης είναι η )1,2(),( 00 yx . Άρα, 

οι ακέραιες λύσεις, ),( yx , της εξίσωσης δίνονται από τις σχέσεις 

tx 32    και   ty 51 ,   Zt . 

 

3. (i) Έχουμε 

1003)2637(330078111  yxyx  

       1002637  yx              (1) 

 Μια προφανής ακέραια λύση της εξίσωσης είναι η )1,2(),( 00 yx . Επομένως, 

οι ακέραιες λύσεις, ),( yx , της εξίσωσης (1) δίνονται από τις σχέσεις 

tx 262    και   ty 371 ,   Zt . 

 Επειδή αναζητούμε τις θετικές ακέραιες λύσεις, έχουμε 
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 0
37

1

13

1

0371

0262

0

0

















tt
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t

y

x
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 Άρα, η μοναδική θετική ακέραια λύση της εξίσωσης είναι η )1,2(),( yx . 

 (ii) Μια προφανής ακέραια λύση της εξίσωσης 783147  yx  είναι η 

)1,1(),( 00 yx . Επομένως, οι ακέραιες λύσεις ),( yx  της εξίσωσης (1) 

δίνονται από τις σχέσεις 

tx 311    και   ty 471 ,   Zt . 

 Επειδή αναζητούμε τις θετικές ακέραιες λύσεις, έχουμε 

 *

47

1
31

1

0471

0311

0

0
N






























t

t

t

t

t

y

x
. 

 Άρα, η εξίσωση έχει άπειρες θετικές ακέραιες λύσεις ),( yx . Αυτές δίνονται 

από τις σχέσεις 

tx 311    και   ty 471 ,   *Nt . 

 

4. (i) Η εξίσωση 1553  yx  δεν έχει θετικές ακέραιες λύσεις, αφού για όλους 

του θετικούς ακέραιους yx,  το πρώτο μέλος της εξίσωσης είναι θετικός 

αριθμός, ενώ το δεύτερο μέλος αρνητικός αριθμός.  

 (ii) Η εξίσωση 5078111  yx  δεν έχει θετικές ακέραιες λύσεις, αφού για 

όλους τους θετικούς ακέραιους yx,  ισχύει: 

 50189178111178111  yx . 

 (iii) Η εξίσωση 575  yx  δεν έχει θετικές ακέραιες λύσεις, αφού για όλους 

τους θετικούς ακέραιους yx,  ισχύει: 

512171575  yx . 

 

5. Έστω ότι αλλάζουμε το νόμισμα 10.000 δρχ. με x χιλιάρικα και y 
πεντακοσάρικα. Τότε θα ισχύει 100005001000  yx  ή, ισοδύναμα, 

   202  yx      (1)  ,       όπου 0,0  yx . 
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 Αναζητούμε, επομένως, τις μη αρνητικές λύσεις της (1). Μια προφανής 
ακέραια λύση της (1) είναι η )20,0(),( 00 yx . Επομένως, οι ακέραιες λύσεις, 

),( yx , της (1) δίνονται από τις σχέσεις 

tx 0    και   ty 220 ,   Zt . 

 Έτσι έχουμε 
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100
0220

0

0

0

















t
t

t

y

x
10,...,2,1,0 t . 

 Άρα, οι μη αρνητικές ακέραιες λύσεις της (1) είναι οι: 

   )20,0( , )18,1( , )16,2( , )14,3( , )12,4( , )10,5(  

   )8,6( ,   )6,7( ,  )4,8( ,   )2,9( ,  )0,10( . 

 
 
Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. Αν καθένα από τα μεγάλα πακέτα περιέχει x σαπούνια και καθένα από τα 

μικρά πακέτα περιέχει y σαπούνια, τότε θα ισχύει 

    224319  yx    και   0 yx              (1) 

 Αναζητούμε, επομένως, θετικές ακέραιες λύσεις της εξίσωσης (1). Επειδή 
1)3,19(  , η εξίσωση (1) έχει ακέραιες λύσεις. Αρχικά βρίσκουμε μια ειδική 

λύση της (1) ως εξής: 

 Γράφουμε τον 1)3,19(   ως γραμμικό συνδυασμό των 19 και 3: 

     1)6(3119                (2) 

 Πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη της (2) με 224: 

224)1344(322419   

 Άρα μια ειδική λύση της (1) είναι η )1344,224(),( 00 yx . Επομένως οι 

ακέραιες λύσεις της (1) δίνονται από τους τύπους 

       tx 3224    και   ty 191344 ,    Zt              (3) 

 Από τις λύσεις αυτές θα βρούμε εκείνες για τις οποίες ισχύει 0x  και 0y . 

 Έχουμε 

73,706,74

19

1344
3

224

0191344

03224

0

0































t

t

t

t

t

y

x
 

   71t    ή   72t    ή   73t    ή   74t . 

 Επομένως, οι αντίστοιχες τιμές των x και y δίνονται από τον πίνακα 
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x 11  8 5 2  

y  5  24  43  62  

 και επειδή yx , θα είναι )5,11(),( yx . 

 

2. Αναζητούμε θετικούς ακέραιους x και y για τους οποίους ισχύει 

     100117  yx               (1) 

 Επειδή 1)11,7(  , η εξίσωση (1) έχει ακέραιες λύσεις. Αρχικά βρίσκουμε μια 

ειδική λύση της (1) ως εξής: 

 Γράφουμε τον 1)11,7(   ως γραμμικό συνδυασμό των 7 και 11: 

     1211)3(7                (2) 

 Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της (2) με 100: 

10020011)300(7   

 Άρα μια ειδική λύση της (1) είναι η )200,300(),( 00 yx . Επομένως οι 

ακέραιες λύσεις της (1) δίνονται από τους τύπους: 

         tx 11300    και   ty 7200 ,   Zt              (3) 

 Θα βρούμε τώρα τις θετικές λύσεις της (1). Έχουμε λοιπόν 

28
7

200

11

300

07200

011300

0

0

















tt
t

t

y

x
. 

 Επομένως, η εξίσωση έχει μια μόνο θετική λύση την )4,8(),( yx . Άρα 

445641187100  . 

 

3. Έστω ),( βαδ . Επειδή γδ |  η εξίσωση έχει ακέραιες λύσεις. Αν ),( 00 yx  

είναι μια ακέραια λύση της εξίσωσης, τότε οι ακέραιες λύσεις της, ),( yx , θα 

δίνονται από τις σχέσεις 

t
δ

β
xx  0    και   t

δ

α
yy  0 ,   Zt . 

 Ας θεωρήσουμε τώρα δύο λύσεις ),( 11 yx  και ),( 22 yx  της εξίσωσης. Τότε 
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 (1)   και   














202

202

t
δ

α
yy

t
δ

β
xx

     (2),    όπου   Z21,tt  

 οπότε, η απόσταση των ),( 11 yxA  και ),( 22 yxB  θα είναι ίση με 

2
122

2
2

122

2
2

12
2

12 )()()()()( tt
δ

α
tt

δ

β
yyxxAB   

             
δ

βα
tt

22

12 ||


 . 

 Επομένως, η απόσταση (ΑΒ) ελαχιστοποιείται, όταν ελαχιστοποιηθεί η 
παράσταση || 12 tt  . Αυτό συμβαίνει όταν 1|| 12 tt , οπότε η ελάχιστη 

απόσταση ανάμεσα σε δύο διαφορετικά σημεία της ευθείας γyβxα   με 

ακέραιες συντεταγμένες είναι ίση με 
δ

βα 22 
. 

 

4. (i) Η εξίσωση αβyβxα   έχει ακέραιες λύσεις, αφού 1),( βα . Μια 

προφανής λύση της είναι η )0,(),( 00 βyx  . Άρα, οι λύσεις, ),( yx , της 

εξίσωσης δίνονται από τους τύπους 

tββx     και   tαy  ,   όπου   Zt . 

 Ας υποθέσουμε ότι η εξίσωση έχει θετικές λύσεις, τότε θα ισχύει 

01
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0
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x
, 

 που είναι αδύνατο, αφού Zt . Άρα, η εξίσωση δεν έχει θετικές ακέραιες 
λύσεις. 

 (ii) Η εξίσωση αβyβxα 2  έχει ακέραιες λύσεις, αφού 1),( βα . Μια 

προφανής λύση της εξίσωσης είναι η ),(),( 00 αβyx  . Επομένως, οι λύσεις, 

),( yx , της εξίσωσης δίνονται από τους τύπους: 

tββx     και   tααy  ,   όπου   Zt . 

 Αναζητούμε θετικές λύσεις της εξίσωσης. Άρα θέλουμε να ισχύει 

011
1

1

0

0

0

0
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 Άρα, μοναδική θετική λύση της εξίσωσης είναι η ),( αβ . 
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5. Έστω *, Nyx  οι αριθμητές των κλασμάτων. Τότε θα ισχύει 

      
91

33

137


yx
,   ή,  ισοδύναμα,   33713  yx .            (1) 

 Αναζητούμε, επομένως, τις θετικές ακέραιες λύσεις της εξίσωσης (1). Επειδή 
1)7,13(  , η (1) έχει ακέραιες λύσεις. Μια ειδική της λύση είναι η )66,33( . 

Άρα, οι ακέραιες λύσεις, ),( yx , της (1) δίνονται από τους τύπους 

tx 733    και   ty 1366 ,   όπου   Zt . 

 Έτσι έχουμε 

5
13

66

7

33

01366

0733

0

0

















tt
t
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x
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 Άρα 2x  και 1y  και επομένως 
13

1

7

2

91

33
 . 

 
 

4.7   ΙΣΟΫΠΟΛΟΙΠΟΙ  ΑΡΙΘΜΟΙ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. Για τα στοιχεία του συνόλου Α έχουμε: 

   57433  ,  οπότε   )7(mod533  

 47)3(17  , οπότε )7(mod417  

   27323  ,  οπότε   )7(mod223  

   07535  ,  οπότε   )7(mod035  

   67541  ,  οπότε   )7(mod641  

 17)3(20  , οπότε )7(mod120  

 

2. (i) Αληθής για κάθε Zκ , αφού 3πολ151)115(  κκ  

 (ii) Αληθής για κάθε Zκ , αφού 5πολ5154)115(  κκ  

 (iii) Δεν αληθεύει για κάθε Zκ , αφού 41)5( 22  κκ  που δεν είναι 

πολλαπλάσιο του 4 όταν ο κ είναι περιττός. 
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 (iv) Αληθής για κάθε *Nm . Πράγματι είναι )(mod11 mm   οπότε 

)(mod11)1( 33 mm  . 

 

3. Είναι 

         















10010

,611

10010

)11(mod6

α

κκα

α

α Z
           

)2(

)1(
 

 Η (2), λόγω της (1) γράφεται 

9411410061110  κκ  

              
11

94

11

4
 κ  

              8,...,2,1κ , 
 οπότε, από την (1) παίρνουμε 

94,83,72,61,50,39,28,17α . 

 

4. (i) Έστω α ένας από τους ζητούμενους θετικούς ακέραιους. Τότε θα ισχύει 

    )3(mod2α    και   )4(mod1α              (1) 

 οπότε θα υπάρχουν Zyx,  τέτοιοι ώστε 

       23  xα    και   14  yα              (2) 

 οπότε 1423  yx  και άρα 

       143  yx               (3) 

 Μια προφανής ακέραια λύση της (3) είναι η )1,1(),( 00 yx . Άρα, οι ακέραιες 

λύσεις της, ),( yx , δίνονται από τις σχέσεις 

tx 41    και   ty 31 ,   Zt . 

 Επομένως, λόγω της (2), θα είναι 

512  tα ,   Zt . 

 Όμως ο α είναι διψήφιος. Άρα θα ισχύει 

1005121010010  tα  

       95125  t  

       
12

95

12

5
 t  

       7,6,5,4,3,2,1 t  
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 Άρα, οι πιθανές τιμές του α είναι οι 

89,77,65,53,41,29,17 . 

 Οι τιμές αυτές είναι όλες δεκτές, αφού ικανοποιούν τις (2). 

 (ii) Αν )4(mod3α  και )6(mod4α , τότε θα ισχύει 

34  xα    και   46  yα ,   όπου   Zyx,  

 οπότε θα έχουμε 4634  yx  ή, ισοδύναμα, 

164  yx  

 Η εξίσωση, όμως, αυτή είναι αδύνατη αφού 2)6,4(   και 1|2  . Άρα, το 

πρόβλημα δεν έχει λύση. 
 

5. (i) Επειδή )7(mod1823   και 1333100  , έχουμε 

)7(mod2212)2(22 333331333100    

 Άρα το ζητούμενο υπόλοιπο είναι ίσο με 2. 

 (ii) Επειδή )8(mod19 , έχουμε )8(mod119 100100  . Άρα το ζητούμενο 

υπόλοιπο είναι ίσο με 1. 

 (iii) Επειδή )7(mod12733   και 66631998  , έχουμε 

)7(mod1)1()3(3 66666631998   

 Άρα το ζητούμενο υπόλοιπο είναι ίσο με 1. 

 (iv) Επειδή )26(mod12552   και 100222004  , έχουμε 

)26(mod1)1()5(5 1002100222004   

 Άρα το ζητούμενο υπόλοιπο είναι ίσο με 1. 
 

6. (i) Επειδή )8(mod12552  , έχουμε 

)8(mod0871717)5(75 22  ννν . 

 Άρα )75(|8 2 ν . 
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 (ii) Είναι 

      νννν 2732232 131    

    )5(mod2322 νν  ,  αφού  )5(mod227  

    )5(mod25 ν  

    )5(mod0 . 

 Άρα )32(|5 131   νν . 

 (iii) Είναι )15(mod11624  . Άρα )15(mod0111)2(12 44  ννν . 

 (iv) Είναι 

    νννν 25541652 1242    

   )21(mod454)5( νν  ,  αφού  







)21(mod425

)21(mod516
 

   )21(mod40 ν  

   )21(mod0 . 

 Άρα )52(|21 1242   νν . 

 

7. (i) Αρκεί να βρούμε το υπόλοιπο της διαίρεσης του 19983  με το 10. Είναι 

)10(mod1932   και 99921998  . Επομένως 

)10(mod91)1()3(3 99999921998  . 

 Άρα το τελευταίο ψηφίο του 19983  είναι το 9. 

 (ii) Αρκεί να βρούμε το υπόλοιπο της διαίρεσης του 20037  με το 100. Είναι 

)100(mod122017 4   και 350042003  . Επομένως 

          50043350042003 )7(777    

                 )100(mod143 500 ,   αφού   )100(mod4334373   

    )100(mod43  

 Άρα, το τελευταίο διψήφιο τμήμα του αριθμού 20037  είναι το 43. 
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Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 

1. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει Zβ  τέτοιος ώστε 213 βα  . Τότε θα ισχύει 

)3(mod12 β , οπότε 

      )3(mod22 β               (1) 

 Όμως, )3(mod2,1,0β , οπότε )3(mod1,02 β , που αντίκειται στην (1). 

 

2. Ο αριθμός p είναι της μορφής υκp 10 , 9...,,1,0υ . Επειδή, όμως, είναι 

πρώτος και μεγαλύτερος του 5, θα είναι της μορφής 110  κp  ή 310  κp  

ή 710  κp  ή 910  κp , Nκ . Επομένως, θα ισχύει )10(mod9,7,3,1p  

οπότε      )10(mod9,12 p       ή, ισοδύναμα,       )10(mod1,12 p , 

 που σημαίνει ότι 

)10(mod012 p    ή   )10(mod012 p  

 και άρα )1(|10 2 p    ή   )1(|10 2 p . 

 

3. α΄ τρόπος: Είναι )2)(3(62  αααα . Επομένως 

          )2)(3(|5)6(|5 2  αααα  

    )3(|5  α    ή   )2(|5 α  

    κα 53 , Zκ    ή   λα 52 , Zλ  

    35  κα , Zκ    ή   25  λα , Zλ  

    25  λα , Zλ , 

 αφού ο 35  κα , Zκ  γράφεται 252)1(5  λκα , 1κλ . 

 β΄  τρόπος: Αν υ είναι το υπόλοιπο της ευκλείδειας διαίρεσης του α με τον 
5 τότε θα ισχύει )5(modυα , οπότε 

)5(mod66 22  υυαα . 

 Επομένως: 

 Αν 0υ ,  τότε  )5(mod4662 αα , οπότε  )6(|5 2  αα  

 Αν 1υ ,  τότε  )5(mod1462 αα ,  οπότε  )6(|5 2  αα  
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 Αν 2υ ,  τότε  )5(mod062 αα ,       οπότε  )6(|5 2 αα  

 Αν 3υ ,  τότε  )5(mod1662 αα ,    οπότε  )6(|5 2  αα  

 Αν 4υ ,  τότε  )5(mod41462 αα ,  οπότε  )6(|5 2  αα  

Άρα, ισχύει )6(|5 2 αα  μόνο όταν )5(mod2α , δηλαδή, μόνο όταν ο α 

είναι της μορφής Z λλα ,25 . 

 

4. α΄ τρόπος: Επειδή )2(mod1x  και )3(mod2x , θα ισχύει 

)2(mod021 x    και   )3(mod01x . 

 Επομένως, )1(|2 x  και )1(|3 x , οπότε )1(|32  x , αφού 1)3,2(  . Άρα 

)1(|6 x , οπότε κx 61 , Zκ  και συνεπώς 16  κx , Zκ . 

 β΄ τρόπος: (Βλέπε άσκηση 4(i) Α΄  Ομάδας). 
 

5. (i) α΄ τρόπος:   Αρκεί να δείξουμε ότι )6(mod03 αα . Πράγματι, επειδή 

)6(modυα , 6,5,4,3,2,1,0υ , έχουμε 

)6(mod33 υυαα   

 Επομένως: 

  Αν 0υ ,  τότε  )6(mod03 aα  

  Αν 1υ ,  τότε  )6(mod03 aα  

  Αν 2υ , τότε  )6(mod063 aα  

  Αν 3υ , τότε  )6(mod0243 aα  

  Αν 4υ , τότε  )6(mod0603 aα  

  Αν 5υ , τότε  )6(mod01203 aα  

 Σε όλες τις περιπτώσεις είναι )6(mod03 αα . 

 β΄  τρόπος: Αρκεί να δείξουμε ότι )(|6 3 αα  . Επειδή 326   και 1)3,2(  , 

αρκεί να δείξουμε ότι )(|2 3 αα   και )(|3 3 αα  , που αποδεικνύεται εύκολα. 

 (ii) Αρκεί να δείξουμε ότι )(|10 5 αα  . Επειδή 5210   και 1)5,2(  , αρκεί να 

δείξουμε ότι )(|2 5 αα   και )(|5 5 αα  . Πράγματι 
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   Επειδή )2(modυα , όπου 1,0υ , θα ισχύει )2(mod055  υυαα .Άρα 

)(|2 5 αα  , οπότε 

  Αν 0υ ,  τότε  )2(mod05 aα  

  Αν 1υ ,  τότε  )2(mod05 aα  

   Επειδή )5(modυα , όπου 4,3,2,1,0υ , θα ισχύει )5(mod055  υυαα  

 Επομένως: 

  Αν 0υ ,  τότε  )5(mod05 aα  

  Αν 1υ ,  τότε  )5(mod05 aα  

  Αν 2υ , τότε  )5(mod0305 aα  

  Αν 3υ , τότε  )5(mod02405 aα  

  Αν 4υ , τότε  )5(mod010204 aα  

 Σε όλες τις περιπτώσεις είναι )5(mod05 aα , οπότε )(|5 5 αα  . 

 

6. (i) Έχουμε 



 

mn

mβα

|

)(mod
,   οπότε   



 

mn

βαm

|

)(|
. 

 Άρα )(| βαn  , συνεπώς )(modnβα . 

 (ii) Έχουμε 








1),(

)(mod

nm

mβnαn
,   οπότε   







1),(

)(|

nm

βαnm
. 

 Άρα )(| βαm  , οπότε )(modmβα . 

 

7. Επειδή   )(modmβα , θα ισχύει 

βmλα  ,   όπου   Zλ . 

 Επομένως 

),(),(),(),( mβmmλβmλmβmλmα  . 
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8. (i) Επειδή   13339    και  1)13,3(  , αρκεί να δείξουμε ότι 

   )10353(|3 53103     και   )10353(|13 53103  . 

 Πράγματι 

    Επειδή  118353    και   1343103  , έχουμε 

)3(mod153     και   )3(mod1103  

 οπότε )3(mod01)1(10353 5310353103  . Άρα )10353(|3 53103  . 

    Επειδή  141353    και   1813103  , έχουμε 

)13(mod153    και   )13(mod1103   

 οπότε )13(mod0)1(110353 5310353103  . Άρα )10353(|13 53103  . 

 (ii) Επειδή  1167111    και  4477333  , έχουμε 

)7(mod1111     και   )7(mod4333  

 οπότε 

 )7(mod4)1(333111 111333111333   

       )7(mod)4(1 373  

       )7(mod641 37  

       )7(mod11 37 ,   γιατί   )7(mod164  

       )7(mod11  

       )7(mod0 . 

 Άρα  )333111(|7 111333  . 

 

9. Επειδή   )5(modυα , όπου 4,3,2,1,0υ , έχουμε  )5(mod22 υα  , οπότε 

          )5(mod4,1,02 α               (1) 

    Άν υποθέτουμε ότι Qν 25 , τότε θα ισχύει 

225 αν  ,   όπου   *Nα  

 οπότε  )5(mod22 α ,  που είναι άτοπο, λόγω της (1). 
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    Άν υποθέτουμε ότι Qν 35 , τότε θα ισχύει 

235 αν  ,   όπου   *Nα  

 οπότε  )5(mod32 α ,  που είναι άτοπο, λόγω της (1). 

 

10. Επειδή ο p είναι πρώτος και μεγαλύτερος του 3, θα έχει μία από τις παρακάτω 
μορφές: 

13  κp ,  *Nκ    ή   23  κp ,  *Nκ , 

 οπότε θα ισχύει 

)3(mod1p    ή   )3(mod2p . 

 Έτσι, θα έχουμε 

)3(mod1122 p    ή   )3(mod1222 p . 

 Δηλαδή και στις δύο περιπτώσεις είναι )3(mod12 p . Επομένως: 

    Έχουμε )3(mod02122 p , οπότε 3πολ22 p . Άρα ο 22 p  είναι 

σύνθετος, αφού είναι πολλαπλάσιο του 3 και δεν είναι ίσος με 3. 

   Έχουμε )3(mod01112
3

2
2

2
1  ppp , οπότε 3πολ3

3
2
2

2
1  ppp . Άρα 

ο 2
3

2
2

2
1 ppp   είναι σύνθετος, αφού είναι πολλαπλάσιο του 3 και δεν είναι 

ίσος με 3. 
 

11. Επειδή 8324   και 1)8,3(  , αρκεί να δείξουμε ότι )(|8 22 qp   και 

)(|3 22 qp  . 

    Σύμφωνα με την εφαρμογή 2 της §1.2, επειδή οι qp,  είναι περιττοί τα 

τετράγωνά τους θα είναι της μορφής 

182  κp ,  *Nκ    και   182  λq ,  *Nλ . 

 Επομένως, θα ισχύει )8(mod12 p  και )8(mod12 q , οπότε θα έχουμε 

)8(mod022 qp  και άρα )(|8 22 qp  . 

    Σύμφωνα με την προηγούμενη άσκηση, επειδή οι qp,  είναι πρώτοι και 

μεγαλύτεροι του 3, θα ισχύει )3(mod12 p  και )3(mod12 q , οπότε θα 

έχουμε 
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)3(mod022 qp    και άρα   )(|3 22 qp  . 

 

12.    Επειδή )10(mod777 , έχουμε 

)10(mod777 7777  . 

 Όμως )10(mod1497 2   και 138277  . Επομένως 

)10(mod7)1(7)7(77 3838277   

 οπότε    )10(mod77777  . 

 Άρα, το ψηφίο των μονάδων του 7777  είναι το 7. 

    Επειδή )10(mod3333 , έχουμε 

)10(mod3333 333333  . 

 Όμως )10(mod1932   και 11662333  . Επομένως 

)10(mod3)1(3)3(33 1661662333   

 οπότε    )10(mod3333333  . 

 Άρα, το ψηφίο των μονάδων του 333333  είναι το 3. 
 

13. Επειδή )3(mod12  , έχουμε 

     )3(mod1)1()1(122 1997199919971999   

     )3(mod111   

     )3(mod03  

 Άρα 3πολ122 19971999   και επειδή 3122 19971999  , ο αριθμός 

122 19971999   είναι σύνθετος. 
 
 

ΓΕΝΙΚΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ  4ου ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 

 
 

1. Έστω )1(...,,2,1,  ναααα , ν-διαδοχικοί ακέραιοι. Θα αποδείξουμε ότι 

ακριβώς ένας από αυτούς είναι πολλαπλάσιο του ν. Έστω υκνα  , νυ0  
η ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης του α με τον  ν. 
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  Αν 0υ , τότε ο α είναι πολλαπλάσιο του ν, αφού κνα  

  Αν 0υ , τότε ο )( υνα   είναι πολλαπλάσιο του ν, αφού 

νκυνυκνυνα )1()(  . 

 Άρα, σε κάθε περίπτωση, ένας τουλάχιστον από τους αριθμούς 
 αααα ...,,2,1, )1( ν  είναι πολλαπλάσιο του ν. Θα δείξουμε τώρα ότι 

ακριβώς ένας είναι πολλαπλάσιο του ν. Ας υποθέσουμε ότι δύο τουλάχιστον 
από τους παραπάνω αριθμούς είναι πολλαπλάσια του ν, για παράδειγμα οι 

κα    και   λα ,   όπου   10  νλκ . 

 Τότε )(| λαν   και )(| καv  , οπότε )]()[(| καλαν  , δηλαδή )(| κλν  , που 

είναι άτοπο, αφού νκλ 0 . 
 

2. Επειδή 
6

3

8

2 


 βα
, έχουμε )3(8)2(6  βα , οπότε )3(4)2(3  βα     (1) 

 Άρα )3(4|3 β , οπότε )3(|3 β  και άρα β|3 . Επομένως, κβ 3 , *Nκ , 

οπότε από την (1) βρίσκουμε ότι 24  κα , *Nκ . Έχουμε δηλαδή 

    24  κα    και   κβ 3 ,   *Nκ              (1) 

 οπότε η αρχική σχέση γράφεται 
4

10

2

1





γ

κ
 ή ισοδύναμα 

     20)4)(1(  γκ .              (2) 

 Επειδή 1κ  και 1γ  θα είναι 21κ  και 54γ , οπότε λόγω της (2), θα 

έχουμε: 








104

21

γ

κ
   ή   








54

41

γ

κ
. 

 Άρα 







6

1

γ

κ
   ή   






1

3

γ

κ
 

 οπότε, λόγω της (1), έχουμε 

)6,3,6(),,( γβα    ή   )1,9,14(),,( γβα . 

 

3. Οι ν-διαδοχικοί περιττοί φυσικοί είναι της μορφής: 

 )1(2...,,4,2,  ναααα ,    όπου α περιττός φυσικός. 



 167

 Επομένως, το άθροισμά τους S θα είναι ίσο με 

             ))1(2(...)4()2(  νααααS  

    
2

))]1(2([ νναα 
  

    ννα ))1((   

 Επειδή 1ν  και 11να  (αφού 1α  και 2ν ), ο αριθμός )1(  νανS  

είναι σύνθετος. 
 

4. (i) Ας υποθέσουμε ότι 1),( 22  αββα . Τότε ο ),( 22 αββα   θα έχει έναν 

τουλάχιστον θετικό πρώτο διαιρέτη p, οπότε θα ισχύει 





 

αβp

βαp

|

)(| 22

   και άρα θα έχουμε  




 

βpαp

βαp

|ή|

)(| 22

. 

  Αν αp| , επειδή )(| 22 βαp  , θα ισχύει 2|βp , οπότε βp| . Έτσι αp|  και 

βp| , οπότε ),(| βαp , δηλαδή 1|p , άτοπο. 

  Αν βp| , τότε και πάλι καταλήγουμε σε άτοπο. 

 Άρα 1),( 22  αββα . 

 (ii) Αν υποθέσουμε ότι *N v
α

β

β

α
, τότε θα ισχύει 

     αβvβα  22               (1) 

 Επειδή 1),( βα , σύμφωνα με το ερώτημα (i), έχουμε 

αβvαβαβαβvαββα  )1,(),(),(1
)1(

22 . 

 Άρα 1αβ , με *, Nβα , οπότε 1 βα , που είναι άτοπο, αφού βα . 

 

5. (i)   Ας υποθέσουμε ότι 1),(  αββα . Τότε ο ),( αββα  θα έχει έναν 

τουλάχιστον θετικό πρώτο διαιρέτη p, οπότε θα ισχύει 



 

αβp

βαp

|

)(|
   και άρα θα έχουμε   



 

βpαp

βαp

|ή|

)(|
. 

 Επομένως, σε κάθε περίπτωση 




βp

αp

|

|
, οπότε ),(| βαp , δηλαδή 1|p , που είναι 

άτοπο. 
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     Έστω δβα ),( . Τότε 1, 







δ

β

δ

α
, οπότε, αν θέσουμε A

δ

α
  και B

δ

β
 , 

έχουμε 

           δα ,   δβ ,   με 1),(  .             (1) 

 Επομένως 
δ

δ

δδ

δ

αβ
βα ],[ , οπότε 

),(1),(),(]),[,(
)1(

βαδδδδδδβαβα   . 

 (ii) Σύμφωνα με το (i) έχουμε 

6)360,114(]),[,(),(  βαβαβα  

 οπότε 

21603606],)[,(  βαβααβ . 

 Έτσι έχουμε ότι 

114 βα    και   2160αβ . 

 Άρα ( 90α  και 24β )  ή  ( 24α  και 90β ). 

 

6. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν *,,, N λκλκ  τέτοιοι ώστε 

qλpκqλpκ  ,   με   qκκ  ,1    και   pλλ  ,1 . 

 Τότε θα ισχύει 

          qλλpκκ )()(                (1) 

 Άρα qλλp )(|   και επειδή 1),( qp , έχουμε )(| λλp  . Όμως 






pλ

pλ

0

0
, 

οπότε 







0

0

λp

pλ
. Επομένως pλλp  , οπότε 0 λλ . Άρα λλ   

και, λόγω της (1), κκ  . 
 

7. (i) Έστω )(νP  η ανισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε. 

    Η ανισότητα αληθεύει για 3ν , αφού 3223  . 

    Θα αποδείξουμε ότι, αν η )(νP  είναι αληθής, θα είναι αληθής και η 

)1( νP , δηλαδή ότι: 
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 Αν νν 22   (1),    τότε και    )1(22 1  νν . 

 Πράγματι, λόγω της (1), έχουμε 

  νν 2222   

     νν 42 1   

 Επομένως, αρκεί να δείξουμε ότι )1(24  νν  για κάθε 3ν . Πράγματι 

έχουμε 

224)1(24  νννν  

           22  ν  

           1ν  που ισχύει, αφού 3ν . 

 Άρα, η ανισότητα )(νP  αληθεύει για κάθε 3ν . 

 (ii) Αν αx  είναι μια θετική ακέραια λύση της εξίσωσης, τότε θα ισχύει 

     22 αα                 (1) 

 Επομένως, ο α θα έχει ως μοναδικό πρώτο διαιρέτη τον 2, συνεπώς θα είναι 

της μορφής κα 2 , *Nκ . Έτσι η (1) γράφεται 

κκκκ κκ
2222)2(2 2222  . 

 Έτσι, λόγω της (1), πρέπει 3κ . Επομένως, οι πιθανές τιμές του κ είναι οι 
1κ  ή 2κ . 

  Για 1κ , έχουμε 2α , που είναι λύση της εξίσωσης 

  Για 2κ , έχουμε 4α , που είναι και αυτή λύση της εξίσωσης. 

 Άρα, οι μοναδικές θετικές ακέραιες λύσεις της εξίσωσης 22 xx   είναι οι 2 
και 4. 

 

8. (i) Έχουμε 

)1...)(1(1 21   ααααα ννν . 

 Επειδή ο 1να είναι πρώτος και 11...21   ααα νν  (αφού 2ν ), 

πρέπει 11α , δηλαδή πρέπει 2α . Άρα 121  ννα . 

 Αν, τώρα, υποθέσουμε ότι ο ν είναι σύνθετος, τότε αυτός παίρνει τη μορφή 

λκν  ,   όπου   λκ,    φυσικοί μεγαλύτεροι του 1. 

 Έτσι, θα έχουμε 
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     1)2(121  κλννα  

      1 κβ  ,      όπου 22  λβ  

      )1...)(1( 21   ββββ κκ . 

 Επειδή 1121  λβ  και 01...1  ββ κ , (αφού 1κ ) η ισότητα 

)1...)(1(1 1   βββα κν  δηλώνει ότι ο 1να  είναι σύνθετος, που είναι 

άτοπο. 

 (ii) Ας υποθέσουμε ότι κν 2 . Τότε ο ν θα είναι της μορφής 

λν κ 2 ,   όπου   Nλκ,    και   λ  περιττός μεγαλύτερος του 1. 

 Έτσι θα έχουμε 

         1)(1 2  λν κ
αα  

      1 λβ , όπου  
κ

αβ 2  

      )1...)(1( 21   ββββ λλ ,   επειδή  λ  περιττός. 

 Άρα ο 1να  έχει ως παράγοντα τον 11 2 
κ

αβ , για τον οποίο ισχύει 

111 2  ναα
κ

,   αφού   κκ λν 22     και   1α . 

 Επομένως, ο 1να  είναι σύνθετος, που είναι άτοπο. 
 

9. (i) Είναι )8(mod7,6,5,4,3,2,1,0α .  

 Επομένως )8(mod7,6,5,4,3,2,1,0 222222222 α , οπότε )8(mod4,1,02 α . 

 (ii) Αν υποθέσουμε ότι η εξίσωση έχει μια τουλάχιστον ακέραια λύση ),( βα , 

τότε θα ισχύει 

            199822  βα               (1) 

 Όμως, λόγω της (i), είναι  

)8(mod4,1,02 α    και   )8(mod4,1,02 β . 

 Άρα, θα έχουμε 

)8(mod5,4,2,1,022  βα  

 οπότε, λόγω της (1) θα είναι 
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    )8(mod5,4,2,1,01998               (2) 

 Επειδή το υπόλοιπο της διαίρεσης του 1998 με το 8 είναι ίσο με 6, έχουμε 

)8(mod61998 , που αντίκειται στην (2). Άρα η εξίσωση 199822  yx  δεν 

έχει ακέραιες λύσεις. 
 

10. (i)    Επειδή 1249  , είναι )4(mod19 , οπότε )4(mod119 410   και άρα 

     )19(|4 10                (1) 

    Έχουμε 

  )25(mod991  ,    )25(mod68192  ,    )25(mod49693   

  )25(mod119494  ,    )25(mod19995  . 

 Άρα )25(mod1)1()9(9 22510  , οπότε 

     )19(|25 10                (2) 

    Επειδή 1)25,4(  , λόγω των (1) και (2), έχουμε 

)100(mod19)19(|100)19(|254 101010   

 (ii) Επειδή 2200102002  , έχουμε 

    200102001022002 )9(81)9(99   

       )100(mod181 200 ,   αφού )100(mod1910   

       )100(mod81 . 

 Άρα, το τελευταίο διψήφιο τμήμα του αριθμού 20029  είναι το 81. 
 

11. (i) Αρκεί ο αριθμός 
2

2

ν
ν

 να είναι ακέραιος. Όμως έχουμε:  

 
2

4
2

2

4)2(2

2

2








 νν

ν

ν

ν
. 

 Επομένως, αρκεί ο 
2

4

ν
 να είναι ακέραιος, που συμβαίνει, αν και μόνο αν 

4|)2( ν  ή, ισοδύναμα, αν και μόνο αν 12ν  ή 22ν  ή 42ν , δηλαδή, 

αν και μόνο αν 
3ν    ή   4ν    ή   6ν . 

y 

x 
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 (ii) Αν yx,  είναι τα μήκη των πλευρών ενός από 

ζητούμενα ορθογώνια, τότε θα ισχύει 

      yxxyyxxy 2222  yyx 2)2(   (1) 

 Άρα yy 2|)2(  , οπότε, λόγω της (i) , θα είναι 3y  ή 4y  ή 6y . 

Επομένως, λόγω της (1), τα ζητούμενα ορθογώνια έχουν διαστάσεις: 

)3,6( ,    )4,4(     και    )6,3( . 

 (iii) Επειδή η γωνία α καθενός από τα κανονικά ν-γωνα είναι ίση 0180
2



ν

ν
, 

αν ο χώρος γύρω από το Α καλυφθεί με κ κανονικά ν-γωνα, τότε θα ισχύει 

2

2
360180

2 00









 


ν

ν
κ

ν

ν
κ . 

 Έτσι, ο αριθμός 
2

2

v

v
 θα είναι ακέραιος, οπότε, λόγω της (1), θα είναι 3ν ή 

4ν  ή 6ν . Άρα, ο χώρος γύρω από το Α μπορεί να καλυφθεί μόνο με 3 
ισόπλευρα τρίγωνα ή με 4 τετράγωνα ή με 6 κανονικά εξάγωνα. 

 

12. Έστω x η πλευρά του μεγάλου τετραγώνου και y η πλευρά του μικρού 
τετραγώνου που είναι διαφορετική της μονάδας. Τότε θα ισχύει 

222 124 yx  

 οπότε 

            24))((  yxyx               (1) 

 Όμως ισχύει yxyx 0 . Επομένως, έχουμε 








24

1

yx

yx
   ή   








12

2

yx

yx
   ή   








8

3

yx

yx
   ή   








6

4

yx

yx
 

 και επειδή οι yx,  είναι ακέραιοι με 1y , είναι μόνο   







5

7

y

x
. 

 Άρα το ζητούμενο τετράγωνο έχει πλευρά 7, οπότε το εμβαδόν του είναι 49, 
και χωρίζεται σε 25 τετράγωνα από τα οποία τα 24 έχουν πλευρά 1 και το ένα 
πλευρά 5. 

 

13. Ας υποθέσουμε ότι 11 yx , κκ yxyx  ..., ,22  είναι οι διψήφιοι και λzzz ...,,, 21  

οι μονοψήφιοι από τους ζητούμενους αριθμούς. Τότε θα ισχύει: 

100...... 212211  λκκ zzzyxyxyx  
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 οπότε 

100)...()10(...)10()10( 212211  λκκ zzzyxyxyx . 

 Άρα 

        100)......()...(10 212121  λκκ zzzyyyxxx            (1) 

 Επειδή οι ακέραιοι λκκ zzzyyyxxx ,...,,,,...,,,,...,, 212121  είναι τα ψηφία 

9...,,2,1,0 , αλλά μόνο μια φορά, το άθροισμά τους θα είναι ίσο με 

459...210  . Επομένως, αν το άθροισμα των ψηφίων των δεκάδων 
είναι ίσο με S, τότε το άθροισμα των ψηφίων των μονάδων θα είναι ίσο με 

S45 . Έτσι, η ισότητα (1) γράφεται 1004510  SS , οπότε 1009 S  και 

άρα Z
9

100
S  άτοπο. Επομένως, το πρόβλημα δεν έχει λύση. 

 

14. (i) Επειδή 2),( βα , έχουμε 1
2

,
2







 βα

, οπότε, αν θέσουμε 
2

α
  και 

2

β
 , θα ισχύει 

          2α    και   2β ,   με   1),(     και   0             (1) 

 Επομένως, η σχέση 10 βα  γράφεται: 

51022  








1

4)1(




   ή   







2

3




. 

 Άρα  







2

8

β

α
   ή   








4

6

β

α
. 

 (ii) Επειδή    4),( βα ,    έχουμε    1
4

,
4







 βα

, οπότε, αν θέσουμε 
4

α
  και 

4

β
 , θα ισχύει 

   Aa 4    και   Bβ 4 ,   με   1),( BA    και  0BA             (2) 

 Επομένως, η σχέση 96αβ  γράφεται 

69644  








1

6)2(




   ή   







2

3




. 
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 Άρα  







4

24

β

α
   ή   








8

12

β

α
. 

 (iii) Επειδή αββαβα ],)[,( , λόγω της υπόθεσης, έχουμε 9624),( βα , 

οπότε 4),( βα . Έτσι 96αβ  και 4),( βα , οπότε αναγόμαστε στην (ii) 

περίπτωση. 

 (iv) Επειδή αββαβα ],)[,( , λόγω της υπόθεσης έχουμε αβ244 . Έτσι 

96αβ  και 4),( βα , οπότε αναγόμαστε στην (ii) περίπτωση. 

 (v) Έστω δβα ),( . Τότε δβα 7 , οπότε 7
δ

β

δ

α
 με 1, 








δ

β

δ

α
. Αν 

θέσουμε Z
δ

α  και Z
δ

β , τότε έχουμε 










δβ

δα
        (3)                  και     








0  με   ,1),(

7




        (4) 

 Έτσι   







1

6




   ή   







2

5




   ή   







3

4




. 

   Αν 6  και 1 , τότε δα 6 και δβ , οπότε η σχέση 60],[ βα  

γράφεται: 

1060660]1,6[60],6[  δδδδδ  

 και συνεπώς  60α  και 10β . 

    Αν 5  και 2 , τότε δα 5 και δβ 2 , οπότε η σχέση 60],[ βα  

γράφεται: 

6601060]2,5[60]2,5[  δδδδδ  

 και συνεπώς  30α  και 12β . 

    Αν 4  και 3 , τότε δα 4 και δβ 3 , οπότε η σχέση 60],[ βα  

γράφεται: 

5601260]3,4[60]3,4[  δδδδδ  

 και συνεπώς  20α  και 15β . 

 

15. Αν κppp ,...,, 21  είναι οι κοινοί και μη κοινοί θετικοί πρώτοι παράγοντες των 

α και β, τότε θα ισχύει 
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κα
κ

αα pppα ...21
21    και   κβ

κ
ββ pppβ ...21
21  

 όπου κκ βββααα ,...,,,,...,, 2121  φυσικοί αριθμοί. Επομένως θα είναι 

κα
κ

αα pppα 22
2

2
1

2 ...21    και   κβ
κ

ββ pppβ 22
2

2
1

2 ...21 . 

 Έτσι, θα έχουμε 

κδ
κ

δδ pppβα ...),( 21
21 ,   όπου   },min{ iii βαδ  ,   κi ,...,2,1  

 και 

κd
κ

dd pppβα ...),( 21
21

22  ,   όπου   }2,2min{ iii βαd  ,   κi ,...,2,1 . 

 Όμως, iiiiii δβαβαd 2},min{2}2,2min{  , κi ,...,2,1 . Επομένως, είναι: 

  22

21
22

2
2
1

22 ),(......),( 2121 βαppppppβα κκ δ
κ

δδδ
κ

δδ  . 

 

16. Επειδή 1),( βα , οι κανονικές μορφές των α και β δεν έχουν κοινούς 

παράγοντες. Επομένως, θα ισχύει 

       κα
κ

αα pppα ...21
21    και   λβ

λ
ββ qqqβ ...21
21              (1) 

 όπου λκ qqqppp ,...,,,,...,, 2121  θετικοί πρώτοι, διαφορετικοί ανά δύο, και 

λκ βββααα ,...,,,,...,, 2121  θετικοί ακέραιοι. 

 Έτσι, θα έχουμε 

    λκ β
λ

ββα
κ

αα qqqpppαβ ...... 2121
2121              (2) 

 Επειδή το γινόμενο αβ  είναι τετράγωνο θετικού ακέραιου, οι εκθέτες 

λκ βββααα ,...,,,,...,, 2121  θα είναι όλοι άρτιοι, δηλαδή της μορφής 

ii μa 2    και   jj νβ 2 ,   όπου   *
2121 ,...,,,,...,, Nλκ νννμμμ . 

 Επομένως, λόγω της (1), έχουμε 

     *22

21
22

2
2
1 ,...... 2121 N μμppppppα κκ μ

κ
μμμ

κ
μμ  

 και 

     *22

21
22

2
2
1 ,...... 2121 N ννqqqqqqβ λλ ν

λ
ννν

λ
νν . 
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