
ΚΕΦΑΛΑΙΟ   3 

 
 

3.1   Ο  ΚΥΚΛΟΣ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 
 

1. (i) Η ακτίνα του κύκλου είναι ίση με 2)3(1 22 ρ  και επομένως η 

εξίσωσή  του είναι: 222 2 yx  

 (ii) Η ακτίνα του κύκλου είναι ίση με )(2)()( 2222 βαβαβαρ   

και επομένως η εξίσωσή του είναι: )(2 2222 βαyx  . 

 (iii) Η ακτίνα του κύκλου είναι ίση με την απόσταση του κέντρου )0,0(O  του 

κύκλου από την ευθεία 02 yx . Επομένως 2
11

|2|
22





ρ  και άρα η 

εξίσωσή του είναι: 222  yx . 

 (iv) Η ακτίνα του κύκλου είναι ίση με την απόσταση του κέντρου )0,0(O  του 

κύκλου από την ευθεία 0)( 22  βαyβxα . Επομένως, 





22

22 ||

βα

βα
ρ  

22 βα   και άρα η εξίσωση του κύκλου είναι: 2222 βαyx  . 

 

2. (i) Αν ),( 11 yxA  είναι το σημείο επαφής, τότε η εφαπτομένη του κύκλου στο 

σημείο Α θα έχει εξίσωση 511  yyxx  και επειδή είναι παράλληλη στην 

ευθεία 32  xy  θα ισχύει 2
1

1 
y

x
. Άρα 11 2yx  . Επειδή το σημείο 

),( 11 yxA  είναι σημείο του κύκλου θα ισχύει 52
1

2
1  yx . Επομένως, το 

σημείο ),( 11 yxA  προσδιορίζεται από τη λύση του συστήματος 
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 Η (2) λόγω της (1) γίνεται 

 15)2( 1
2
1

2
1  yyy    ή   11 y , 

 οπότε υπάρχουν δύο σημεία επαφής, τα Α )1,2(  

και Β )1,2(   και οι αντίστοιχες εφαπτόμενες 

είναι οι 

52  yx    και   52  yx . 

 (ii) Αν ),( 11 yxA  είναι το σημείο επαφής, τότε η 

εφαπτομένη του κύκλου στο Α θα έχει εξίσωση 
511  yyxx  και, επειδή είναι κάθετη στην 

ευθεία xy
2

1
 , θα είναι 2

1

1 
y

x
. Άρα 

11 2yx  . Επειδή το σημείο ),( 11 yxA  είναι σημείο του κύκλου, θα ισχύει 

52
1

2
1  yx . Επομένως το σημείο Α προσδιορίζεται από τη λύση του 

συστήματος 
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1

11

yx

yx
          

)2(

)1(
 

 Η (2) λόγω της (1) γίνεται 

 154 1
2
1

2
1  yyx    ή   11 y , 

 οπότε υπάρχουν δύο σημεία επαφής, τα Α )1,2(  και Β )1,2(   και οι 

αντίστοιχες εφαπτόμενες είναι οι 

52  yx    και   52  yx . 

 (iii) Αν ),( 111 yxM  είναι το σημείο επαφής, τότε η εφαπτομένη του κύκλου 

θα έχει εξίσωση 511  yyxx  και επειδή διέρχεται από το σημείο )0,5(A  θα 

είναι 505 11  yx . Επομένως 11 x . Επειδή το σημείο ),( 111 yxM  είναι 

σημείο του κύκλου θα ισχύει 52
1

2
1  yx . Επομένως το σημείο 1M  

προσδιορίζεται από την λύση του συστήματος 
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 Η (2) λόγω της (1) γίνεται 

 251 1
2
1  yy    ή   21 y , 

 οπότε υπάρχουν δύο σημεία επαφής, τα )2,1(1M  και )2,1(2 M  και οι 

αντίστοιχες εφαπτόμενες είναι οι 

52  yx    και   52  yx . 

 

3. Οι εφαπτόμενες του κύκλου 

222  yx  στα σημεία ,, BA  και Δ 

είναι αντιστοίχως: 

          2:1  yxε ,     2:2  yxε  

          2:3  yxε    2:4  yxε . 

 Τα σημεία τομής των εφαπτομένων 
είναι )2,0(E , )0,2(Z , )2,0( H  και 

)0,2( . Επειδή οι διαγώνιες ΕΗ και 

ΖΘ είναι ίσες και διχοτομούνται κάθετα 
το τετράπλευρο ΕΖΗΘ είναι 
τετράγωνο. 

 

4. Για να έχει η χορδή μέσον το Μ, πρέπει να 
είναι κάθετη στην ΟΜ στο Μ. Ο 
συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας ΟΜ 

είναι 1
1

1



λ  και επομένως ο 

συντελεστής διεύθυνσης της χορδής θα 
είναι ίσος με 1. Άρα, η εξίσωση της 
χορδής είναι 

)1(11  xy    ή, ισοδύναμα,   2 xy . 

 
 

5. (i) Η ακτίνα του κύκλου είναι 21)3( 22 ρ  και επομένως η εξίσωση 

του είναι 222 2)1(  yx . 

 (ii) Το κέντρο Κ του κύκλου είναι το μέσον του ΑΒ και επομένως έχει 

τετμημένη 3
2

71



 και τεταγμένη 5

2

82



, δηλαδή το κέντρο του κύκλου 

είναι το σημείο )5,3(K . Η ακτίνα του κύκλου είναι ίση με 

 y

 Ο Ζ

 Ε

 Θ

 Η

 Δ(1,-1)

 Α(1,1) Β(-1,1)

 Γ(-1,-1)

 x

 

 y

 Ο

 ε

 Μ

 x
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5100
2

1
)28()17(

2

1

2

1 22  ABρ . Άρα, η εξίσωση του κύκλου 

είναι 222 5)5()3(  yx . 

 (iii) Το κέντρο ),( 00 yxK  του κύκλου ισαπέχει από τα Α και Β και μάλιστα 

ισχύει 5KBKA . Επομένως 

       25)0()1( 2
0

2
0  yx               (1) 

 και 

       25)0()7( 2
0

2
0  yx              (2) 

 οπότε 

 4)7()1( 0
2
0

2
0

2
0

2
0  xyxyx . 

 Αντικαθιστούμε την τιμή αυτή του 0x  στην (1) και έχουμε  

 4253 0
2
0

2  yy  ή 40 y . 

 Επομένως )4,4(),( 00 yx  ή )4,4(),( 00 yx . Άρα, υπάρχουν δύο κύκλοι 

και έχουν εξισώσεις 

 222 5)4()4(  yx  και 222 5)4()4(  yx . 

 (iv) Αν ),( 00 yxK  το κέντρο του κύκλου, τότε ισχύουν: 

00 xy     και    2
0

2
0

2
0

2
0 )0()8()0()4(  yxyx . 

 Έτσι έχουμε το σύστημα: 



















6

6

)8()4( 0

0
2

0
2

0

00

y

x

xx

yx
. 

 Επομένως, ο κύκλος έχει κέντρο το σημείο )6,6(K  και ακτίνα 

10262)06()46( 2222 KAρ . 

 Άρα, η εξίσωση του κύκλου είναι : 40)6()6( 22  yx . 
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 (v) Το κέντρο Κ του κύκλου θα έχει τετμημένη 6
2

48



 και τεταγμένη 

2

2μ
, δηλαδή ο κύκλος θα έχει για κέντρο το σημείο 







 
2

2
,6
μ

K . Είναι 

όμως 

        
2

2
2

2 2
2

2
)06(

2

2
)46( 







 









 


μμ
KKA   

    )2(24
2

2
36

2

2
4

22








 








 
 μ

μμ
 

    16 μ . 

 Επομένως, ο κύκλος έχει κέντρο το σημείο )9,6( K  και ακτίνα 

85814)9()46( 22 KAρ . Άρα, η εξίσωσή του κύκλου είναι 

85)9()6( 22  yx . 

 (vi) Το κέντρο ),( 00 yxK  του κύκλου είναι το σημείο τομής της 

μεσοκαθέτου του τμήματος ΑΒ και της καθέτου στον άξονα xx  στο σημείο 
Α. 

 Το μέσον του ΑΒ είναι το σημείο Μ με συντεταγμένες )1,2(
2

20
,

2

13






 

 και 

ο συντελεστής διεύθυνσης της ΑΒ είναι ο 1
2

2

31

02








. Επομένως, η 

μεσοκάθετος του ΑΒ έχει εξίσωση )2(11  xy  , δηλαδή , 1 xy . 

 Η κάθετος στον xx  στο Α έχει εξίσωση 3x . Επομένως, το κέντρο Κ 
προσδιορίζεται από τη λύση του συστήματος 








3

1

x

xy
,  η οποία είναι  )2,3(),( yx . 

 Επομένως, ο κύκλος έχει κέντρο το σημείο )2,3(K  και ακτίνα 

22)33( 22 KAρ . Άρα η εξίσωση του είναι 

222 2)2()3(  yx . 
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 (vii) Το κέντρο ),( 00 yxK  του κύκλου θα είναι η τομή της μεσοκαθέτου του 

τμήματος ΟΑ και της καθέτου στην ε στο σημείο της )3,0(A . 

 Η μεσοκάθετος του ΟΑ έχει εξίσωση 
2

3
y  και η κάθετος στην ε στο Α έχει 

εξίσωση )0(
3

4
3  xy  ή, ισοδύναμα, 3

3

4
 xy . Επομένως, το κέντρο Κ 

προσδιορίζεται από τη λύση του συστήματος 














3
3

4
2

3

xy

y
,   η οποία είναι η   








2

3
,

8

9
),( yx . 

 Η ακτίνα του κύκλου είναι ίση με 
8

15

2

3

8

9
22














OKρ . Άρα, η 

εξίσωση του κύκλου είναι 

 
222

8

15

2

3

8

9













 






  yx . 

 

6. (i) Έχουμε διαδοχικά: 

     036422  yxyx  

       222222 323)332()222(  yyxx  

        222 4)3()2(  yx . 

 Άρα, ο κύκλος έχει κέντρο το σημείο )3,2(K  και ακτίνα 4ρ . 

 (ii) Έχουμε διαδοχικά: 

             020121022  yxyx  

       222222 6520)662()552(  yyxx  

         222 9)6()5(  yx  

 Άρα, ο κύκλος έχει κέντρο το σημείο )6,5( K  και ακτίνα 9ρ . 

 (iii) Έχουμε διαδοχικά: 

               019633 22  yxyx  

                 0
3

1
3222  yxyx  
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3

1

2

3
1

2

3

2

3
2)112(

2
2

2
222 



























 yyxx  

       

22
2

12

35

2

3
)1( 

















  yx . 

 Άρα, ο κύκλος έχει κέντρο το σημείο 







2

3
,1K  και ακτίνα 

12

35
ρ . 

 (iv) Έχουμε διαδοχικά: 

         0164104 2222  βαyβxαyx  

      222222 16)5(])5(52[])2(22[ βββyβyαxαx   

                 222 )3()5()2( ββyαx   . 

 Άρα, ο κύκλος έχει κέντρο το σημείο )5,2( βαK   και ακτίνα ||3 βρ . 

 

7. (i) Έχουμε διαδοχικά: 

     044222  yxyx  

         22222 1)222()112(  xyxx  

          222 1)2()1(  yx . 

 Επομένως, ο κύκλος έχει κέντρο )2,1( K  και ακτίνα 1ρ . Η εφαπτομένη 

του κύκλου στο σημείο του )1,1( A  είναι η ευθεία η κάθετη στην ΚΑ στο Α. 

Όμως η ΚΑ είναι κατακόρυφη ευθεία. Άρα, η κάθετη στην ΚΑ στο Α είναι η 
ευθεία 1y , που είναι και η εφαπτομένη του κύκλου στο σημείο του 

)1,1( A . 

 (ii) Έχουμε διαδοχικά: 

              0322 2222  βαyβxαyx  

           222222 3)2()2( βββyβyαxαx   

                     222 )2()()( ββyαx  . 

 Επομένως, ο κύκλος έχει κέντρο ),( βαK  και ακτίνα ||2 βρ . Η εφαπτομένη 

του κύκλου στο σημείο του ),( βαA   είναι η κάθετη στην ΚΑ στο Α. Όμως η 

ΚΑ είναι κατακόρυφη ευθεία, άρα η κάθετη στην ΚΑ στο Α είναι η ευθεία 
βy  . 
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8. Ο κύκλος 1C  έχει κέντρο )0,0(1K  και 

ακτίνα 11 ρ , ενώ το κύκλος 2C έχει 

κέντρο )0,1(2K  και ακτίνα 22 ρ . Επειδή 

11221  ρρKK , ο κύκλος 1C  εφάπτεται 

εσωτερικά του κύκλου 2C  στο σημείο 

)0,1(A . 

B΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. Η εξίσωση 0))(())((  δyγyβxαx  επαληθεύεται από τις 

συντεταγμένες των σημείων ,, BA  και Δ. Επίσης η εξίσωση γράφεται 

0)()()(22  γδαβyδγxβαyx , δηλαδή είναι της μορφής 

022  ByAxyx . Άρα, είναι η εξίσωση του περιγεγραμμένου κύκλου 

στο τετράπλευρο ΑΒΓΔ. 

 Επίσης 

 
 

0)(00)(),0)(0,(  γδαβγδαβBAB   

 Επομένως 090

AB , που σημαίνει ότι η ΑΓ είναι διάμετρος του κύκλου. 

Ομοίως βρίσκουμε ότι και η ΒΔ είναι διάμετρος του κύκλου. 

 

2. Ο κύκλος γράφεται 222 4)4()2(  yx , επομένως έχει κέντρο το σημείο 

)4,2(K  και ακτίνα 4ρ . Η απόσταση του κέντρου Κ από την ευθεία 

04συν2ημ4ημσυν  φφyφxφ  είναι ίση με 

ρ
φφ

φφφφ
d 




 4|4|

συνημ

|4συν2ημ4ημ4συν2|

22
. 

 Άρα, η ευθεία εφάπτεται στον κύκλο. 

 

3. Έστω ),( 111 yx  και ),( 222 yxM τα σημεία επαφής. Η εφαπτομένη του 

κύκλου στο 1M  έχει εξίσωση 2
11 ρyyxx  . Επειδή η εφαπτομένη αυτή 

διέρχεται από το ),( 000 yxM , οι συντεταγμένες του 0M  επαληθεύουν την 
2

11 ρyyxx   Επομένως 2
0101 ρyyxx  , που σημαίνει ότι η εξίσωση 

 y

 Ο
 Α  Κ1  Κ2  x
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2
00 ρyyxx   επαληθεύεται από τις συντεταγμένες του σημείου 1M . 

Ομοίως διαπιστώνουμε ότι επαληθεύεται και από τις συντεταγμένες του 2M . 

Όμως η εξίσωση 2
00 ρyyxx   είναι εξίσωση 1ου βαθμού και επειδή 

επαληθεύεται από τις συντεταγμένες των 1M  και 2M , είναι η εξίσωση της 

ευθείας 21MM . 

 

4. Ο κύκλος C έχει εξίσωση 222 )3( αyx  . Έστω ),( yxM ένα σημείο του 

κύκλου και ),( vuG  το κέντρο βάρους του τριγώνου ΟΑΜ. Για τις 

συντεταγμένες του G έχουμε 
3

3

3

30 xαxα
u





  και 

33

00 yy
v 


  και 

επομένως αux 33   και vy 3 . Όμως το ),( yxM  ανήκει στον κύκλο. 

Επομένως 222 9αyx   και με αντικατάσταση των x και y έχουμε: 

    222 9)3()33( αvαu   

        222 99)(9 αvαu   

            222)( αvαu  , 

 που σημαίνει ότι το G ανήκει στον κύκλο με κέντρο )0,(αK  και ακτίνα 

||αρ , δηλαδή στον κύκλο 222)( αyαx  . 

 

5. Ένα σημείο ),( yxM  είναι σημείο του 

τόπου, αν και μόνο αν οι εφαπτόμενες ΜΑ  

και ΜΒ προς τον κύκλο 222 ρyx   

είναι κάθετες. Αυτό συμβαίνει, αν και 
μόνο αν το τετράπλευρο ΟΑΜΒ είναι 
τετράγωνο ή, ισοδύναμα, 

      222 ρρOM   

              2222 ρρyx   

              222 )2((ρyx  , 

 που σημαίνει ότι ο γεωμετρικός τόπος του Μ είναι ο κύκλος 
222 )2(ρyx  . 

 

6. Το σημείο ),( yxM  είναι σημείο του τόπου, αν και μόνο αν 2
MB

MA
 ή, 

ισοδύναμα, 

 y

 Ο
 B

 A
 Μ(u,v)

 ρ

 ρ

 x
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                 MBMA 2  

               22 4MBMA   

    ])3[(4)3( 2222 yxyx   

   2222 43624496 yxxyxx   

             273033 22  xyx  

    91022  xyx  

     2222 59)552(  yxx  

     222 4)5(  yx . 

 Άρα, ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι ο κύκλος με κέντρο το σημείο 
)0,5(K  και ακτίνα 4ρ . 

 
7. Έστω ε η ευθεία με εξίσωση 1x . Το σημείο ),( yxM  είναι σημείο το τόπου, 

αν και μόνο αν ),(4),( εMdOMd  . Όμως 

  |1|4),(4),( 22  xyxεMdOMd  

            













1  αν  ),1(4

ή             
1  αν  ),1(4

22

22

xxyx

xxyx
         

)2(

)1(

 

 Αλλά 

     (1)










1

44 22

x

yxx











1

0)2( 22

x

yx
          








0

2

y

x
 

     (2)










1

44 22

x

yxx
  










1

)22()2( 222

x

yx  8)2( 22  yx . 

 

 

 

 Επομένως, ο γεωμετρικός τόπος 
αποτελείται από το σημείο )0,2(A  και 

τον κύκλο 8)2( 22  yx . 

 
 
 

 y

 Ο
 K(-2,0)  A(2,0)

 x=1

 x
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8. Ένα σημείο ),( yxM  είναι σημείο του τόπου, αν και μόνο αν ισχύει 

107222  MMBMA , ή ισοδύναμα: 

107)1()5()4()2()5()3( 222222  yxyxyx  

         2733 22  yx  

            222 3 yx  

 Άρα, ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ είναι ο κύκλος με κέντρο το 
σημείο )0,0(O  και ακτίνα 3ρ . Το κέντρο του κύκλου αυτού είναι το 

κέντρο βάρους του τριγώνου ΑΒΓ, αφού 0
3

523



 και 0

3

145



. 

 

9. Οι συντεταγμένες του σημείου τομής των ευθειών προκύπτουν από τη λύση 
του συστήματος 







βyθxθ

αyθxθ

συνημ

ημσυν
. 

 Έχουμε     1ημσυν
συν-ημ

ημσυν 22  θθ
θθ

θθ
D  

    θβθα
θβ

θα
Dx ημσυν

συν-

ημ
  

    θαθβ
βθ

αθ
Dy ημσυν

ημ

συν
 . 

 Επομένως θβθα
D

D
x x ημσυν   

   θβθα
D

D
y

y
συνημ  , 

οπότε έχουμε 

  2222 )συνημ()ημσυν( θβθαθβθαyx   

  θθαβθβθαθθαβθβθα συνημ2συνημσυνημ2ημσυν 22222222   

  )συνημ()συνημ( 222222 θθβθθα   
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  22 βα  . 

 Άρα, το σημείο τομής των ευθειών ανήκει στον κύκλο 
22222 )( βαyx  , που έχει κέντρο το )0,0(O  και ακτίνα 22 βαρ  . 

 

10. Ένα σημείο ),( yxM  είναι σημείο του τόπου, αν και μόνο αν είναι μέσο 

χορδής που διέρχεται από το )4,2(A .Αυτό συμβαίνει, αν και μόνο 

090


OMA , δηλαδή, αν και μόνο αν το 
σημείο Μ ανήκει στον κύκλο με 
διάμετρο ΟΑ. 

 Το κέντρο του κύκλου αυτού είναι το 

σημείο 





 

2

40
,

2

20
K , δηλαδή το 

)2,1(K , και η ακτίνα του είναι ίση με 

541)24()12( 22 ρ . 

 
 
 
 

3.2   Η  ΠΑΡΑΒΟΛΗ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. (i) Είναι 1
2


p

, επομένως 2p και η εξίσωση της παραβολής είναι 

xy 42  . 

 (ii) Έχουμε 
2

1

2


p
, επομένως 1p  και η εξίσωση της παραβολής είναι η 

xy 22  . 

 (iii) Η εξίσωση της παραβολής είναι pxy 22  . Επειδή διέρχεται από το 

σημείο )2,1(A , θα ισχύει 1222  p  οπότε 2p  Επομένως, η εξίσωση της 

παραβολής είναι η xy 42  . 

 

 y

 Ο

 M(x,y)  K(1,2)

 A(2,4)

 Γ

 B

 x
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2. (i)   Είναι xy  422 . Άρα, η εστία είναι το σημείο )0,2(E  και η 

διευθετούσα  
       η ευθεία 2: xδ  

(ii)  Είναι xy )4(22  . Άρα, η εστία είναι το σημείο )0,2(E  και η 

διευθετούσα η ευθεία 2: xδ  

(iii)  Είναι yyx 2242  . Άρα, η εστία είναι το σημείο )1,0(E  και η 

διευθετούσα η ευθεία 1: yδ  

(iv)  Είναι yyx )2(242  . Άρα, η εστία είναι το σημείο )1,0( E  και η 

διευθετούσα η ευθεία 1: yδ  

(v)  Είναι xαy  222 . Άρα, η εστία είναι το σημείο )0,(αE  και η 

διευθετούσα η ευθεία αxδ :  

(vi)  Είναι yαx  222 . Άρα, η εστία είναι το σημείο ),0( αE  και η 

διευθετούσα η ευθεία αyδ :  

 

3. Η απόσταση της κορυφής από την εστία είναι ίση με 
2

p
 και η απόσταση 

ενός σημείου ),( yxM  της παραβολής από την εστία της είναι ίση με 
2

p
x . 

Αρκεί να δείξουμε ότι 
22

pp
x  . Έχουμε  

0
2

0
444222

2
22

22
2

22








 
y

xpxx
pp

pxx
pp

x
pp

x ,  

 που ισχύει. 

 

4. Έστω ),( 11 yxA  και ),( 22 yxB  δύο σημεία της παραβολής με την ίδια 

τεταγμένη. Έχουμε 2
11 4

1
xy   και 2

22 4

1
xy   και 21 yy  . Επομένως 

2
2

2
1 4

1

4

1
xx  , οπότε 12 xx  . Έτσι, τα σημεία είναι τα ),( 11 yxA  και 

),( 11 yxB   και επομένως έχουμε: 
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00),)(,(090 2

1
2
11111

0 


yxyxyxOBOAAOB  

        40)4(04 111
2
11  yyyyy  

 Από τη σχέση 2
11 4

1
xy  , για 41 y , έχουμε 4

4

1
4 1

2
1  xx  ή 41 x . 

 Άρα, τα ζητούμενα σημεία είναι τα )4,4(A  και )4,4(B . 

5. Η εξίσωση της παραβολής γράφεται yx  222  και επομένως η εξίσωση της 

εφαπτομένης ε στο σημείο της ),( 111 yxM  είναι  

 )(2 11 yyxx  ,   οπότε 1
1

2
yx

x
y  . 

 (i) Επειδή η ε είναι παράλληλη στην ευθεία 1 xy , έχουμε 1
2
1 

x
, οπότε 

21 x . Όμως 1
2
1 4yx  . Επομένως 11 y  και η εξίσωση της εφαπτομένης 

είναι 1 xy . 

 (ii) Επειδή η ε είναι κάθετη στην ευθεία xy 2 , έχουμε 1)2(
2
1 

x
, οπότε 

11 x . Όμως 1
2
1 4yx  . Επομένως 

4

1
1 y  και η εξίσωση της εφαπτομένης 

είναι 
4

1

2

1
 xy . 

 (iii) Επειδή η εφαπτομένη διέρχεται από το σημείο )1,0( A , έχουμε 

11 y , οπότε 11 y . Όμως 1
2
1 4yx  . Επομένως 42

1 x , οπότε 21 x  ή 

21 x . Άρα υπάρχουν δύο σημεία επαφής, τα )1,2(1M  και )1,2(2 M , και 

οι αντίστοιχες εφαπτόμενες έχουν εξισώσεις 1 xy  και 1 xy  

αντιστοίχως. 

 

6. Η εξίσωση της παραβολής γράφεται yx  222  και επομένως οι εφαπτόμενες 

στα σημεία της )4,4(A  και 







4

1
,1B  έχουν εξισώσεις )4(24  yx  και 







 

4

1
2 yx  αντιστοίχως. Οι εξισώσεις αυτές γράφονται 42  xy  και 
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4

1

2

1
 xy  αντιστοίχως και, επειδή 1

2

1
2 






 , οι εφαπτόμενες είναι 

κάθετες. 
 
 
B΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 
 
1. Τα κοινά σημεία του κύκλου και της παραβολής βρίσκονται από τη λύση του 

συστήματος των εξισώσεών τους. Έχουμε λοιπόν: 








































2

1

4

1

4

84)3(

4

8)3(
22

2

2

22

y

x

xy

x

xy

xx

xy

yx
   ή   








2

1

y

x
. 

 Επομένως, υπάρχουν δύο κοινά σημεία, το )2,1(A  και το )2,1( B . 

    Η εξίσωση της εφαπτομένης της παραβολής στο Α είναι )1(22  xy  ή, 

ισοδύναμα, 

 01 yx . 

 Η ευθεία αυτή εφάπτεται και του κύκλου, αφού η απόσταση του κέντρου 

Κ(3,0) του κύκλου από αυτή είναι ίση με την ακτίνα του 8ρ . Πράγματι 

8
2

4

11

|103|
22





d  

    Επειδή ο άξονας xx  είναι άξονας συμμετρίας και του κύκλου και της 
παραβολής και το Β(1,-2) είναι συμμετρικό του Α(1,2) ως προς τον xx , ο 
κύκλος και η παραβολή έχουν κοινή εφαπτομένη και στο Β. Η εξίσωση της 
εφαπτομένης αυτής είναι η 01 yx . 
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2. Η εξίσωση της παραβολής είναι xy  622  και 

επομένως η εξίσωση της εφαπτομένης στο 

σημείο της )32,1(A  είναι )1(632  xy  ή, 

ισοδύναμα, 33  xy . Η εφαπτομένη αυτή 

τέμνει τον άξονα xx  στο σημείο Β(-1,0). Η 

εστία της παραβολής xy  622  είναι το σημείο 

Ε(3,0). Επομένως, έχουμε: 

       2)(AE 22 )32(2   16, 

        2)(AB 22 )32(2  16 , 

  και       2)(BE 22 04          16 , 

 Άρα, 4)()()(  BEABAE , οπότε το τρίγωνο ΕΑΒ είναι ισόπλευρο. 

 

3. Η εξίσωση της παραβολής είναι xy  222  και επομένως εστία της είναι το 

σημείο Ε(1,0) και διευθετούσα της η ευθεία 1x . 

 Η εφαπτομένη της παραβολής στο σημείο της )32,3(A  έχει εξίσωση   

 x

 A

y

 B
 O  E
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 )3(232  xy   ή, ισοδύναμα,  

3
3

3
 xy . 

 Η εφαπτομένη τέμνει την 
διευθετούσα στο σημείο 













3

32
,1B . Το κέντρο του 

κύκλου με διάμετρο ΑΒ είναι 

το σημείο 










3

34
,1K , ενώ η 

ακτίνα του είναι  

 

 
3

34

3

4

3

4
4

3

32
2

2

2 









ρ . 

 Επειδή 2p , η εστία της παραβολής είναι το σημείο Ε(1,0). Επομένως 

xxKEρKE  και
3

34
 

 Άρα ο κύκλος αυτός εφάπτεται στον άξονα xx  στο σημείο Ε. 
 
 

4. Η απόσταση ΜΕ είναι ίση με την 
απόσταση ΜΑ του Μ από την 

διευθετούσα, δηλαδή 
21
p

xME  . 

Άρα η ακτίνα του κύκλου είναι ίση 

με 
22

1
1

p
xρ  . Το μέσον Κ της 

ΜΕ έχει συντεταγμένες 











2
,

42
11 ypx

 και η απόσταση του 

από τον άξονα yy   είναι ίση με 

ρ
p

x
px

KH 
22

1

42 1
1 , που 

σημαίνει ότι ο κύκλος με διάμετρο ΜΕ εφάπτεται στον άξονα yy  . 

K ( , )1
4 3

3

B( , )1
2 3

3

 A( , )3 2 3

 O

 x=-1

 δ y

 x E(1,0)

 

 
E

p
( , )

2
0

 
K

x p y
( , )1 1

2 4 2


 M(x1,y1)

 O

 δ

y

 H

 A

 x
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5. Η εξίσωση της ευθείας ΑΟ είναι 

x
x

y
y

1

1  και τέμνει τη 

διευθετούσα στο σημείο 











2
,

2 1

1 p

x

yp
B . Η εφαπτομένη 

της παραβολής στο Α έχει εξίσωση 
)( 11 xxpyy   και επομένως, έχει 

συντελεστή διεύθυνσης 
1y

p
λ . Ο 

συντελεστής διεύθυνσης της ΒΕ 
είναι 

λ
y

p

y

py

p

y

y

x

y

p

p

x

y

λBE 





1
2
1

1
2
1

1

1

11

1

2
2

2

2
 

 Άρα εBE // . 
 

6. Η εφαπτομένη της παραβολής στο 
σημείο της ),( 11 yxA  έχει 

εξίσωση )( 11 xxpyy   

και,επειδή OA , τέμνει τον 
άξονα yy   στο σημείο 










1

1,0
y

px
K  και τη διευθετούσα δ 

στο σημείο 











1

2

1

1

2
,

2 y

p

y

pxp
B . 

(i)  Για να είναι 090


AEB , 

αρκεί 
 

0EBEA .  

 Έχουμε             
 

0
2

,,
2

0
1

2

1

1
11 


















 
y

p

y

px
py

p
xEBEA  

 ε

B
p y

x

p
( , ) 

2 2
1

1

x
p

  2


p
2 E

p
( , )
2

0  x

 A(x1,y1)

 y

 O

 

 A

 K

 O  x

 y
 δ

 B

 E
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     0
22

2

1

2

1 
p

px
p

px ,         που ισχύει. 

 (ii) Έχουμε             
 

0,,
2

0
1

1
11

1

1 


















y

px
yx

y

pxp
KAEK  

      0
2 2

1

2
1

2

1
1 

y

xp
px

px
 

      0
22 1

2
1

2
1 

px

xppx
 

      0
22

11 
pxpx

,             που ισχύει. 

 Άρα ABEK . 

 (iii) Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΕΒΑ, επειδή ABEK , έχουμε 

)()()( 2 KAKBEK  . 

 

7. Η εφαπτομένη της παραβολής 

pxy 22   στο σημείο ),( 11 yxA  

έχει εξίσωση )( 11 xxpyy   και 

τέμνει τον άξονα xx  στο σημείο 
)0,( 1xB  , ενώ η παράλληλη από 

το Α προς τον xx  τέμνει τη 
διευθετούσα δ στο σημείο 








 1,
2

y
p

 . Επομένως, το μέσον 

του ΓΕ έχει συντεταγμένες 









2

,0 1y
 και το μέσον της ΑΒ έχει 

συντεταγμένες επίσης 







2

,0 1y
. Άρα, τα τμήματα ΑΒ και ΓΕ διχοτομούνται. 

 Επίσης 

 
 

0222),2)(,( 11
2
11111  pxpxypxyxypABE , 

 
Γ

p
y( , )

2 1

 
E

p
( , )

2
0

 A(x1,y1)

 O  x

y

 δ

 Κ

 B(-x1,0)
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 που σημαίνει ότι 
 

ABE . Αφού, λοιπόν, τα τμήματα ΑΒ και ΓΕ 

διχοτομούνται καθέτως, το ΑΕΒΓ είναι ρόμβος και το κέντρο του 







2

,0 1y
K  

βρίσκεται στον άξονα yy  . 

8. (i) Τα σημεία τομής των 1C  και 

2C  προσδιορίζονται από τη λύση 

του συστήματος  

       










pyx

pxy

2

2
2

2

         
)2(

)1(
 

 Από την (2) έχουμε 
p

x
y

2

2

 . 

Αντικαθιστούμε στην (1) και 
έχουμε  

 00)8(082
4

3334
2

4

 xpxxxpxpx
p

x
   ή   px 2 , 

 οπότε οι αντίστοιχες τιμές του y είναι 0y , py 2 . Άρα, οι παράλληλες 

τέμνονται στα σημεία Ο(0,0) και Α(2p,2p). 

 (ii) Η εφαπτομένη 1ε  της 1C  στο Α(2p,2p) έχει εξίσωση 

    pxypxppy 
2

1
)2(2              (1) 

 και τέμνει την 2C  στο σημείο 







2

,
p

pB . 

 Η εφαπτομένη 2ε  της 2C  στο Α(2p,2p) έχει εξίσωση 

    pxypyppx 22)2(2               (2) 

 και τέμνει την 1C  στο σημείο 






  p
p

,
2

 . 

 Επομένως, η εφαπτομένη της 1C  στο 






 p
p

,
2

  έχει εξίσωση 

 
22

)(
p

xy
p

xppy 






  , 

 
B p

p
( , )

2

 
Γ

p
p( , )

2


 O  x

C2

 C1
 ε2

 ε1 y

 A(2p,2p)
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 ενώ η εφαπτομένη της 2C  στο 







2

,
p

pB  έχει εξίσωση  

 
22

)(
p

xy
p

yppx 





  . 

 Παρατηρούμε, δηλαδή, ότι η εφαπτομένη της 2C  στο Β και η εφαπτομένη 

της 1C  στο Γ συμπίπτουν. Άρα η ΑΒ είναι κοινή εφαπτομένη των 1C , 2C . 

 
 

3.3   Η  ΕΛΛΕΙΨΗ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 

1. (i) Είναι 82  γ  και 102 α , οπότε 4γ  και 5α . Άρα 945 222 β  

και επειδή οι εστίες βρίσκονται στον άξονα xx , η έλλειψη θα έχει εξίσωση: 

1
925

22


yx

. 

 (ii) Είναι 102  EEγ  και 262 α , οπότε 5γ  και 13α . Άρα 
222 513 β  144  και επειδή οι εστίες βρίσκονται στον άξονα yy  , η 

έλλειψη έχει εξίσωση 

1
169144

22


yx

. 

 (iii) Είναι 12γ , και 
13

12


α

γ
ε , οπότε 13α . Άρα 222 1213 β 25 , 

οπότε η έλλειψη θα έχει εξίσωση: 

1
25169

22


yx

. 

 (iv) Είναι 4γ , οπότε 162222  αγαβ , με 162 α . Άρα η εξίσωση της 

έλλειψης θα έχει τη μορφή: 
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1
162

2

2

2





α

y

α

x
. 

 Αφού, τώρα, το 







5

9
,4M  είναι σημείο της έλλειψης, οι συντεταγμένες του θα 

επαληθεύουν την εξίσωσή της. Θα έχουμε δηλαδή: 

   1
16

5

9

4
2

2

2

2













αα

1
)16(25

8116
22





αα

 

               )16(2581)16(400 2222  αααα  

               0640088125 24  αα  

               
ται)(απορρίπτε    1624,10

25

50

3698812





α  

 Άρα, η έλλειψη έχει εξίσωση  1
925

22


yx

. 

 (v) Αφού οι εστίες είναι πάνω στον yy   η εξίσωση της έλλειψης θα είναι: 

)(1 22
2

2

2

2

βα
α

y

β

x
 . 

 Τώρα, αφού τα )1,1(1M  και 







2

1
,22M  είναι τα σημεία της έλλειψης, οι 

συντεταγμένες τους θα επαληθεύουν την εξίσωσή της. Άρα, θα έχουμε: 


















14

1
4

1
11

22

22

αβ

αβ
 

 Θέτουμε κ
β


2

1
 και λ

α


2

1
 και έχουμε 











1
4

1
4

1

λκ

λκ












1
4

)1(4

1

λ
λ

λκ









41616

1

λλ

λκ
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1215

1

λ

λκ
         















5

4
5

4
1

λ

κ
         















5

4
5

1

λ

κ
. 

 Άρα, 
4

52 α  και 52 β , οπότε η εξίσωση της έλλειψης θα είναι: 

1
5

4

5

1 22  yx . 

 

2. (i) Η εξίσωση 44 22  yx  γράφεται ισοδύναμα 

1
12 2

2

2

2


yx

, 

 οπότε είναι 2α  και 1β . Έτσι έχουμε 312 222 γ , οπότε 3γ  και 

άρα 
2

3


α

γ
ε . Τέλος, οι εστίες είναι τα σημεία )0,3(E  και )0,3(E . 

 (ii) Η εξίσωση 24336144169 22  yx  γράφεται ισοδύναμα 

1
169144

22


yx

 

 ή 

1
1312 2

2

2

2


yx

, 

 απ’ όπου προκύπτει ότι 13α , 12β , 525144169 γ  και 

13

5


α

γ
ε . Οι εστίες βρίσκονται πάνω στον άξονα yy   και είναι τα σημεία 

)5,0( E  και )5,0(E . 

 

3. Έστω ΑΒΓΔ το ζητούμενο τετράγωνο. Αν ),( 11 yx  είναι οι συντεταγμένες του 

σημείου Α, τότε οι συντεταγμένες των σημείων Β, Γ και Δ θα είναι ),( 11 yx , 

),( 11 yx   και ),( 11 yx  αντιστοίχως. Επειδή AAB  θα ισχύει 11 22 yx   

οπότε θα είναι 



 85

          11 xy         

(1) 

 Άρα, οι συντεταγμένες του Α θα είναι ),( 11 xx  

και, επειδή επαληθεύουν την εξίσωση της 
έλλειψης, θα έχουμε 

5

52
4544 1

2
1

2
1

2
1  xxxx  (αν 01 x ). 

 Έτσι το ζητούμενο τετράγωνο θα έχει 
κορυφές: 

    










5

52
,

5

52
A ,   












5

52
,

5

52
B ,   












5

52
,

5

52 ,   











5

52
,

5

52 . 

 

4. Η εξίσωση 42 22  yx  γράφεται 

ισοδύμανα 

1
22 2

2

2

2


yx

 

 απ’ όπου προκύπτει ότι 2α , 2β  

και 2γ . Επομένως, οι κορυφές Β 

και B   έχουν συντεταγμένες )2,0(  

και )2,0(   αντιστοίχως, ενώ οι εστίες Ε και E   έχουν συντεταγμένες 

)0,2(  και )0,2( αντιστοίχως. Άρα, το τετράπλευρο BEEB   είναι 

τετράγωνο, αφού οι διαγώνιες του είναι ίσες, κάθετες και διχοτομούνται. 
 

5. Αν το ),( 11 yxM  είναι ένα σημείο της έλλειψης 1
2

2

2

2


β

y

α

x
, τότε το 

αντιδιαμετρικό του θα είναι το ),( 11 yxM  , λόγω της συμμετρίας της 

έλλειψης ως προς το )0,0(O . Έτσι, η εφαπτομένη της έλλειψης στο 

),( 11 yxM  είναι η 1
2

1
2

1 
β

yy

α

xx
, ενώ στο ),( 11 yxM   είναι η 

1
2
1

2
1 






β

yy

α

xx
. Οι εφαπτομένες αυτές είναι παράλληλες, αφού οι 

συντελεστές διεύθυνσής τους, για 01 y , είναι ίσοι. 

 y

 Δ Γ

 B  A

 x

 

 y

 Ο

 B΄

 B

 Ε

 Α

 Ε΄
 Α΄

 x
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 Αν 01 y , που ισχύει όταν τα MM ,  ταυτιστούν με τα Α και A , οι 
εφαπτομένες σ’ αυτά είναι παράλληλες, αφού είναι κάθετες και οι δύο στον 
άξονα xx . 

 

6. Η εφαπτομένη ε της έλλειψης 43 22  yx  στο σημείο της ),( 11 yxM  έχει 

εξίσωση 43 11  yyxx  και άρα συντελεστή διεύθυνσης 
1

13

y

x
λε  . 

Επομένως: 
 (i) Η εφαπτομένη ε είναι παράλληλη προς την ευθεία 13  xy , αν και μόνο 

αν 3
3

1

1 


y

x
 ή, ισοδύναμα, 

 11 xy  . 

 Όμως το ),( 11 yxM  είναι σημείο της έλλειψης. Άρα, θα έχουμε: 43 2
1

2
1  yx  

και, επειδή 11 xy  , θα ισχύει 

 114443 1
2
1

2
1

2
1

2
1  xxxxx . 

 Επομένως, 

)1,1(),( 11 yx    ή   )1,1(),( 11 yx . 

 Έτσι, υπάρχουν δύο ευθείες εφαπτόμενες της έλλειψης, που είναι παράλληλες 
στην ευθεία 13  xy . Οι εφαπτόμενες αυτές είναι οι 43  yx  και 

43  yx . 

 (ii) Η εφαπτομένη ε είναι κάθετη στην ευθεία xy
2

1
 , αν και μόνο αν 

1
2

13

1

1 


y

x
 ή, ισοδύναμα, 

2

3 1
1

x
y  . Άρα, το σημείο Μ θα έχει 

συντεταγμένες 







2

3
, 1

1
x

x  και, αφού ανήκει στην έλλειψη, θα είναι: 

21

4
16214

4

9
34

2

3
3 1

2
1

2
12

1

2
12

1 






 xx
x

x
x

x . 

 Επομένως 

 









21

6
,

21

4
),( 11 yx    ή   










21

6
,

21

4
),( 11 yx . 

 Άρα, οι ζητούμενες εφαπτομένες είναι οι ευθείες: 
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4
21

6

21

43



yx    και   4

21

6

21

43



 yx , 

 οι οποίες γράφονται 

021236  yx    και   021236  yx . 

 (iii) Η εφαπτομένη ε διέρχεται από το )4,0(M , αν και μόνο αν η εξίσωση της 

ικανοποιείται από τις συντεταγμένες του Μ. Δηλαδή, αν και μόνο αν ισχύει 
4403 11  yx  ή, ισοδύναμα, 11 y . Επειδή το ),( 11 yxM  ανήκει στην 

έλλειψη, θα έχουμε: 

1141343 1
2
1

2
1

2
1

2
1  xxxyx . 

 Επομένως 

 )1,1(),( 11 yx    ή   )1,1(),( 11 yx  

 Άρα, θα έχουμε δύο εφαπτομένες της έλλειψης που διέρχονται από το 
)4,0(M , τις ευθείες 43  yx  και 43  yx . 

 

7. Οι εφαπτόμενες της έλλειψης 1004 22  yx  στα σημεία 1M , 2M , 3M  και 

4M  θα είναι, αντιστοίχως, οι: 

551005454  xyyx  

          551005454  xyyx  

          551005454  xyyx  

             551005454  xyyx  

 Οι ευθείες αυτές είναι ανά δύο (πρώτη-τρίτη) και (δεύτερη-τέταρτη) 
παράλληλες μεταξύ τους και ανά δύο κάθετες (πρώτη-δεύτερη), (τρίτη-
τέταρτη) και τέμνουν μάλιστα τον yy   στα ίδια σημεία. Έτσι το τετράπλευρο 

που ορίζουν είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με κάθετες διαγώνιες. Άρα 
το τετράπλευρο αυτό θα είναι τετράγωνο. 

 
 
Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 
 
1. Αρκεί να δείξουμε ότι οι συντεταγμένες του Μ επαληθεύουν την εξίσωση της 

έλλειψης. Έχουμε λοιπόν: 
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1
)1(

)1(

)1(

4)1(

)1(

4

)1(

)1(
22

22

22

222

222

22

222

222



















t

t

t

tt

tβ

tβ

tα

tα
 

 

2. Αν ),( 11 yxM  είναι σημείο τομής των ευθειών 1ε  και 2ε , τότε θα ισχύει 

)( 11 xαλβyα     και   )( 11 xαβyλα   

 οπότε, πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη της ισότητες, θα έχουμε 

)( 2
1

222
1

2 xαλβyλα   

          2
1

2222
1

2 xββαyα    (αφού  0λ ) 

           222
1

22
1

2 βαyαxβ   

     1
2

2
1

2

2
1 

β

y

α

x
. 

Άρα, το σημείο ),( 11 yxM  ανήκει στην έλλειψη 1
2

2

2

2


β

y

α

x
. 

 

3. Αν θέσουμε )(MEr   και )( EMr  , τότε, σύμφωνα με τον ορισμό της 

έλλειψης, θα ισχύει 

     αrr 2               (1) 

 Όμως, είναι 

22)( yγxr     και   22)( yγxr   

 Επομένως, έχουμε 

 xγrr 422   

 ή, ισοδύναμα, 

 xγrrrr 4))((  . 

 Οπότε, λόγω της (1), θα ισχύει 

             xεx
α

γ
rr 22  .              (2) 

 Λύνουμε το σύστημα των (1) και (2) και έχουμε 

xεαr     και   xεαr   

4. Επειδή η έλλειψη έχει παραμετρικές εξισώσεις 
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φαx συν    και   φβy ημ ,   )2,0[ πφ  

 οι συντεταγμένες ),( 11 yx  του 1M  θα είναι της μορφής 

      11 συνφαx     και   11 ημφβy  ,   )2,0[1 πφ              (1) 

 οπότε η εξίσωση 1
2
1

2
1 

β

yy

α

xx
 της εφαπτομένης ε της έλλειψης στο σημείο 

1M  θα πάρει τη μορφή: 

1
β

ημ

α

συν 11 
φyφx

 

 ή 

    0)ημ()συν( 11  αβyφαxφβ              (2) 

 Έτσι, θα έχουμε 

    

1
22

1
22

1

1
22

1
22

1

ημσυν

|ημ|

ημσυνβ

|ημ|
),(

φαφβ

βφγα

φαφ

αβφαγ
εdd









   

   

1
22

1
22

1

1
22

1
22

1

ημσυν

|ημ|

ημσυνβ

|ημ|
),(

φαφβ

βφγα

φαφ

αβφαγ
εdd









  , 

 οπότε θα ισχύει 

       
1

22
1

22

2
1

222

1
22

1
22

2
1

22
1

2
22

ημσυν

)ημ(2

ημσυνβ

)ημ()ημ(

φαφβ

βφγα

φαφ

βφγαβφγα
dd









  

              
  2

1
22

1
22

1
22

1
222

1
22

1
22

2
1

2222

2
ημσυν

)συνημ(2

ημσυν

ημ)(2
α

φαφβ

φβφαα

φαφβ

βφβαα










 . 

 

5. Είναι 

2
121

2
2

22
1

2
1

2
21

2
21 2)()( yxxεxεxyxεxNM   

2
221

2
1

22
2

2
2

2
12

2
12 2)()( yxxεxεxyxεxNM   

 Επομένως, για να δείξουμε ότι )()( 1221 NMNM   αρκεί να δείξουμε ότι 

2
221

2
1

22
2

2
121

2
2

22
1 22 yxxεxεxyxxεxεx   

 ή           2
2

2
12

2
2
2

2
1

2
22

2
2
1 yx

α

γ
xyx

α

γ
x   
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 ή    2
2

22
1

22
2

22
1

22
2

22
1

2 yαxγxαyαxγxα   

 ή     2
2

22
2

222
1

22
1

22 )()( yαxγαyαxγα   

 ή               2
2

22
2

22
1

22
1

2 yαxβyαxβ   

 ή        
2

2
2

2

2
2

2

2
1

2

2
1

β

y

α

x

β

y

α

x
  

 που ισχύει, αφού τα σημεία ),( 111 yxM  και ),( 222 yxM  είναι σημεία της 

έλλειψης. 
 

6. α΄ τρόπος: Έστω P το σημείο 
τομής της ΟΝ και του κύκλου με 
κέντρο Ο και ακτίνα β. Είδαμε 
στις παραμετρικές εξισώσεις της 
έλλειψης, ότι το σημείο Μ είναι 
το σημείο τομής της οριζόντιας 
ευθείας από το P και της 
κατακόρυφης από το Ν. 
Επομένως, τα τετράπλευρα 
ΜΝΟΔ και ΜΡΟΓ είναι 
παραλληλόγραμμα, οπότε θα 
έχουμε 

αONM  )()(     και   βOPM  )()(   

 β΄ τρόπος: Αν φ είναι η γωνία που σχηματίζει το διάνυσμα 

ON  με τον 

άξονα xx , τότε οι συντεταγμένες του Μ θα είναι )ημ,συν( φβφα , ενώ οι 

συντεταγμένες του Ν θα είναι )ημ,συν( φαφα . Επομένως, η ευθεία ΜΔ θα 

έχει εξίσωση 

    ),συν(εφημ φαxφφβy               (1) 

 και άρα θα τέμνει τους άξονες xx  και yy   στα σημεία 

 0,συν)( φβα    και    φβα ημ)(,0  . 

 Επομένως 

αφφαφαφα  )ημ(συνημσυν)( 2222222  

  βφφβφβφβ  )ημ(συνημσυν)( 2222222 . 

 y

 Ο

 P

 Ν(ασυνφ,αημφ)

 Μ(ασυνφ,βημφ)

 Δ
 Γ

 B΄

 B

φ  Α Α΄
 x
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7. Η ζ έχει εξίσωση 1
2
1

2
1 

β

yy

α

xx
, ενώ οι 

ε και ε   έχουν εξισώσεις αx  και 
αx   αντιστοίχως. Επομένως, οι 

συντεταγμένες των Γ και    είναι οι 
λύσεις των συστημάτων 













1
2
1

2
1

β

yy

α

xx

αx

     και     












1
2
1

2
1

β

yy

α

xx

αx

 

 αντιστοίχως. Λύνουμε τα συστήματα αυτά και βρίσκουμε ότι τα Γ και    

έχουν συντεταγμένες 








 

1

1
2 )(

,
yα

xαβ
α  και 









 


1

1
2 )(

,
yα

xαβ
α  αντιστοίχως. 

Επομένως: 

 (i) 
||

)(
)(

1

1
2

yα

xαβ
A


      και     

||

)(
)(

1

1
2

yα

xαβ
A


      οπότε 

  2
2
1

2

2
1

2
2

2
1

2

2
1

222
2

2
1

2

2
1

24 )(
))(( β

yα

yα
β

yα

xββα
β

yα

xαβ
AA 





  

 (ii) Αρκεί να δείξουμε ότι 
 

  EE  ή, ισοδύναμα, ότι 
 

0  EE . 

Έχουμε λοιπόν: 












 


1

1
2 )(

,
yα

xαβ
γαE    και   












 


1

1
2 )(

),(
yα

xαβ
γαE  

 οπότε 

 

2
1

2

2
1

24
22 )(

)(
yα

xαβ
αγEE


   

             
2
1

2

2
1

222
222

yα

xββα
βαγ


  

             
2
1

2

2
1

2
22

yα

yα
ββ   

 y

 B΄

 ζ
 M1

 B

 ε΄: x=-a  ε: x=a

 Γ

 Α

 Γ΄

 Α΄
 x
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             022  ββ . 

 Ομοίως αποδεικνύουμε ότι 
 

  EE . 

 

8. Η εφαπτομένη έχει εξίσωση 1
2
1

2
1 

β

yy

α

xx
. Άρα, τέμνει τους άξονες xx  και 

yy   στα σημεία 











0,

1

2

x

α    και   










1

2

,0
y

β  

 αντιστοίχως. Επομένως έχουμε 
1

2

x

α
p  και 

1

2

y

β
q , οπότε 

1
2

2
1

2

2
1

2
1

4

2

2
1

4

2

2

2

2

2


β

y

α

x

y

β

β

x

α

α

q

β

p

α
, 

 αφού το σημείο ),( 111 yxM  ανήκει στην έλλειψη. 

 
 

3.4   Η  ΥΠΕΡΒΟΛΗ 

 
 
A΄  ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. (i) Είναι 13γ  και 5α , οπότε 122516922  γαβ . Άρα, η 

εξίσωση της υπερβολής είναι 

1
14425

22


yx

, 

 αφού έχει τις εστίες της στον άξονα xx . 

 (ii) Είναι 10γ  και 
3

5


α

γ
. Επομένως, 6

5

3
 γα , οπότε  22 αγβ  

836100  . Άρα, η εξίσωση της υπερβολής είναι 



 93

1
6436

22


xy

, 

 αφού έχει τις εστίες της στον άξονα yy  . 

 (iii) Είναι 5γ , οπότε 2222 5 ααγβ  . Έτσι η εξίσωση της υπερβολής 

παίρνει τη μορφή 

1
5 2

2

2

2





α

y

α

x
. 
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 Επειδή το σημείο )1,22(M  ανήκει στην υπερβολή, οι συντεταγμένες του θα 

επαληθεύουν την εξίσωσή της, δηλαδή θα ισχύει 

    )5()5(81
5

18 2222
22

αααα
αα




  

            04014 24  αα  

            
2

6142 
α  

            4ή10 22  αα  

            5αφού,4 222  γαα . 

 Άρα, η εξίσωση της υπερβολής θα είναι 

1
14

22


yx

. 

(iv) Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: 

 α) Η υπερβολή έχει τις εστίες της στον άξονα xx . Τότε θα έχει εξίσωση 

     1
2

2

2

2


β

y

α

x
              (1) 

 Επειδή, όμως, έχει ασύμπτωτες τις ευθείες xy
3

4
  και xy

3

4
 , θα ισχύει 

3

4


α

β
, οπότε θα έχουμε αβ

3

4
 . Έτσι, η (1) παίρνει τη μορφή 

1
16

9
1

9

16 2

2

2

2

2

2

2

2


α

y

α

x

α

y

α

x
             (2) 

 Επειδή, επιπλέον, το σημείο )4,23(M  ανήκει στην υπερβολή, θα ισχύει 

1
918

1
16

49)23(
222

2

2

2





αααα

 

                 92 α        3α  

 Επομένως, λόγω της (2), η εξίσωση της υπερβολής είναι η: 

1
169

22


yx

. 
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 β) Η υπερβολή έχει τις εστίες της στον άξονα yy  . Τότε θα έχει εξίσωση 

1
2

2

2

2


β

x

α

y
. 

 Αν εργαστούμε όπως πριν, θα βρούμε ότι δεν υπάρχει υπερβολή τέτοιας 

μορφής που να έχει ασύμπτωτες τις xy
3

4
 , xy

3

4
  και να περνάει από το 

σημείο )4,23(M . 

 ΣΧΟΛΙΟ Μπορούσαμε να παρατηρήσουμε ότι το σημείο )4,23(M  

βρίσκεται στη γωνία των ασυμπτώτων που περιέχει τον Ox . Επομένως, το Μ 
θα ανήκει στην υπερβολή που έχει τις εστίες της στον άξονα xx . 

 

2. (i) Έχουμε: 

1
144

16

144

9
144169

22
22 

yx
yx 1

34 2

2

2

2


yx

 

 Επομένως, 4α  και 3β , οπότε 522  βαγ . Άρα, η υπερβολή έχει 

εστίες τα σημεία )0,5(E , )0,5(E , εκκεντρότητα 
4

5
ε  και ασύμπτωτες τις 

ευθείες xy
4

3
 , xy

4

3
 . 

 (ii) Έχουμε 

1
22

4
2

2

2

2
22 

yx
yx . 

 Επομένως, 2α  και 2β , οπότε 2222  βαγ . Άρα, η υπερβολή έχει 

εστίες τα σημεία )0,22(E , )0,22(E , εκκεντρότητα 2ε  και 

ασύμπτωτες τις ευθείες xy , xy  . 

 (iii) Έχουμε 

1
3600

25

3600

144
360025144

22
22 

yx
yx 1

125 2

2

2

2


yx

. 

 Επομένως, 5α  και 12β , οπότε  1322  βαγ .  Άρα, η υπερβολή έχει 
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εστίες τα σημεία )0,13(E , )0,13(E , εκκεντρότητα 
5

13
ε  και ασύμπτωτες 

τις ευθείες xy
5

12
 , xy

5

12
 . 

 

3. Έχουμε 

           
3

3
30εφ 0 

α

β

α

β
        

3

1
2

2


α

β
 

     
3

1
2

22





α

αγ
 

3

1
1

2









α

γ
 

     
3

42  ε          
3

32
ε  

 

4. Η εφαπτομένη της υπερβολής 
στο σημείο )0,(α  έχει 

εξίσωση αx . Επομένως, οι 
συντεταγμένες του σημείου Γ 
είναι η λύση του συστήματος 











αx

x
α

β
y

, 

 η οποία, προφανώς, είναι το ζεύγος ),(),( βαyx  . Άρα, είναι 

)()( 222 OEγγβαO  . 

 

5. Η εφαπτομένη ε της C στο ),( 111 yxM  έχει εξίσωση 

     1
2
1

2
1 

β

yy

α

xx
              (1) 

 και συντελεστή διεύθυνσης 
1

2
1

2

yα

xβ
λε  . Επειδή η ζ είναι κάθετη στην ε, θα 

έχει συντελεστή διεύθυνσης 
1

2
1

2

xβ

yα
λζ   και επειδή, επιπλέον, διέρχεται από 

το ),( 111 yxM , θα έχει εξίσωση. 

y
a

x


Ο Α(α,0) Ε(γ,0)

x=a

 Γ(α,β)

 x

y
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     )( 1
1

2
1

2

1 xx
xβ

yα
yy               (2) 

 Όμως, η ε περνάει από το ),0(2 βM   και η ζ από το )0,22(3 αM . 

Επομένως, λόγω των (1) και (2), θα ισχύει 




























)22(
)22(

1

1
2

1
2

1

1
1

2
1

2

1

2
1

xααxβ

βy

xα
xβ

yα
y

β

yβ

 

              











22)( 3
1

22

1

αxβα

βy
 

              













2

3

1

1

22

γ

α
x

βy

             (3) 

 Επειδή το σημείο ),( 111 yxM  ανήκει στην υπερβολή C, θα ισχύει 

1
2

2
1

2

2
1 

β

y

α

x
, οπότε, λόγω την (3), θα έχουμε 

       44
4

4

2

2

24

6

42
8

1
8

γα
γ

α

β

β

αγ

α
  

         44 4
4








 



 

         244  ε . 

 

6.   Έστω ζ μια ευθεία παράλληλη 

προς την ασύμπτωτη xy



 :  της 

υπερβολής 1:
2

2

2

2



yx

C . Τότε η 

ζ  θα έχει εξίσωση 

 0,  δδx
α

β
y . 

y
a

x 




y
a

x


Ο  x

y
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 Για να βρούμε τις συντεταγμένες των κοινών σημείων της ζ και της C, αρκεί 
να λύσουμε το σύστημα 

                           















(2)                                                  1

(1)                                                     

2

2

2

2







yx

xy

 

 Έχουμε λοιπόν: 

22
2

222
)1(

222222)2( βαδx
α

β
αxββαyαxβ 






   

            2222
2

2
222 2 βαx

α

βδ
δx

α

β
αxβ 










  

            22222222 2 βαxαβδδαxβxβ   

            )(2 222 δβαxαβδ   

            
βδ

δβα
x

2

)( 22 
 . 

 Επομένως, λόγω της (1), είναι 

δ

βδ
δ

δ

δβ
δ

βδ

δβα

α

β
y

222

)( 222222 













 
 . 

 Άρα, η ευθεία ζ και η υπερβολή C έχουν ένα μόνο κοινό σημείο, το 










 


δ

βδ

βδ

δβα

2
,

2

)( 2222

 . 

 Αν η ζ είναι παράλληλη προς την ασύμπτωτη x
α

β
ε -y:  , τότε και πάλι θα 

έχει με την C ένα μόνο κοινό σημείο. 

    Η υπερβολή 14 22  yx  έχει ασύμπτωτες τις ευθείας 

xy 2    και   xy 2 . 

 Επομένως, η ευθεία 12  yx , που γράφεται 12  xy , είναι παράλληλη προς 

την ασύμπτωτη xy 2  και άρα, σύμφωνα με όσα αποδείξαμε πριν, θα έχει με 
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την υπερβολή 14 22  yx  ένα μόνο κοινό σημείο το 







1,
2

1
M , αφού 

2

1
 , 

1  και 1 . 

 

7. Η εξίσωση της εφαπτομένης ε της υπερβολής 124 22  yx  σε ένα σημείο 

),( 111 yxM  είναι η 

               124 11  yyxx               (1) 

 και έχει συντελεστή διεύθυνσης 

     
1

1

4y

x
               (2) 

 Επομένως: 

 (i) H ε είναι παράλληλη προς την ευθεία 1:  xy , αν και μόνο αν ισχύει 

   , δηλαδή 1
4 1

1 
y

x
 ή, ισοδύναμα, 

      11 4yx                (3) 

 Όμως, το σημείο ),( 111 yxM  ανήκει στην υπερβολή. Επομένως, οι 

συντεταγμένες του θα επαληθεύουν την εξίσωσή της, δηλαδή θα ισχύει 

                124 2
1

2
1  yx               (4) 

 Αν λύσουμε το σύστημα των (3) και (4) βρίσκουμε ότι 

)1,4(),( 11 yx    ή   )1,4(),( 11 yx . 

 Άρα, υπάρχουν δύο εφαπτόμενες της υπερβολής που είναι παράλληλες προς 
την ευθεία 1 xy . Οι εφαπτόμενες αυτές, λόγω της (1), έχουν εξισώσεις 

1244  yx    και   1244  yx , 

 που γράφονται ισοδύναμα 

3 xy    και   3 xy  

 αντιστοίχως. 

 (ii) Η ε είναι κάθετη στην ευθεία xy
3

4
:  , αν και μόνο αν ισχύει 

1 ηε λλ , δηλαδή 1
3

4

4 1

1 









y

x
 ή, ισοδύναμα, 
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     11 3yx  .              (5) 

 Όμως, το σημείο ),( 111 yxM  ανήκει στην υπερβολή. Επομένως, θα ισχύει 

                124 2
1

2
1  yx .              (6) 

 Έτσι η (6), λόγω της (5), γράφεται 1243 2
1

2
1  yy  ή, ισοδύναμα, 122

1 y , 

που είναι αδύνατη. Άρα, δεν υπάρχει εφαπτομένη της υπερβολής που είναι 

κάθετη στην ευθεία xyη
3

4
:  . 

 (iii) Η ε διέρχεται από το σημείο )0,3(M , αν και μόνο αν οι συντεταγμένες 

του επαληθεύουν την (1), δηλαδή, αν και μόνο αν ισχύει 123 1 x  ή, 

ισοδύναμα, 
         41 x               (7) 

 Όμως, όπως είδαμε πιο πριν, ισχύει 

               124 2
1

2
1  yx .              (8) 

 Αν λύσουμε το σύστημα των (7) και (8), βρίσκουμε ότι 

 )1,4(),( 11 yx    ή   )1,4(),( 11 yx . 

 Άρα, υπάρχουν δύο εφαπτόμενες της υπερβολής που να διέρχονται από το 
σημείο )0,3(M . Οι εφαπτόμενες αυτές, λόγω της (1), έχουν εξισώσεις 

 1244  yx    και   1244  yx , 

 που γράφονται ισοδύναμα  

 3 xy    και   3 xy  

 αντιστοίχως. 
 
 
Β΄  ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. Έστω ΚΛΜΝ το ορθογώνιο βάσης της 
υπερβολής. Τότε (ΟΑ)=α και (ΑΚ)=β οπότε 

2222)(  OK  και άρα 

)()( OEOK  . Επομένως τα ορθογώνια 

τρίγωνα ΑΟΚ και OEE1  είναι ίσα, αφού 

έχουν μία οξεία γωνία κοινή και τις 
υποτείνουσες ίσες. Άρα θα ισχύει 

αOAOE  )()( 1    και   βAKEE  )()( 1 . 

y

 x Α΄  Ο

 B΄

 Ε1

B Ν

 Μ  Λ

 Κ

 E΄  E Α
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2. Έστω ζ η εφαπτομένη που τέμνει τις ε και    στα σημεία Γ και    
αντιστοίχως. Αν ),( 111 yxM  είναι το σημείο επαφής, τότε η εξίσωση της ζ θα 

είναι 

1
2
1

2
1 


yyxx

              (1) 

 Επομένως, οι συντεταγμένες των Γ και    είναι οι λύσεις των συστημάτων 













1
2
1

2
1

β

yy

α

xx

αx

    και   












1
2
1

2
1

β

yy

α

xx

αx

 

 αντιστoίχως. Λύνουμε τα συστήματα αυτά 
και βρίσκουμε ότι το Γ έχει συντεταγμένες 










 

1

1
2 )(

,
yα

αxβ
α , ενώ το    έχει 

συντεταγμένες 














1

1
2 )(

,
yα

αxβ
α . 

Επομένως, έχουμε 

   
||

||
)(

1

1
2

yα

αxβ
A


    και   

||

||
)(

1

1
2

yα

αxβ
A


             (2) 

Άρα 

(i)   
2
1

2

22
1

22 ||
))((

yα

αxββ
AA


  

              
2
1

2

222
1

2
2 ||

yα

βαxβ
β


  

         
2
1

2

2
1

2
2

yα

yα
β ,  γιατί 1

2

2
1

2

2
1 

β

y

α

x
 

         2β . 

 (ii) Αρκεί να δείξουμε ότι  
 

 EE . Πράγματι έχουμε 

y  ε ε΄

 x Α΄  Ο

 ζ  Γ΄

 Μ1(x1,y1)

 Ε΄

 Γ

 Ε Α
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1

1
2

1

1
2 )(

,
)(

,
yα

αxβ
γα

yα

αxβ
γαEE   

     
2
1

2

22
1

2
222 )(

)(
yα

αxβ
βγα


  

     
2
1

2

222
1

2
22

yα

βαxβ
ββ


  

     0122  ββ ,  γιατί  1
2

2
1

2

2
1 

β

y

α

x
. 

 Άρα 
 

 EE . 

 

3. Αρκεί να δείξουμε ότι τα τμήματα 21MM  και 43MM  έχουν κοινό μέσο ή, 

ισοδύναμα, αρκεί να δείξουμε ότι 

             
22

4321 xxxx 



   και   

22
4321 yyyy 




             (1) 

   Αν η ευθεία 21MM  είναι 

κατακόρυφη τότε, αφού ο άξονας xx  
είναι άξονας συμμετρίας της 
υπερβολής, θα ισχύει το ζητούμενο. 

    Αν η ευθεία 21MM  δεν είναι 

κατακόρυφη, τότε θα έχει εξίσωση 

          μxλy                    (2) 

 Έτσι, οι συντεταγμένες των 21 , MM  

θα είναι οι λύσεις του συστήματος 

        












1
2

2

2

2

β

y

α

x

μxλy

                    (3) 

 Αν θέσουμε στη δεύτερη εξίσωση όπου y  το μxλ  , βρίσκουμε 

222222 )( βαμxλαxβ   

 ή   02 2222222222  βααμxλμαxαλxβ  

 ή    0)(2)( 22222222  μβαxλμαxαλβ . 

 
y

a
x



y
a

x 


  x O

  M4(x4,y4)

  M2(x2,y2)

  M1(x1,y1)

  M3(x3,y3)

 y
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 Επομένως 

               
222

2
21

2 αλβ

λμαxx





              (4) 

 Για να βρούμε τις συντεταγμένες των 3M  και 4M  λύνουμε τα συστήματα 











x
α

β
y

μxλy
   και   











x
α

β
y

μxλy
 

 αντιστοίχως. Από τα συστήματα αυτά βρίσκουμε ότι 

λαβ

μα
x


3    και   

λαβ

μα
x


4  

 οπότε έχουμε 

        
222

2
43

)(2)(22 αλβ

λμα

λαβ

μα

λαβ

μαxx











            (5) 

Έτσι, από τις (4) και (5), προκύπτει ότι 
22

4321 xxxx 



. 

Εξάλλου έχουμε 

μxλy  11 ,    μxλy  22 ,   μxλy  33    και   μxλy  44 . 

 Άρα 

2222
43432121 yy

μ
xx

λμ
xx

λ
yy 










. 

 

4. Η παράλληλη 1ζ  προς την ασύμπτωτο x
α

β
yε :1  από το σημείο ),( 111 yxM  

έχει εξίσωση 

    )( 11 xx
α

β
yy  ,   (1) 

 ενώ η παράλληλη 2ζ  προς την 

ασύμπτωτο x
α

β
yε :2  από το σημείο 

),( 111 yxM  έχει εξίσωση 

       )( 11 xx
α

β
yy  .   (2) 

y

 x
 ε1

 ζ1

 ζ2

 ε2
 O

 M2

 M3

 M1(x1,y1)
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 Έστω 2M  είναι το σημείο τομής της 1ζ  με την 2ε  και 3M  το σημείο τομής 

της 2ζ  με την 1ε . Τότε 

 
|),det(|)(2)( 2121312 OMOMMOMMMOM              (3) 

 Για να προσδιορίσουμε τις συντεταγμένες του 2M  λύνουμε το σύστημα των 

x
α

β
yε :2    και )(: 111 xx

α

β
yyζ   

Η δεύτερη εξίσωση, λόγω της πρώτης, γράφεται 

1111 xβxβyαxβx
α

β
x

α

β
yx

α

β
  

               112 yαxβxβ   

               
β

yαxβ
x

2
11 . 

 Έτσι, από την πρώτη εξίσωση βρίσκουμε ότι 
α

yαxβ
y

2
11 . Επομένως, οι 

συντεταγμένες του 2M  είναι 

β

yαxβ
x

2
11

2


    και   
α

xβyα
y

2
11

2


 . 

 Άρα, λόγω της (3), έχουμε: 

   |
22

|||)( 1111

11

22

11
312

α

xβyα

β

yαxβ
yx

yx

yx
MMOM   

               
β

yαyxβ

α

xβyxα

22

2
111

2
111 



  

               
αβ

yαyxαβxβyxαβ

2

2
1

2
11

2
1

2
11 

  

               
αβ

xβyα

2

2
1

22
1

2 
  

               
αβ

βα

2

22
 ,        γιατί το 1

2

2
1

2

2
1 

β

y

α

x
 

               αβ
2

1
 . 

 Άρα, το εμβαδόν του παραλληλόγραμμου 312 MMOM  είναι σταθερό. 
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5. α΄ τρόπος: Αν ΚΛΜΝ είναι το 
οθρογώνιο βάσης της υπερβολής, 
τότε αOA )(  και )(OK . 

Επομένως, αν 


AOKφ , τότε 

          
εγ

α

OK

OA
φ

1

)(

)(
συν       (1) 

 Άρα 

         2συνσυν 


KO  

           1συν2 2  φ  

           
2

2

22

2
1

2
1

1
2

ε

ε

εε


 . 

 β΄ τρόπος: Οι ασύμπτωτες x
α

β
yε :1  και x

α

β
yε :2  είναι παράλληλες 

προς τα διανύσματα ),(1  


 και ),(2  


 αντιστοίχως. Επομένως, το 

συνημίτονο μιας από τις γωνίες των ασυμπτώτων είναι ίσο με το συνημίτονο 

της γωνίας φ των διανυσμάτων 21 , 


, δηλαδή ίσο με 

22

22

2222

22

21

21

||||
συν

βα

βα

βαβα

βα

δδ

δδ
φ












 



 

             
2

2

2

2

2

22

2

222 2
2

2)(

ε

ε

α

γ

α

γ

γ

γα

γ

αγα 
























 . 

 

6.  

C1

C2

 x

y

Ο
Α1(α,0) Α2(ρα,0)Ά1 Ά2

 

 
Οι συντεταγμένες των 1A  και 2A  είναι )0,(  και )0,( αντιστοίχως 

 
y

a
x



y
a

x 


Ο

φ A
A΄

 Λ B΄ M

 K B N

 x

y
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   Για να δείξουμε ότι από το 2A δεν άγονται εφαπτομένες στη 1C , αρκεί να 

δείξουμε ότι καμιά από τις εφαπτόμενες της 1C  δεν διέρχεται από το 2A . Αν 

),( 111 yxM  είναι ένα σημείο της 1C , τότε η εφαπτομένη της 1C  στο 1M  θα 

έχει εξίσωση 

     1
2
1

2
1 

β

yy

α

xx
              (1) 

Για να δείξουμε ότι η (1) δεν διέρχεται από το )0,(2 A , αρκεί να δείξουμε 

ότι 

1
0

2
1

2
1 

β

y

α

xρα
   ή, ισοδύναμα,    1x . 

 Πράγματι, είναι || 1x , οπότε  || 1x  και άρα  1x . Επομένως, 

από το 2A  δεν διέρχεται καμιά εφαπτομένη της υπερβολής 1C . 

   Για να δείξουμε ότι από το 1A άγεται εφαπτομένη στη 2C , αρκεί να 

βρούμε σημείο ),( 222 yxM  της 2C  στο οποίο η εφαπτομένη της 2C  να 

διέρχεται από το 1A . Η εφαπτομένη της 2C  στο ),( 222 yxM  έχει εξίσωση 

 2
2
2

2
2 ρ

β

yy

α

xx
               (2) 

Για να περνάει η εφαπτομένη (2) από το )0,(1 A , αρκεί να ισχύει 

      2
2
2

2
2 0

ρ
β

y

α

xα
    ή, ισοδύναμα,   αρx 2

2  .            (3) 

 Όμως, 2
2

2
2

2

2
2 ρ

β

y

α

x
 . Επομένως, λόγω της (3), έχουμε 

222
2

242
2

2
2

2

24

βρyβρρ
β

y

α

αρ
  

                   )1( 2222
2  ρβρy  

            12
2  ρρβy . 

 Άρα 

)1,(),( 22
22  ρρβαρyx    ή   )1,(),( 22

22  ρρβαρyx          (4) 
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 και επομένως από το σημείο )0,(aA  άγονται προς την 2C  δύο εφαπτόμενες 

με εξίσώσεις 

2
2

2

2

2 1
ρ

β

ρρβy

α

αρx



    και   2

2

2

2

2 1
ρ

β

ρρβy

α

αρx



  

 αντιστοίχως, οι οποίες παίρνουν τη μορφή: 

αβρyραρxβρ 222 1     και   αβρyραρxβρ 222 1  . 

 
 

3.5   Η  ΕΞΙΣΩΣΗ  022  EΔyxByAx   

 
 

Α΄  ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. (i) Είναι: 

)1(42)1(8088 222  xyxyxy  

 οπότε, αν θέσουμε 1 xX  και yY  , έχουμε 

 XY 422  . 

 Άρα, η εξίσωση παριστάνει παραβολή με κορυφή το σημείο )0,1(O . Η εστία 

Ε της παραβολής έχει ως προς το σύστημα XYO  συντεταγμένες 
)0,2(),( YX , οπότε ως προς το σύστημα Oxy  θα έχει συντεταγμένες 

)0,3(),( yx . 

 (ii) Είναι: 

 yxyxxyxx 82)2(164404164 222   

 οπότε, αν θέσουμε 2 xX  και yY  , έχουμε 

YX 822  . 

 Άρα, η εξίσωση παριστάνει παραβολή με κορυφή το σημείο )0,2(O  και 

εστία το σημείο )4,2(E . 
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 (iii) Είναι: 

)4(42)2(3284402884 222  xyxyyxyy  

 οπότε, αν θέσουμε 4 xX  και 2 yY , έχουμε 

XY )4(22  . 

 Άρα, η εξίσωση παριστάνει παραβολή με κορυφή το σημείο )2,4( O  και 

εστία το σημείο )2,2( E . 

 (iv) Είναι 

 )4)(3(2)4(2461680868 222  yxyxxyxx  

 οπότε, αν θέσουμε 4 xX  και 4 yY , έχουμε 

 YX )3(22  . 

 Άρα, η εξίσωση παριστάνει παραβολή με κορυφή το σημείο )4,4(O  και 

εστία το σημείο 







2

5
,4E . 

 

2. (i) Η εξίσωση γράφεται διαδοχικά 

      018936259 22  xyx  

                18925)4(9 22  yxx  

           22525)44(9 22  yxx  

                   22525)2(9 22  yx  

          1
925

)2( 22


 yx

 

 οπότε, αν θέσουμε 2 xX  και yY  , η εξίσωση παίρνει τη μορφή 

1
35 2

2

2

2


YX

. 

 Άρα, η εξίσωση παριστάνει έλλειψη με κέντρο το σημείο )0,2(O  και άξονες 

συμμετρίας τις ευθείες 2x  και 0y . Ως προς το σύστημα XYO  οι 
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κορυφές AA ,  έχουν συντεταγμένες )0,5(),( YX  και )0,5(),( YX  

αντιστοίχως, ενώ οι εστίες EE ,  έχουν συντεταγμένες )0,4(),( YX  και 

)0,4(),( YX  αντιστοίχως. Επομένως, ως προς το σύστημα Oxy  οι κορυφές 

AA ,  έχουν συντεταγμένες )0,3(  και )0,7(  αντιστοίχως, ενώ οι εστίες 

EE ,  έχουν συντεταγμένες )0,2(  και )0,6(  αντιστοίχως. 

 (ii) Η εξίσωση γράφεται διαδοχικά 

  0164 22  yxx   

     416)44( 22  yxx   

           416)2( 22  yx   

              1

4

14

)2( 22


 yx

  

 οπότε, αν θέσουμε 2 xX  και yY  , η εξίσωση παίρνει τη μορφή 

1

2

12 2

2

2

2












YX

. 

 Άρα, η εξίσωση παριστάνει έλλειψη με κέντρο το σημείο )0,2(O , κορυφές 

τα σημεία )0,4(A  και )0,0(A  και εστίες τα σημεία 









 0,

2

15
2E  και 











 0,

2

15
2E . 

 (iii) Η εξίσωση γράφεται διαδοχικά 

     064363294 22  yxyx  

           64)4(9)8(4 22  yyxx  

       366464)422(9)1642(4 22  yyxx  

               36)2(9)4(4 22  yx  

                  1
4

)2(

9

)4( 22





 yx
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 οπότε, αν θέσουμε 4 xX  και 2 yY , η εξίσωση παίρνει τη μορφή 

 1
23 2

2

2

2


YX

. 

 Άρα, η εξίσωση παριστάνει έλλειψη με κέντρο το σημείο )2,4(O , κορυφές 

τα σημεία )2,1(A , )2,7(A  και εστίες τα σημεία )2,54( E , )2,54( E . 

 (iv) Η εξίσωση γράφεται διαδοχικά 

   0473254169 22  yxyx  

         47)2(16)6(9 22  yyxx  

           168147)12(16)932(9 22  yyxx  

                144)1(16)3(9 22  yx  

     1
9

)1(

16

)3( 22





 yx

 

 οπότε, αν θέσουμε 3 xX  και 1 yY , η εξίσωση παίρνει τη μορφή 

 1
34 2

2

2

2


YX

. 

 Άρα, η εξίσωση παριστάνει έλλειψη με κέντρο το σημείο )1,3(O , κορυφές 

τα σημεία )1,7(A , )1,1(A  και εστίες τα σημεία )1,73( E , 

)1,73( E . 

 

3. (i) Η εξίσωση γράφεται διαδοχικά: 

0643284421 22  yxyx  

         64)8(4)4(21 22  yyxx  

    648464)1642(4)422(21 22  yyxx  

              84)4(4)2(21 22  yx  

                  1
21

)4(

4

)2( 22





 yx
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 οπότε, αν θέσουμε 2 xX  και 4 yY , παίρνει τη μορφή 

1
)21(2 2

2

2

2


YX

. 

 Άρα, η εξίσωση παριστάνει υπερβολή με κέντρο το σημείο )4,2( O . Ως 

προς το σύστημα XYO  οι κορυφές A , Α έχουν συντεταγμένες 
)4,0(),( YX  και )4,4(),( YX  αντιστοίχως, ενώ οι εστίες EE ,  έχουν 

συντεταγμένες )0,5(),( YX  και )0,5(),( YX  αντιστοίχως. Επομένως, ως 

προς το σύστημα Oxy  οι κορυφές έχουν συντεταγμένες )4,3(   και )4,7(   

αντιστοίχως. 

 (ii) Η εξίσωση γράφεται διαδοχικά 

   016832 22  xyxy  

      1)2(3)4(2 22  xxyy  

       381)12(3)422(2 22  xxyy  

           6)1(3)2(2 22  xy  

             1
2

)1(

3

)2( 22





 xy

 

 οπότε, αν θέσουμε 1 xX  και 2 yY , παίρνει τη μορφή 

1
)2()3( 2

2

2

2


XY

. 

 Άρα, η εξίσωση παριστάνει υπερβολή με κέντρο το σημείο )2,1(O , κορυφές 

τα σημεία )32,1( A , )32,1( A  και εστίες τα σημεία )52,1( E  και 

)52,1( E . 

 

4. Η ευθεία 2 xy  εφάπτεται της παραβολής 22  xxy  , αν και μόνο αν 

το σύστημα 










2

2
2 xxy

xy


 έχει διπλή λύση. Είναι όμως: 
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04)1(

2

22

2

2

2
222 xx

xy

xxx

xy

xxy

xy


          

)2(

)1(
 

 Επομένως, το σύστημα έχει διπλή λύση, αν και μόνο αν η εξίσωση (2) έχει 
διπλή ρίζα που συμβαίνει, αν και μόνο αν Δ=0. Έχουμε λοιπόν 

41    ή    4104)1(0 22    

            5    ή         3   . 

 

5. Η μοναδική κατακόρυφη εφαπτομένη της παραβολής x4y 2   είναι ο άξονας 

yy  . Ο άξονας, όμως, yy  δεν εφάπτεται του κύκλου 
2

122  yx . 

Επομένως, αν υπάρχει κοινή εφαπτομένη, ε, του κύκλου και της παραβολής, 
αυτή θα έχει εξίσωση της μορφής 

     βxλyε :    (1) 

 Η ε εφάπτεται του κύκλου 
2

122  yx , αν και μόνο αν η απόστασή της από 

το κέντρο )0,0(O  του κύκλου είναι ίση με την ακτίνα του, δηλαδή, αν και 

μόνο αν ισχύει 

   
2

1

1

||
2


λ

β
   ή, ισοδύναμα,   12 22  .             (2) 

 Η ε εφάπτεται της παραβολής xy 42  , αν και μόνο αν το σύστημα 











xy

βxλy

42
 έχει διπλή λύση. Είναι όμως: 

       
































0)2(24)(4 22222 βxλβxλ

βxλy

xβxλ

βxλy

xy

βxλy
          (3) 

 Επομένως, το σύστημα έχει διπλή λύση, αν και μόνο αν η (3) έχει διπλή λύση 
που συμβαίνει, αν και μόνο αν 

0λ    και   0  

 Έχουμε λοιπόν 

     


























044

0

04)2(4

0

0

0
222 λβ

λ

βλλβ

λλ

 
 1
             (4) 

 Έτσι, λόγω των (2) και (4), έχουμε 
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λ
β

λλ

λ
β

λ
λ

λ
β

λβ

1

02

1

1
2

1

12 242
2

22

 

            



























1

1
     ή     

1

1
1

12

β

λ

β

λ

λ
β

λ
. 

 Άρα, υπάρχουν δύο κοινές εφαπτομένες του κύκλου και της παραβολής, οι 
ευθείες: 

1 xy    και   1 xy . 

 
 

ΓΕΝΙΚΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ  3ου  ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 

 
 
1. (i) Η (1) γράφεται διαδοχικά: 

 1)2( 22  yxx   

     1)2( 2222   yxx  

                     2222 )1()(   yx  

 Άρα η (1) παριστάνει κύκλο με 
κέντρο )0,(K  και ακτίνα 

12   . 

 (ii) Θα θεωρήσουμε δύο από τους παραπάνω κύκλους και αφού βρούμε τα 
κοινά τους σημεία θα αποδείξουμε ότι κάθε άλλος κύκλος που ορίζεται από 
την εξίσωση (1) διέρχεται από τα σημεία αυτά. Για λ=0, λ=1 έχουμε τους 
κύκλους: 

       01: 22
0  yxC    και   012: 22

1  xyxC             (2) 

 αντιστοίχως. Τα σημεία τομής των κύκλων αυτών είναι οι λύσεις του 
συστήματος των εξισώσεων (2). Λύνουμε το σύστημα αυτό ως εξής: 





















02

1

012

01 22

22

22

x

yx

xyx

yx











0

12

x

y
















1

0
      ή       

1

0

y

x

y

x
 

y

 x

 A(0,1)

 B(0,-1)

 K(λ,0)
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 Άρα, οι κύκλοι 0C  και 1C  τέμνονται στα σημεία )1,0(A  και )1,0( B . Από 

τα σημεία αυτά διέρχονται όλοι οι κύκλοι που ορίζονται από την εξίσωση (1), 
αφού οι συντεταγμένες των Α και Β επαληθεύουν την (1) για κάθε R . 
Πράγματι 

 010210 22      και   0102)1(0 22   . 

 Η εξίσωση της κοινής χορδής είναι η 0x . 
 

2. (i) Ο κύκλος 1: 22
1  yxC  έχει κέντρο το )0,0(1K  και ακτίνα 11  , ενώ 

το κύκλος 222
2 2)2(:  yxC  έχει κέντρο το )0,2(2K  και ακτίνα 22  . 

Επομένως, αν ε είναι η ευθεία με εξίσωση βxλy  , τότε θα έχουμε 

και    

1

|2|

1

|02|
),(

1

||

1

|00|
),(

22
2

22
1





































Kd

Kd

            (1) 

(ii) Για να εφάπτεται η ε και στους δύο κύκλους πρέπει να αρκεί 

11 ),(  Kd    και   22 ),(  Kd  

Όμως: 

        







































12|2|

1||

2
1

|2|

1
1

||

),(

),(

2

2

2

2)1(

22

11

λβλ

λβ

λ

βλ
λ

β

ρεKd

ρεKd
  

      



















ββλββλ

λβ

ββλ

λβ
22    ή    22

1

|2||2|

1||
222

 

       












3

2
     ή     2

122

λ
βλβ

λβ
 

       

























3

2

(αδύνατη)    1
9

4

     ή     
2
3

1 2
2

2

λ
β

λ
λ

λβ

λ
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3

32

3

3

     ή     

3

32

3

3

β

λ

β

λ
. 

Άρα, υπάρχουν δύο κοινές εφαπτόμενες των κύκλων 1C  και 2C  οι: 

3

32

3

3
:1  xy    και   

3

32

3

3
:2  xy . 

(iii) Οι ευθείες 21 ,   είναι συμμετρικές ως προς τον άξονα xx . Άρα 

τέμνονται πάνω στον xx  και, επειδή η 1  σχηματίζει με τον άξονα xx  

γωνία 030  (αφού 0
1 30εφ

3

3
 ), οι ευθείες 21 ,   σχηματίζουν γωνία 

060 . 
 

3. (i) Οι συντεταγμένες ),( 11 yx  και ),( 22 yx  των σημείων Α και Β είναι οι 

λύσεις του συστήματος 










xy

βxλy

42
. Η δεύτερη εξίσωση του συστήματος, 

λόγω της πρώτης, γράφεται 

xβxλβxλxβxλ 424)( 2222   

     0)2(2 222  βxλβxλ             (1) 

 Η εξίσωση αυτή είναι δευτεροβάθμια και έχει λύση, αν και μόνο αν 0 , 
δηλαδή, αν και μόνο αν 

      1λβ               (2) 

 Στην περίπτωση αυτή το μέσο Μ θα έχει συντεταγμένες 





2

21 xx
x

2

2

λ

λβ
             (3) 

και 










 β
λ

λβ
β

xx
λ

yy 2

22
2121y

λ

2
            (4) 

 (ii) α) Αν λ=1, λόγω των σχέσεων (2), (3) και (4), το σημείο Μ έχει 
συντεταγμένες 

 







2

1με,2

y

ββx
. 
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 Άρα, όταν το β μεταβάλλεται, τότε το Μ διαγράφει την ημιευθεία 

,1    με    ,2:0  xytM  

όπου 0M  το σημείο με συντεταγμένες (1,2) (Σχ. α). 

β) Αν β=0, λόγω των σχέσεων (3) και (4), το σημείο Μ έχει συντεταγμένες: 

*
2

,
2

2

R













λ

λ
y

λ
x

,    οπότε    














0,
2

2
2

y
y

λ

λ
x

    και άρα    








0

22

y

xy
. 

Επομένως, όταν το λ μεταβάλλεται, τότε το σημείο Μ διαγράφει την 

παραβολή xy 22   με εξαίρεση το σημείο Ο(0,0) (Σχ. β). 

 

 O

  M0(1,2)

 y2=4x
 (α)

 t

 y=2, x1

 x

 y

        

 O

y

 x

 (β)

 y2=2x

 y2=4x

 
 
 
4. Η ευθεία ζ, που διέρχεται από το σημείο )2,0( β  και έχει συντελεστή 

διεύθυνσης λ, έχει εξίσωση 

 βxλy 2 . 

 Επομένως τα σημεία MM ,  
έχουν συντεταγμένες 

 )2,( βλαα    και  )2,( βλαα  , 

 που είναι οι λύσεις των 
συστημάτων 

y

 x

Μ΄

 Μ

 Σ(0,2β)

 B(0,β)

 B΄(0,-β)

 ζ: y=λx+2β

 ε: x=α ε΄: x=-α

A (́-a,0)
 O

 A(a,0)
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αx

βxλy 2
   και   







αx

βxλy 2
 

 αντιστοίχως. Επομένως 

 (i) Ο κύκλος με διάμετρο MM   έχει κέντρο το )2,0(   και ακτίνα 

1)()( 222  λαλααρ  . Άρα έχει εξίσωση: 

          )1()2( 2222  λαβyx              (1) 

 (ii) Για να διέρχεται ο κύκλος αυτός από τις εστίες της έλλειψης αρκεί οι 
συντεταγμένες τους να τον επαληθεύουν. Αρκεί, δηλαδή, 

          )1()20( 2222  λαβγ              (2) 

 Όμως 

         22222 4)2( αλαβγ   

              22222 4βαγλα   

              2222 4ββλα   

              222 3βλα   

              3
α

β
λ   

 Επομένως ο κύκλος διέρχεται από τις εστίες, αν και μόνο αν 3
α

β
λ  . 

5. Για την έλλειψη 1
45 2

2

2

2


yx

 είναι α=5 και β=4. Επομένως γ=3, οπότε οι 

εστίες της έλλειψης είναι τα σημεία )0,3(E  και )0,3(E . Άρα, αν 

1
2

2

2

2


β

y

α

x
 είναι η εξίσωση της ζητούμενης υπερβολής, τότε θα ισχύει 

     93222  βα .              (1) 

 Για να εφάπτεται η υπερβολή της ευθείας 1 xy  αρκεί το σύστημα 

     












1

1

2

2

2

2

β

y

α

x

xy
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 να έχει διπλή λύση. Η δεύτερη εξίσωση του συστήματος, λόγω της πρώτης, 
γράφεται 

 222222
2

2

2

2

)1(
)1(

βαxαxβ
β

x

α

x



  

                0)1(2)( 222222  βαxαxαβ            (2) 

 Επομένως, αρκεί η εξίσωση (2) να είναι δευτεροβάθμια με διακρίνουσα Δ=0, 
δηλαδή αρκεί 

 022 αβ    και   0))(1(44 22224  αββαα  

 ή, ισοδύναμα, 

   αβ   (2)   και   0))(1( 2222  αββα    (3) 

 Όμως 

 00))(1( 2222422222  αβαββααββα  

          01 22  αβ  

          122  βα  

 Έτσι, έχουμε 

 
























4

5
οπότε,1

9

2

2
22

22

β

α

βα

βα

βα

  

 Άρα, η υπερβολή έχει εξίσωση 

 1
45

22


yx

 

  

6. Έστω ω το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας. 
Τότε, κατά τη χρονική στιγμή t το 

διάνυσμα 


1 , θα έχει διαγράψει γωνία 

tωφ , ενώ το διάνυσμα 


1B , θα έχει 

διαγράψει γωνία tωφ  . Επομένως, 

κατά τη χρονική στιγμή t το διάνυσμα 


1  θα έχει πάρει τη θέση 

 y

 x

 A1(4,0) B1(1,0)

 B(συν(-ωt),ημ(-ωt))

A(4συνωt,4ημωt)

 O  -φ

 φ
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)ημ4,συν4()ημ4,συν4( tωtωφφOA  , 

 ενώ το 


1OB , θα έχει πάρει τη θέση 

 


)ημ,συν())ημ(-),συν(-( tωtωφφOB  . 

 Έτσι, για τη συνισταμένη 


OM  των 

OA  και 


OB  θα ισχύει 

 
  

)ημ,συν()ημ4,συν4( tωtωtωtωOBOAOM   

            )ημ3,συν5( tωtω . 

 Άρα, το Μ θα διαγράψει την έλλειψη 1
35 2

2

2

2


yx

. 

 

7. (i) Αν )2,( αα  και )2,( ββ  , 0,  , είναι οι 

συντεταγμένες των 1M  και 2M  αντιστοίχως και 

),( yx  οι συντεταγμένες του μέσου Μ, τότε θα 

ισχύουν 

xβα 2    και   yβα  , 

 οπότε θα έχουμε 

    
2

2 yx
α


    και   

2

2 yx
β


 .             (1) 

 

 (ii) Το εμβαδόν του τριγώνου 21MOM  δίνεται από τον τύπο 

 
 

|),det(|
2

1
)( 2121 OMOMMOM   

        αβ
ββ

αα
2|

2

2
|

2

1



 . 

 Επομένως 

 1
2

2

2

2
12)( 21 







yxyx
αβMOM 1

21
44

2

2

2

2
22 

yx
yx ,   (2) 

 που παριστάνει υπερβολή. Όμως 0,  , οπότε 0x . Άρα το σημείο 

),( yxM  ανήκει στο δεξιό κλάδο της υπερβολής (2). 

y

 x

 y=-2x

y=2x

 M(x,y)

 M2(β,-2β)

 M1(a,2a)

 O
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8. Οι εξισώσεις των εφαπτομένων 1ε  

και 2ε  των 1C  και 2C  στα σημεία 

1  και 2  είναι: 

1:
2
1

2
1

1 
β

yy

α

xx
ε              (1) 

 και 

     1: 2
2

2
2

2  yyβxxαε           (2) 

αντιστοίχως. Επομένως οι 
συντελεστές διεύθυνσης 1λ  και 2λ  των 1ε  και 2ε  είναι ίσοι με 

1
2

1
2

1
yα

xβ
λ     και   

2
2

2
2

2
yβ

xα
λ  , 

 οπότε θα ισχύει 

 
θxθxθ

xx

yy

xx
λλ

2
21

21

21

21
21

εφ

1

)εφ()εφ(



  

 αφού 11 )εφ( xθy    και  22 )εφ( xθy  . 

 
9. (i) Η διχοτόμος xy , 0x  της 

γωνίας 


xOy  τέμνει την έλλειψη 

στο σημείο ),( 111 xxM  με 

22
1

βα

αβ
x


 . 

 Επομένως, η εφαπτομένη 1  της 

έλλειψης στο σημείο ),( 111 xxM  

έχει εξίσωση 

 1
2
1

2
1 

β

yx

α

xx
 

 και άρα συντελεστή διεύθυνσης  
2

2

1
α

β
λ  . Επειδή 

2

1
1 λ , έχουμε 

              22
2

2

1 2
2

1

2

1
βα

α

β
λ    

y

 x

 y=(εφθ)x

 θ

 Γ1

 Γ2
 C2

 C1

 O

 

 y

 x

 y=λx

 y=x

 M1(x1,x1)

 M(t,λt)

 O
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             22222 2)(2    

             
2

2

2

2

2

1
2







 ε

α

γ

α

γ
  

 (ii) Αν ),( tt   είναι οι συντεταγμένες του Μ, τότε η εφαπτομένη της έλλειψης 

στο σημείο αυτό έχει εξίσωση 

 1
22


β

tλy

α

xt
 

 και άρα έχει συντελεστή διεύθυνσης 
2

2

λα

β
μ  . Όμως 222 γαβ  . 

Επομένως, 

 
λλ

ε
λα

γ

λλα

αγ
μ

2

1
1

2

21
)1(

1
1

1
2

2
2

2

22

















































 , 

οπότε 
2

1
λμ . 

 

10. (i) Έστω Μ το κέντρο και r η 
ακτίνα ενός από τους παραπάνω 
κύκλους C. Τότε θα έχουμε: 

      rRKMd ),(            (1) 

 και 

     rεMd ),( . 

 Επομένως, θα ισχύει 

 RεMdKMd  ),(),( . 

 Αν, τώρα, στο ημιεπίπεδο, ως προς 
ε, που δεν ανήκει το Κ φέρουμε ευθεία δ παράλληλη προς την ε και σε 
απόσταση R μονάδων, τότε θα ισχύει 

 ),(),(
)1(

KMdrRδMd  . 

 Άρα, το κέντρο Μ του κύκλου C θα ανήκει στην παραβολή που έχει εστία το 
Κ και διευθετούσα τη δ. 

 

 
 M3  M1  M

 M2

 R

 R

 C1

 C

ε δ

 r
 r

 R

 Κ
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 (ii) Έστω Μ το κέντρο και r η ακτίνα ενός 
από τους παραπάνω κύκλους C. Τότε θα 
έχουμε: 

      rRKMd  11 ),(  

 και 

     rRKMd  22 ),( . 

 Επομένως, θα ισχύει 

 2121 ),(),( RRKMdKMd     (σταθερό). 

 Άρα, το κέντρο Μ του κύκλου C θα ανήκει στην έλλειψη με εστίες τα σημεία 

1K  και 2K  και σταθερό άθροισμα 212 RR  . 

 (iii) Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι 21 RR  . Έστω Μ το 

κέντρο και r η ακτίνα ενός από τους παραπάνω κύκλους C. Τότε θα έχουμε: 

  rRKMd  11),(  

και 

 rRKMd  22 ),(  

 οπότε 

 0),(),( 2121  RRKMdKMd    

(σταθερό). 

 Άρα, το κέντρο Μ του κύκλου C θα 
ανήκει στο δεξιό κλάδο της υπερβολής με 
εστίες τα σημεία 1KE   και 2KE  και 

σταθερή διαφορά 02 21  RR . 

 

11. (i) Η εξίσωση της εφαπτομένης ε της έλλειψης 1
2

2

2

2



yx

 στο σημείο με 

συντεταγμένες )ημ,συν(),( 11 φβφαyx  είναι η 

    0)ημ()συν(1
ημσυν

22
 αβyφαxφβ

β

φβy

α

φαx
            (1) 

 (ii) Λόγω της (1) έχουμε: 

 
φαφβ

αβφβγ

φαφβ

αβφβγ
εEdεEd

22222222 ημσυν

|συν|

ημσυν

|συν|
),(),(









  

 C1

 r

 K2 K1

M1

 r

 M2

 M

 

 M2

 R2

 M

 r r

 R1

 M1

 K2 K1
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φαφβ

φγββα
2222

22222

ημσυν

|συν|




  

     
φαφγα

φγαβ
22222

2222

ημσυν)(

|συν|




  

     
φγφφα

φγα
β

22222

222
2

συν)ημσυν(

|συν|




  

     
φγα

φγα
β

222

222
2

συν

|συν|




  

     2 . 

 (iii) Η εφαπτομένη (1) τέμνει τους άξονες xx  και yy   στα σημεία 









0,

συνφ

α
A  και 








φ

β

ημ
,0 , εφόσον βέβαια είναι 0ημ φ  και 0συν φ , που 

συμβαίνει όταν το Μ δεν συμπίπτει με μια από τις κορυφές BBAA  ,,,  της 

έλλειψης. Το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ είναι ίσο με 

 
|2ημ|ημσυν2

1
))((

2

1
)(

φ

αβ

φ

β

φ

α
OBOAOAB  . 

 Επομένως, το εμβαδόν ελαχιστοποιείται, αν και μόνο αν 1|2ημ| φ  που 

συμβαίνει, αν και μόνο αν 
2

22
π

κπφ  , Zκ , ή, ισοδύναμα, 

Z κ
π

κπκ ,
4

. 
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