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ΠΕΡΙΦ/ΚΗ Δ/ΝΣΗ Α/ΘΜΙΑΣ & Β/ΘΜΙΑΣ 

ΕΚΠ/ΣΗΣ ΘΕΣΣΑΛΙΑΣ 
ΔΙΕΥΘΥΝΣΗ Β/ΘΜΙΑΣ ΕΚΠ/ΣΗΣ ΜΑΓΝΗΣΙΑΣ  

 
1ο ΛΥΚΕΙΟ ΝΕΑΣ ΙΩΝΙΑΣ    

 

 

MAΘΗΜΑ  2ο 

 

MONOTONEΣ 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

 

ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ  

 

Το 

 

 ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ  
 

 

περιλαμβάνει 

 

ΒΑΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ME ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 

 

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΠΡΟΣ ΑΝΑΠΤΥΞΗ 
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ΒΑΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ - ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΕΣ 
 
 

Μονοτονία Συνάρτησης 
 
 

Μια συνάρτηση f λέγεται γνησίως αύξουσα σε ένα διάστημα Δ του 

πεδίου ορισμού της, όταν για οποιαδήποτε x1, x2 Δ με x1 < x2 ισχύει η 
παρακάτω ισοδυναμία: 

x1 < x2      f(x1) < f(x2) 
 

 
 

Μια συνάρτηση f λέγεται γνησίως φθίνουσα σε ένα διάστημα Δ του 

πεδίου ορισμού της, όταν για οποιαδήποτε x1, x2 Δ με x1 < x2 ισχύει η 
παρακάτω ισοδυναμία: 

x1 < x2      f(x1) > f(x2) 
 

 
● Συμβολικά για τη γνησίως αύξουσα γράφουμε f 


. Αντίστοιχα για τη 

γνησίως φθίνουσα γράφουμε f 


 . 

● Κάθε συνάρτηση που είναι είτε γνησίως αύξουσα, είτε γνησίως 
φθίνουσα σε ένα διάστημα Δ του πεδίου ορισμού της, τότε λέμε ότι η f 
είναι γνησίως μονότονη στο Δ. 

● Αντίστοιχα, εκφράζονται και οι ορισμοί της (απλής) αύξουσας ή 
φθίνουσας, με τη διαφορά να ισχύουν αντίστοιχα: 

 x1 < x2      f(x1)  f(x2)   και   x1 < x2      f(x1)  f(x2) 
 
 
 Μεθοδολογία 1η - Εύρεση μονοτονίας 
 
   Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης, έστω Α, 

  θεωρούμε δύο τιμές x1, x2 A με x1 < x2 και προσπαθούμε, σε κάθε 
μέλος, να "κατασκευάσουμε" τον τύπο της συνάρτησης f, 
χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες των ανισοτήτων, 

  τελικά, καταλήγουμε σε μια από τις σχέσεις: f(x1) < f(x2) ή    

                f(x1) > f(x2). 
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 Μεθοδολογία 2η - Εύρεση μονοτονίας 
 
 Στην περίπτωση μιας συνάρτησης με κλάδους, βρίσκουμε τη μονοτονία 

ξεχωριστά σε κάθε κλάδο. 

  Αν η μονοτονία διαφέρει τότε η συνάρτηση είναι μονότονη μόνο 
κατά διαστήματα. 

  Αν η μονοτονία είναι ίδια σε κάθε κλάδο, τότε επιλέγω δύο τιμές x1 
και x2 από διαφορετικά διαστήματα και συγκρίνω τις αντίστοιχες 
τιμές f(x1) και f(x2) της συνάρτησης. Αν και πάλι η μονοτονία 
ταυτίζεται με τις επιμέρους, τότε η συνάρτηση είναι γνησίως 
μονότονη σε όλο το πεδίο ορισμού της. 

 
 
 
 Μεθοδολογία 3η - Απόδειξη ανισότητας 
  
 Σε κάποιες ασκήσεις, μας ζητείται να αποδείξουμε μια ανισοτική σχέση 

η οποία βασίζεται στον τύπο ή τις τιμές μιας συνάρτησης, της μορφής 
f(α) < f(β) (ή >). Στις περιπτώσεις αυτές, υπολογίζουμε: 

  τη μονοτονία της συνάρτησης και 

  την ανισοτική σχέση μεταξύ των α, β. 

 Συνεπώς, αναλόγως του τι ζητείται να αποδείξουμε: 

  αν α < β και f 


τότε f(α) < f(β) 

  αν α < β και f 


 τότε f(α) > f(β) 

 
 
 
 
 Μεθοδολογία 4η - Επίλυση ανίσωσης 
 
 Σκεπτόμενοι αντιστρόφως από την προηγούμενη μεθοδολογία, έχουμε 

τη δυνατότητα να λύσουμε μιαν ανίσωση, αν είμαστε σε θέση να τη 
φέρουμε στη μορφή f(A) < f(B) (ή >), οπότε: 

  αν f 


 τότε Α < Β 

  αν f 


 τότε Α > Β 
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 Μεθοδολογία 5η - Επίλυση εξίσωσης 
 
 Αν μια συνάρτηση f είναι γνησίως μονότονη σε ένα διάστημα Δ, τότε η 

εξίσωση f(x) = 0 ή γενικότερα η f(x) = λ (λR) έχει το πολύ μια ρίζα 
στο διάστημα Δ. 

 

Ακρότατα Συνάρτησης 
 
 

Μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού Α θα λέμε ότι παρουσιάζει στο xo  A 
(ολικό) μέγιστο, όταν ισχύει: 

f(x)  f(xo) , για κάθε xA 

Το f(xo) λέγεται μέγιστη τιμή ή (απλούστερα) μέγιστο της συνάρτησης f, 
στο Α. 
 

 
 

Μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού Α θα λέμε ότι παρουσιάζει στο xo  A 
(ολικό) ελάχιστο, όταν ισχύει: 

f(x)  f(xo) , για κάθε xA 

Το f(xo) λέγεται ελάχιστη τιμή ή (απλούστερα) ελάχιστο της συνάρτησης 
f, στο Α. 
 

 
● Όταν μια συνάρτηση f παρουσιάζει μέγιστο ή ελάχιστο σε κάποιο 

σημείο xo ενός διαστήματος Δ, τότε θα λέμε ότι η f παρουσιάζει 
ακρότατο στο σημείο αυτό. 

 
 Μεθοδολογία 6η - Εύρεση ακρότατου 
 
 Συνήθως, "πιανόμαστε" από κάποιο μέρος του τύπου της συνάρτησης, 

για το πρόσημο του οποίου είμαστε βέβαιοι ( 0 ή  0) και στη 
συνέχεια προσπαθούμε να "κατασκευάσουμε" τον τύπο της 
συνάρτησης, με τη βοήθεια των ιδιοτήτων των ανισοτήτων. 

 
 Μεθοδολογία 7η - Εύρεση ακρότατου 
 
 "Ανασκευάζουμε" τον τύπο της συνάρτησης με προσθαφαιρέσεις ή 

διασπάσεις όρων, παραγοντοποιήσεις ή άλλους "έξυπνους" τρόπους, 
προκειμένου να προκύψει μια μορφή, που να οδηγεί σε προφανή 
ανισοτική σχέση. 
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Συνάρτηση 1  1 
 
 

Μια συνάρτηση f: A  R λέγεται συνάρτηση 1  1 (ένα προς ένα), όταν 

για οποιαδήποτε x1, x2 Α με x1  x2 ισχύει: 

x1  x2      f(x1)  f(x2) 
 

 
Ισοδύναμο είναι και το παρακάτω θεώρημα: 
 
 

Μια συνάρτηση f: A  R λέγεται συνάρτηση 1  1 (ένα προς ένα), όταν 

για οποιαδήποτε x1, x2 Α ισχύει η πρόταση: 

αν   f(x1) = f(x2)      x1 = x2 

 

 

● Εξαιτίας του ορισμού της συνάρτησης 1  1, δεν υπάρχουν σημεία της 
γραφικής παράστασης με την ίδια τεταγμένη. Συνεπώς, κάθε 
οριζόντια ευθεία τέμνει τη γραφική παράσταση το πολύ σε ένα 
σημείο. 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ - Συνάρτηση 11 και μονοτονία 
 
 

Αν μια συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη, τότε είναι 11. 
 

 
● Το αντίστροφο δεν ισχύει: μία συνάρτηση 1−1 δεν είναι απαραίτητα 

γνησίως μονότονη. 
 
 

Αντίστροφη Συνάρτησης 
 
 

Έστω μια συνάρτηση f: A  R . Αν η f είναι 11, τότε ορίζεται μια 

συνάρτηση με την οποία κάθε yf(A) αντιστοιχίζεται στο μοναδικό xA για 
το οποίο ισχύει f(x) = y. Η συνάρτηση αυτή λέγεται αντίστροφη 

συνάρτηση της f και συμβολίζεται με f 1 . 
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● Είναι προφανές ότι το πεδίο ορισμού της f 1 είναι το σύνολο τιμών της 
f, δηλαδή το f(A). 

● Αναλόγως, το σύνολο τιμών της f 1 είναι το πεδίο ορισμού της f, 
δηλαδή το A. 

● Ισχύει η ισοδυναμία:   f(x) = y      f 1 (y) = x 

● Επίσης ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις: 

f 1 ( f(x) ) = x , για κάθε xA 

f ( f 1 (y) ) = y , για κάθε yf(A) 
 
Για τις Cf και Cf−1 συμπεραίνουμε εύκολα ότι: 
 
 

Οι γραφικές παραστάσεις C και C΄ των συναρτήσεων f και f 1 είναι 
συμμετρικές ως προς την ευθεία y = x που διχοτομεί τις γωνίες xOy και 
x΄Oy΄. 
 

 
 
 

 Μεθοδολογία 8η - Απόδειξη συνάρτησης 1  1 
 

 Για ν' αποδείξουμε ότι μια συνάρτηση είναι 11, χρησιμοποιούμε 
κυρίως το ισοδύναμο θεώρημα και όχι το αρχικό. Με άλλα λόγια, 
ξεκινάμε από τη σχέση f(x1) = f(x2) και προσπαθούμε, εκτελώντας όσες 
πράξεις είναι δυνατές κι εκμεταλλευόμενοι τις ιδιότητες των ισοτήτων 
και της διαγραφής, να φτάσουμε στη σχέση x1 = x2 . 

 Παρατήρηση: Πιθανότατα, κάποιες φορές, να καταλήγουμε σε δύο 
σχέσεις, μόνο μία εκ των οποίων να είναι η x1 = x2 . Στην περίπτωση 

αυτή η συνάρτηση δεν είναι 11, καθώς θα πρέπει να καταλήγουμε 
αυστηρά σε μία μοναδική ισότητα x1 = x2 . 

 
 
 
 

 Μεθοδολογία 9η - Απόδειξη συνάρτησης 1  1 
 

 Για ν' αποδείξουμε ότι μια συνάρτηση είναι 11, μπορούμε επίσης ν' 
αποδείξουμε ότι είναι γνησίως μονότονη σε όλο το πεδίο ορισμού της, 

άρα σύμφωνα με το αντίστοιχο θεώρημα θα είναι 11. 
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 Μεθοδολογία 10η - Απόδειξη συνάρτησης που δεν είναι 1  1 
 

 Για ν' αποδείξουμε ότι μια συνάρτηση δεν είναι 11, αρκεί να βρούμε 

δύο στοιχεία x1, x2 του πεδίου ορισμού της f με x1  x2 για τα οποία να 
ισχύει τελικά: f(x1) = f(x2). 

 
 
 Μεθοδολογία 11η - Εύρεση αντίστροφης συνάρτησης 
 
 Για να βρούμε την αντίστροφη μιας συνάρτησης f : 

  βρίσκουμε το πεδίο ορισμού της f , 

  εξετάζουμε αν η f είναι 11 , 

  θέτουμε όπου f(x) = y και λύνουμε την εξίσωση ως προς x . 

 Λύνοντας την εξίσωση του τελευταίου βήματος, προσέχουμε να 
προσδιορίζουμε για το y τους απαραίτητους περιορισμούς που, τυχόν, 
προκύπτουν κατά την επίλυση. 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΑΝΑΠΤΥΓΜΑ 

ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ 
 
47. Να εξετάσετε τη μονοτονία των συναρτήσεων: 

 α. f(x) = x55   β. f(x) = 
1e

1e
ln

x

x




 

 γ. f(x) = (x − 1) 3 − 2 δ. f(x) = 3e x4


  

 ε. f(x) = 











2   x,x21

2x   ,3x4
 στ. f(x) = 

2x

3x




 

 

48. Για τις συναρτήσεις f, g : R  R, να δείξετε ότι: 

 α. Αν οι f και g είναι γνήσια αύξουσες στοR , τότε η f og είναι 
γνήσια αύξουσα. 

 β. Αν η f είναι γνήσια αύξουσα και η g γνήσια φθίνουσα, τότε η   

 f o g είναι γνήσια φθίνουσα. 

 γ. Να μελετήσετε τη μονοτονία της f(x) = ln( lnx ) . 

 δ. Αν οι f, g παίρνουν θετικές τιμές, για κάθε x και είναι 

γνησίως αύξουσες στο R, να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 
g

1

f

1
  είναι 

γνησίως φθίνουσα στο R. 
 
49. Δίνονται οι συναρτήσεις f και g με: 

f(x) = e x + x 5 + x 3 + x − 1   και   g(x) = 2 − x − x 3 − lnx 

 α. Να αποδείξετε ότι οι f και g είναι γνησίως μονότονες. 

 β. Να λυθούν οι ανισώσεις f(x) > 0 , g(x) > 0 . 
 

50. Έστω η συνάρτηση f(x) = 1
5

4

5

3
xx


















 . 

 α. Να αποδειχθεί ότι η f είναι γνησίως φθίνουσα. 

 β. Να λυθεί η ανίσωση 3 x + 4 x > 5 x . 
 
51. Να λύσετε τις ανισώσεις: 
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 α. lnx > 1 − x β. e x > 
x1

x1




 

 
52. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 2 x + x . 

 α. Να αποδειχθεί ότι η f είναι γνησίως αύξουσα. 

 β. Να λύσετε την ανίσωση:   6x52x2 x262xx3 2

  . 

 
53. Δίνονται συναρτήσεις f, g με κοινό σύνολο ορισμού το [α, β] , σύνολο 

τιμών το [α, β] και ισχύει ότι g(x) > f(x) ,  x[α, β]. Αν η f είναι γνησίως 

φθίνουσα, τότε να αποδείξετε ότι:   f(g(x)) < g(f(x)) ,  x[α, β]. 
 
 
 
 

54. Έστω συνάρτηση f: A  R . 

 Α. Για κάθε x1, x2 A , με x1  x2 , ορίζουμε ως λ = 
21

21

xx

)x(f)x(f




 . 

Να αποδείξετε ότι: 

  α. η f είναι γνησίως αύξουσα, αν και μόνο αν, λ > 0 . 

  β. η f είναι γνησίως φθίνουσα, αν και μόνο αν, λ < 0 . 

 Β. Αν Α =  και  x1, x2  , με x1  x2 , ισχύει: 

|f(x1) − f(x2)| < 2|x1 − x2| 

  να αποδείξετε ότι η g(x) = f(x) − 2x είναι γνησίως φθίνουσα στο 
 και οτι η h(x) = f(x) + 2x είναι γνησίως αύξουσα στο . 
 

55. Αν f(x) + e f(x) + 1 = x3 για xR, να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως 
αύξουσα. 
 

56. Αν η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα και για κάθε x είναι: 

x
5

)x(f3x2
f 







 
, να αποδείξετε ότι f(x) = x , για κάθε x. 

 

57. Έστω μια συνάρτηση f: (0, +)  R, η οποία έχει την ιδιότητα:     
f(x) − f(y) = f(x/y) , για κάθε x, y > 0. Αν η εξίσωση f(x) = 0 έχει μοναδική 
ρίζα, τότε: 

 α. Να αποδείξετε ότι η f είναι 1−1 . 

 β. Να λύσετε την εξίσωση:   f(x) + f(x 2 + 3) = f(x 2 + 1) + f(x + 1) . 
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 γ. Αν ακόμη είναι f(x) > 0 , για κάθε x > 1 , να αποδείξετε ότι η f 
είναι γνησίως αύξουσα. 
 

ΑΚΡΟΤΑΤΑ 
 
58. Να βρεθούν τα ακρότατα κάθε μιας, απο τις παρακάτω συναρτήσεις: 

 α. f(x) = 3x21   β. f(x) = 4 − |x − 2| 

 γ. f(x) = 4 − (x 3 − 4x) 4 δ. f: [−1, 4)   με f(x) = 2x − 1 

 ε. f(x) = x 2 − 4x + 5 στ. f(x) = 











2   x,1x3

2   x,1x
 

 
 

59. Έστω η συνάρτηση f: R  R και x0A . Αν η f παρουσιάζει στο xo 
ελάχιστο, τότε να αποδειχτεί ότι: 

 α. η −f παρουσιάζει μέγιστο στο x0 . 

 β. αν η f είναι άρτια, τότε παρουσιάζει ελάχιστο και στο −x0 . 

 γ. αν η f είναι περιττή, τότε παρουσιάζει μέγιστο στο −xo . 
 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 1 − 1 
 
60. Να εξεταστεί ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις είναι 1−1: 

 α. f(x) = 2lnx − 3 β. f(x) = 3e x − 1 + 2 

 γ. f(x) = (x − 1)(x − 2)(x − 3)(x − 4) + 2004 

 δ. f(x) = x 9 + x 7 + x 5 + x 3 + x + 2005 
 

61. Αν η συνάρτηση f:    έχει την ιδιότητα: 

(f o f)(x) + 3f(x) − x 2003 = 0 

 για κάθε x, να αποδείξετε ότι η f είναι 1−1 . 
 
62. Να λυθούν οι παρακάτω εξισώσεις: 

 α. e x − 1 + lnx + x = 2 

 β. ημx + εφx − συνx + x + 1 = 0 , x[0, π/2) 

 γ. x 11 + 2x 7 + 3x 5 + 7x = 18 
 

63. Έστω η συνάρτηση f: R  R με την ιδιότητα f(x + y) = f(x) + f(y) , 

για κάθε x, y . Αν f(x) > 0 , για κάθε x > 0 , τότε: 
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 α. να αποδείξετε ότι f(0) = 0 . 

 β. να αποδείξετε ότι η f είναι περιττή. 

 γ. να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα. 

 δ. να λύσετε την εξίσωση: 

f(4x 2 + 2005) + f(4x 2 − 2005) = 2f(8x − 4) 
 

ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 
 
64. Να βρείτε την f −1 αν: 

 α. f(x) = x 3 + 1 β. f(x) = 2 + (x − 3) 2 , x < 3 

 γ. f(x) = 5 + 2x   δ. f(x) = x103log   

 ε. f(x) = 
x3

x3

e3

e3




 στ. f(x) = 

4x

3x2




 

 
65. Να βρείτε την f −1 αν: 

 α. f(x) = 
x4

x
ln


 β. f(x) = 

x1

x
log


 

 γ. f(x) = ln(2 + ex) − x δ. f(x) = x 3 + 3x 2 + 3x + 2 

 ε. f(x) = 











0   x,x9

0   x,1x

2
 στ. f(x) = 

|x|1

x


 

 
66. Να βρείτε τα κοινά σημεία των Cf και 1f

C   αν: 

 α. f(x) = x1  , x[−1, 0] β. f(x) = 1x   
 
67. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x 3 + x + 2 . 

 α. Να αποδείξετε ότι αντιστρέφεται. 

 β. Να λύσετε τις εξισώσεις f(x) = 12 , f−1 (x) = −2 . 

 γ. Να βρείτε τα κοινά σημεία της 1f
C   με τους άξονες και την 

ευθεία y = x . 

 δ. Να λυθεί η εξίσωση: (2 − ημ2 x) 3 = ημ3 x + ημ2 x + ημx − 2 . 

 ε. Να λυθούν οι ανισώσεις:   f −1 (x) < 3   και   f −1 (x + 1) ≥ x + 5 . 
 
68. Έστω η συνάρτηση f με f(x) = 2x 3 + x − 2 . 
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 α. Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται. 

 β. Να λύσετε την εξίσωση:   f(x) = f −1 (x) . 

 γ. Να λύσετε την ανίσωση:   f −1 (5x + 6) < 1 . 
 
69. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 2 − x − lnx . 

 α. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

 β. Να λύσετε την εξίσωση f(x) = f(1) . 

 γ. Να λύσετε την ανίσωση x + lnx > 1 . 
 

70. Να βρεθεί ο λ, ώστε να υπάρχει η αντίστροφη της συνάρτησης: 

f(x) = 












0   x,8λx

0   x,x4 2

 

 
71. Έστω οι συναρτήσεις f, g για τις οποίες ισχύει: 

2g(x) − 5f(x + 5) = (g o g)(x) , για κάθε x. 

 Να αποδείξετε ότι αν υπάρχει η f −1 τότε υπάρχει και η g −1 . 
 
72. Αν για τις συναρτήσεις f και g, ορισμένες στο R, υπάρχουν οι 
συναρτήσεις (f  g) −1 και (g  f) −1 , να αποδείξετε ότι υπάρχουν επίσης οι g 
−1 και f −1 . 
 

73. Για τη συνάρτηση f: R  R ισχύει ότι f 3 (x) + 3f(x) − x = 0 , για 

κάθε xR. Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε την f −1 . 
 

74. Δίνονται οι συναρτήσεις f, g : R  R με 

(f  f)(x) = x 2 − 5x + 9   και   g(x) = x 2 − xf(x) + 3 ,  x  

 Να αποδείξετε ότι f(3) = 3 και ότι η συνάρτηση g δεν αντιστρέφεται. 
 

75. Να αποδειχτεί ότι δεν αντιστρέφεται η συνάρτηση f, αν ισχύει ότι: 

6f(x2) − f2 (x) ≥ 9 , για κάθε x 
 

ΓΕΝΙΚΕΣ 
 

76. Έστω η συνάρτηση f: R  R, για την οποία ισχύει ότι: 

  
όροι ν

1x2)...)))x(...(f(f(f   
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 να βρείτε το f(1) . 
 

77. Θεωρούμε τις αντιστρέψιμες συναρτήσεις f, g : R  R, για τις 
οποίες είναι f  g = g  f . Να αποδείξετε ότι: 

 α. f  g −1 = g −1  f β. f −1  g = g  f −1 

 γ. f −1  g −1 = g −1  f −1 
 
78. Να αποδείξετε ότι αν μια συνάρτηση είναι περιττή και γνησίως 
αύξουσα στο Αf τότε και η αντίστροφή της είναι περιττή και γνησίως 
αύξουσα στο f(A). 

79. Δίνεται η 1−1 συνάρτηση f: R  (0, ), για την οποία ισχύει ότι:    

f(x + y) = f(x)∙f(y) , για κάθε x, y . Να αποδείξετε ότι: 

f −1 (xy) = f −1 (x) + f −1 (y) , για κάθε x, y f() 
 
80. Δίνεται συνάρτηση f, ορισμένη στο R, για την οποία ισχύει: 

f( f(x)) + x = 0 , για κάθε x. 

 Να αποδείξετε ότι: 

 α. η f είναι 1−1 . 

 β. η f δεν είναι γνησίως μονότονη. 

 γ. η f είναι περιττή. 
 

81. Θεωρούμε τις συναρτήσεις f: Α  R και g: Β R . Να αποδείξετε 

ότι αν Β  f(A) και η g  f είναι 1−1 τότε και η g είναι 1−1 . 
 

82. Να αποδείξετε ότι η Cf της f(x) = 
5x2

2x5




 , έχει άξονα συμμετρίας την 

ευθεία y = x . 
 
83. Αν  οι συναρτήσεις f και g είναι γνησίως αύξουσες σε ένα σύνολο Α, 
να αποδείξετε ότι και η f + g είναι γνησίως αύξουσα στο Α. Στη συνέχεια: 

 α. να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f(x) = logx + x4 είναι γνησίως 
αύξουσα. 

 β. να λύσετε την εξίσωση: 

log(λ2 + 1) − log|5λ − 5| = (5λ − 5)4 − (λ2 + 1)4 
 

84. Η συνάρτηση f: R R  είναι γνησίως μονότονη και η Cf διέρχεται 
από τα σημεία Α (5, 9) και Β (2, 3) τότε: 

 α. να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα. 
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 β. να λύσετε την εξίσωση:   f (3 + f −1 (x2 + 2x)) = 9 . 
 

85. Αν η συνάρτηση f: R  R είναι γνησίως μονότονη και: 

f(x + f(y)) = f(x + y) + 2 , για κάθε x, y  

 τότε να αποδείξετε ότι:   f(x) = x + 2 . 
 
86. Δίνεται η συνάρτηση f , για την οποία ισχύει f( f(x)) = x , για κάθε 

xR. Αν η συνάρτηση g με g(x) = f(x) + x , για κάθε x, είναι συνάρτηση 
1−1, να αποδείξετε ότι: 

 α. η f είναι 1−1 και ότι β. f(x) = x 

 γ. Έστω z, w μιγαδικοί αριθμοί. Αν f(Re(z∙w)) = Re(z)∙Re(w) , να 
αποδείξετε ότι ο z ή ο w είναι πραγματικός αριθμός. 
 
87. Έστω ένα ισοσκελές και οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ), 

εγγεγραμμένο σε κύκλο με ακτίνα 2 και έστω ότι ΓΑ̂Β = θ (σε rad). 

 α. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν Ε του ΑΒΓ, συναρτήσει της θ, 
είναι Ε(θ) = 4(1 + συνθ)∙ημθ , με 0 < θ < π/2 . 

 β. Αν η γωνία θ μεταβάλλεται στο χρόνο, σύμφωνα με τη 

συνάρτηση θ = f(t) = 
4

t

2

π
  , με 0 < t < 2π , τότε να εκφράσετε το εμβαδόν 

Ε σε συνάρτηση με το χρόνο, να βρείτε σε ποια χρονική στιγμή το τρίγωνο 
ΑΒΓ είναι ισόπλευρο, καθώς και το εμβαδόν του, τη στιγμή εκείνη. 
 

88. Α. Αν f γνησίως αύξουσα στο R και xoR, τότε: 

f( f(xo)) = x0  f(xo) = xo 

 B.  Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
3

1x4 3 
 . 

  α. Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε την f −1 . 

  β. Να βρείτε τα κοινά σημεία των Cf και 1f
C  . 

 

89. Αν η συνάρτηση f: R  R έχει την ιδιότητα (f o f)(x) = f(x) + x , για 

κάθε x, να αποδείξετε ότι: 

 α. η f είναι αντιστρέψιμη. 

 β. είναι f(0) = 0 . 

 γ. f −1 (x) = f(x) − x , για κάθε xf(R) . 
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