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1ο ΛΥΚΕΙΟ ΝΕΑΣ ΙΩΝΙΑΣ    

 

MAΘΗΜΑ  2
Ο 

 

H έννοια  

 

της 

 

 παραγώγου. 

 
  

 

Το 

 

 ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ  
 

 

περιλαμβάνει 

 

 ΒΑΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ 

 

 ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ 

 

 ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΠΡΟΣ ΑΝΑΠΤΥΞΗ 

  



 

ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΑΡΙΘΜΟΣ 

H παράγωγος της συνάρτησης f στο xo είναι ένας αριθμός που εκφράζει την μεταβολή του 

y=f(x) σε μια ελάχιστη μεταβολή του x. Δείτε το παρακάτω σχήμα. 
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Το xo αυξάνεται κατά h και γίνεται xo+h. Παρατηρείστε την αύξηση του y σε 

καθεμιά  συνάρτηση. 

Αν αλλάξει το xo αλλάζει και η παράγωγος. (ανάλογα με την συνάρτηση βέβαια). 

Αυτή η μεταβολή του y είναι χρήσιμη σε προβλήματα κίνησης, βιολογίας, οικονομίας 

κ.λ.π. 

f '(xo)= 0 0

h 0

f (x h) f (x )
lim

h

 
 

 

π.χ. Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f(x)=x
2
–2x+3 στο xo=2. 

 

       Με τον ορισμό: 

        Έχουμε:     

        
2

h 0 h 0

f (2 h) f (2) (2 h) 2(2 h) 3
f '(2) lim lim

h 

     
 

3

h 0

4
lim

h 


24h h 4  

2

h 0 h 0

2h

h

2h h h
lim lim

h 





 

(2 h)

h


2

 

       Με τύπους: f '(x)=2x–2  και f '(2)=2. 

 

________________________________________________________________________ 

π.χ. Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f(x)= x  στο xo=1. 

 

      Έχουμε: 
  

 h o h o h o

1 h 1 1 h 1f (1 h) f (1) 1 h 1
f '(1) lim lim lim

h h h 1 h 1  

      
   

 

1

2
. 

Οι παράγωγοι χρησιμεύουν: 

 

α) Για την εύρεση του συντελεστή διεύθυνσης της εφαπτομένης καμπύλης.  

 

β) Για την εύρεση του ρυθμού μεταβολής του y ως προς x.  

 

γ) Για την εύρεση της ταχύτητας ενός κινητού.  

 

δ) Για την μελέτη της μονοτονίας και των ακροτάτων μιας συνάρτησης. 

 

 

Εφαπτομένη καμπύλης. 

 
 

Υπενθυμίσεις: 

 

1. α) Μία ευθεία έχει εξίσωση y=λx+β  Το λ είναι ο συντελεστής διεύθυνσης   

         και ισούται με την εφαπτομένη της γωνίας που σχηματίζει η ευθεία με τον άξονα x′x. 

         Το β είναι η τεταγμένη του σημείου τομής της με τον άξονα y′y. 
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    β) Μία ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων έχει εξίσωση y=λx. 

         Οι ευθείες y=x και y=x είναι οι διχοτόμοι των τεσσάρων γωνιών των αξόνων. 

 

    γ) Δύο ευθείες είναι παράλληλες αν έχουν τον ίδιο συντελεστή διεύθυνσης. 

 

    δ) Δύο ευθείες είναι κάθετες αν οι συντελεστές διεύθυνσης είναι αντιθετοαντίστροφοι   

          λ1·λ2=1. 

 

    ε) Μία ευθεία είναι οριζόντια αν έχει λ=0. 

 

    στ) Μία ευθεία κατακόρυφη δεν έχει συντελεστή διεύθυνσης 

 

    ζ) Μια ευθεία σχηματίζει με τον x′x γωνία 135
ο
 αν λ=εφ135

ο
=1  

 

2. H εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο σημείο Μ(xο,f(xο)) είναι ε: y=f '(xο)x+β. 

 

 

 

Ασκήσεις: 

 
 

1. Να βρείτε την εφαπτομένη των παρακάτω συναρτήσεων στο αντίστοιχο xο. 

    α) f(x)=x
3
, xο=1  

     β) f(x)= x 2 , xο=2       

     γ) f(x)=
2

x
, xο=1 

 

 

 

2. α) Δίνεται η συνάρτηση f(x)= x . Να βρείτε την εφαπτομένη της στo xο=4. 

 

           β) Ομοίως την εφαπτομένη της f(x)= x 1  στο σημείο με τετμημένη 3. 

 

 

3. Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της f(x)=ημx στο xο=π είναι παράλληλη στην x+ψ=0. 

 

4. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
x

x 2

e


.  

    α. Να βρείτε την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο Α(0,f(0)). 

    β. Να δείξετε ότι f(x)+f '(x)=
x

1

e
    

                

5. Να βρείτε τις εφαπτόμενες της συνάρτησης f(x)=x
3
 στα σημεία Α(1,f(1)) και Β(–1,f(–

1)).    Τι παρατηρείτε; 
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6. Να βρείτε την εφαπτομένη της f(x)=lnx στο Α(e,1). Τι παρατηρείτε; 

 

 

7. Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f(x)=
1

x
, x(0,+∞).  

Να βρείτε την εφαπτομένη της f  στο σημείο Λ(1,1). 

 

8. ∆ίνεται  η συνάρτηση f(x)=
21 ln x

x


, x>0. 

 Να βρείτε την εφαπτομένη της στο σημείο Σ(1,f(1)). 

 

 

 

 

Συμπληρωματικές Ασκήσεις 

 

 
1. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=x

2
. Να βρείτε τις εφαπτόμενες: 

    α) που είναι παράλληλες στην ευθεία η: y=4x5.            

    β) που είναι κάθετες στην ευθεία η: x2y+1=0.           

    γ) που είναι παράλληλες στον x'x.                  

    δ) που έχουν κλίση 6.            

    ε) που σχηματίζουν με τον x'x γωνία 135
ο
.       

    στ) που διέρχονται από το Α(2,1) . 

 

2. α) Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις f(x)=x
2
 και g(x)=

2

1

x2

1
  έχουν στο κοινό σημείο 

τους  εφαπτόμενες κάθετες.   

 

     β) Να δείξετε το ίδιο και για τις συναρτήσεις f(x)=
1

x
 και g(x)=x

2
–x+1. 

 

3. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x)=x
2
+αx+β με xR και α, βR. 

 

      Β1. Να βρεθεί το α, ώστε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο 

που η   γραφική παράσταση τέμνει τον yy σχηματίζει με τον xx γωνία 45
ο
. 

 

      Β2. Αν α=1 και 
x 1

f (x) x
lim

x 1




=6, να βρεθεί το β.   

 

 

 

 

4. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το Α(1,2) και είναι παράλληλη 

στην  εφαπτομένη της f(x)=x
2
 στο σημείο με x0=–1. 
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5. Να βρείτε το α ώστε η εφαπτομένη της f(x)=x
3
+αx στο xο=0  να σχηματίζει με τον 

άξονα   x'x γωνία 135
ο
. 

 

6. Έστω η συνάρτηση f(x)=(x–1)e
x+1

. 

      Να βρείτε την εφαπτομένη της f(x) στο x=xο, όπου  f ''(xο)=0.          

 

7.  Να βρείτε τα σημεία στα οποία οι εφαπτόμενες των παρακάτω συναρτήσεων  

    είναι παράλληλες στον άξονα x'x:   

α) f(x)=x+
4

x
    

  β) g(x)=
xe

x
      

 γ) h(x)=
x

1x2 

 
 

8. Να βρείτε τα σημεία της f(x)=x
3
–3x+5, στα οποία η εφαπτόμενη είναι: 

 

i) Παράλληλη στην y=9x+1     

 

ii) Κάθετη στην y=–x. 

 

 

9. Να βρείτε την εφαπτομένη της f(x)=–x
2
, που διέρχεται από το Μ(1,0).     

          

 

10. Να βρείτε το σημείο στο οποίο η εφαπτομένη της καμπύλης f(x)=2x
2
–3 σχηματίζει με 

τον   x'x γωνία 45°. Να βρείτε την εφαπτομένη στο σημείο αυτό.  

 

 

11. Θεωρούμε τη συνάρτηση f(x)=xlnx+k, x>0, όπου k ακέραιος με k>1 και την 

εφαπτομένη (ε)   της γραφικής παράστασης της f στο σημείο (1,f(1)), η οποία σχηματίζει 

με τους άξονες   τρίγωνο εμβαδού E, με E<2. Να αποδείξετε ότι k=2. 

 

 

 

Ταχύτητα κινητού. 

 

 
1. Όταν η συνάρτηση θέσης ενός κινητού είναι s(t) τότε: 

      α) Η στιγμιαία ταχύτητα είναι υ(t)=s'(t). 

      β) Η επιτάχυνση είναι α(t)=υ'(t)=s''(t). 

      γ) Η μέση ταχύτητα του κινητού σε ένα διάστημα [t1,t2] είναι 2 1

2 1

x(t ) x(t )
υ =

t t




. 
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Ασκήσεις: 

 
1. Ένα σώμα κινείται πάνω σε ευθεία και η θέση του κάθε χρονική στιγμή  δίνεται από  

    τη συνάρτηση S(t)=t
4
–8t

3
+18t

2
–16t+160 (σε m).  

     α) Να βρείτε τη θέση όταν t=1sec. 

     β) Να βρείτε τη ταχύτητα και την επιτάχυνση όταν t=1sec.                         

     γ) Πότε το σώμα είναι ακίνητο;                      

     δ) Πότε κινείται δεξιά και πότε αριστερά;              

     ε) Πότε η ταχύτητα αυξάνεται και πότε ελαττώνεται;    

 

         

 

2. Ένα σώμα αφήνεται να πέσει τη στιγμή t=0 από ύψος 125m. Να βρείτε: 

     α) Την χρονική στιγμή που θα πέσει στο έδαφος.                                                                 

     β) Την ταχύτητα τη στιγμή αυτή. Υπόψη (S= 2gt
2

1
, g=10m/sec

2
).         

 

                   

 

3. Ένα σώμα κινείται πάνω σε ευθεία και η θέση του κάθε χρονική στιγμή t0 (sec) δίνεται   

     από τη συνάρτηση S(t)=t
3
 –9t

2
+15t+1 (m). 

     α) Να βρείτε την ταχύτητα του σώματος κάθε χρονική στιγμή t. 

     β) Ποιες στιγμές το σώμα είναι ακίνητο; Ποια είναι η επιτάχυνση τις στιγμές αυτές;  

                       

 

4. Ένα ελικόπτερο πετάει πάνω από οριζόντιο έδαφος  και η απόστασή του από το έδαφος   

     δίνεται από την συνάρτηση f(t)=–t
3
+6t

2
–6t+5 όπου t σε min και το ύψος f(t) σε km. 

 

     α) Σε ποιο ύψος βρίσκεται αν t=0;   

 

     β) Σε ποιο ύψος βρίσκεται αν t=2; 

 

     γ) Να βρείτε την μέση ταχύτητα στο χρονικό διάστημα [1,2].   

        

     δ) Να βρείτε την ταχύτητα όταν t=1 min.    

         

     ε) Να βρείτε τον συνολικό χρόνο πτήσης του ελικοπτέρου.   

 

     

 

5. Η θέση ενός υλικού σημείου που κινείται σε κατακόρυφο άξονα δίνεται από τον τύπο   

     y(t)=3ημ2t, x[0,2π) 

 

    α) Να βρείτε την ταχύτητα και την επιτάχυνση του σημείου ως συνάρτηση του t. 

 

    β) Να δείξετε ότι η επιτάχυνση είναι ανάλογη της απομάκρυνσης y. 

 

    γ) Να δείξετε ότι όταν η επιτάχυνση είναι 0, το μέτρο της ταχύτητας είναι μέγιστο.               

http://blogs.sch.gr/iraidos/


   ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΓΕΝΙΚΗΣ ΠΑΙΔΕΙΑΣ                                         Γ΄  ΤΑΞΗΣ  ΓΕΛ 
 

Επιμέλεια αρχείου: Ηλίας Ράιδος  Καθηγητής Μαθηματικών.                                             E-mails:raidosi@yahoo.gr  
                                                          http://blogs.sch.gr/iraidos/                                                          iraidos@gmail.com 

Σελίδα 8 από 9 

 

 

 

Ρυθμός μεταβολής. 
 

 Ρυθμός μεταβολής σημαίνει παράγωγος. 

 

 

Ασκήσεις: 

 

1. Η αξία ενός υπολογιστή μετά από t 1  χρόνια χρήσης είναι A(t)=
1 1

10 t
  χιλιάδες €.   

 

    α) Ποια θα είναι η αξία του μετά 5 χρόνια;   

                                          

    β) Ποιος θα είναι ο ρυθμός μεταβολής (ρ.μ.) της αξίας ως προς τον χρόνο;         

             

 

2. Ένα  ορθογώνιο παραλληλόγραμμο έχει πλευρές με μήκη x και 2x+1.  

Να βρείτε τον ρ.μ. του  εμβαδού του ως προς x όταν x=10.    

                             

 

3. Ένα ορθογώνιο έχει διαστάσεις α=4t
2
 και β=t+3.  

Να βρείτε τον ρ.μ. του εμβαδού την στιγμή  που είναι τετράγωνο.  

                

4. Ο πληθυσμός ενός οικισμού προβλέπεται ότι μετά t χρόνια θα είναι Ρ(t)= t  

χιλιάδες.    

     

     α) Ποιος θα είναι ο πληθυσμός μετά 3 χρόνια ή μετά 16 χρόνια; 

 

     β) Ποιος είναι ο ρ.μ. μετά 16 χρόνια; 

 

 

5. Το κόστος παραγωγής Κ(x) και η τιμή πώλησης Π(x), x μονάδων ενός προϊόντος 

δίνονται   

    αντιστοίχως από τις συναρτήσεις K(x)=1/3x
3
–20x

2
+600x+1000 και Π(x)=420x. Να 

βρείτε   

    πότε ο ρυθμός μεταβολής του κέρδους Ρ(x) είναι θετικός.           

 

  

6. Ένα σημείο Α βρίσκεται στην συνάρτηση f(x)=ex και ένα σημείο Β πάνω στην g(x)=
e

x
, 

x>0. 

    α) Να βρείτε την κατακόρυφη απόσταση (ΑΒ) 

 

    β) Να βρείτε τον ρ.μ. της απόστασης όταν x= e .   
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O X

Y

M

A(1,0)

B(-1,1)

O x

y

A(x,0) B(100,0)

Δ Γ

7.  Δίνεται η συνάρτηση f(x)= 2x 1 .  

 

    α) Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της. 

 

    β) Να δείξετε ότι ο ρυθμός μεταβολής της f, όταν x=3, ισούται με 3 2 /4. 

 

 

 

8. To σημείο Δ βρίσκεται πάνω στην συνάρτηση f(x)=
1

x
.  

 

    α) Να εκφράσετε το εμβαδόν του ΑΒΓΔ συναρτήσει του x. 

 

    β) Να βρείτε τον ρ.μ. όταν x=2.                                                      

 

 

9. Ένα σημείο M κινείται πάνω στην καμπύλη y=x
2
.             

           

     α) Να δείξετε ότι η απόστασή του από το Α(1,0) δίνεται από                 

        την συνάρτηση ΑΜ= 4 2x x 2x 1    

 

     β) Να βρείτε τον ρ.μ. της ΑΜ όταν το σημείο βρίσκεται στο Β(–1,1) 

         και όταν βρίσκεται στο Ο.   

 

 

10. Σε σύστημα αξόνων Oxy δίνονται τα σημεία Α(0,2e
x
) και Β(e

2x
+1,0). Να βρείτε τον 

ρ.μ. του  εμβαδού του ΟΑΒ την στιγμή που είναι ισοσκελές.  
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