
ΚΕΦΑΛΑΙΟ   2 

 
 

2.1   ΕΞΙΣΩΣΗ  ΕΥΘΕΙΑΣ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. (i) Ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας ΑΒ είναι: 

1
2

2

)1(1

46





λ  

 (ii) Ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας ΓΔ είναι: 

2
1

2

)1(0

02





λ  

 (iii) Ο συντελεστής διεύθυνσης λ κάθε ευθείας κάθετης προς την  ΓΔ έχει με 

τον συντελεστή διεύθυνσης της ΓΔ γινόμενο ίσο με -1. Αρα θα είναι 
2

1
 . 

 

2. Έστω ω η γωνία που σχηματίζει η ΑΒ με τον άξονα xx . 

 (i) Η ευθεία ΑΒ έχει συντελεστή διεύθυνσης 1
2

2

)1(1

46





λ . Άρα, θα 

ισχύει 1εφ ω  οπότε θα είναι 045ω . 

 (ii) Η ευθεία ΑΒ έχει συντελεστή διεύθυνσης 1
1

1

)1(0

34





 . Άρα και στην 

περίπτωση αυτή θα έχουμε 045 . 

 (iii) Επειδή τα Α, Β έχουν την ίδια τετμημένη, η ευθεία ΑΒ θα είναι 

κατακόρυφη και κατά συνέπεια θα είναι 090 . 

 (iv) Επειδή τα Α, Β έχουν ίδια τετμημένη, η ευθεία ΑΒ θα είναι οριζόντια και 

κατά συνέπεια θα είναι 00 . 
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3. (i) Το διάνυσμα )2,3( 


 έχει συντελεστή διεύθυνσης 
3

2
λ , οπότε η 

ζητούμενη ευθεία, που είναι παράλληλη με το 


 θα έχει τον ίδιο συντελεστή 
διεύθυνσης. Επειδή, επιπλέον, διέρχεται από το σημείο )1,1( A , η εξίσωση 

της θα είναι: 

)1(
3

2
)1(  xy    ή, ισοδύναμα,   

3

1

3

2
 xy . 

 (ii) Το διάνυσμα )1,0(


 έχει τετμημένη ίση με το μηδέν, άρα έχει διεύθυνση 

κατακόρυφη. Έτσι η ζητούμενη ευθεία θα είναι και αυτή κατακόρυφη και, 
επειδή διέρχεται από το )1,1( A , θα έχει εξίσωση 1x . 

 (iii) Αν λ ο συντελεστής διεύθυνσης της ζητούμενης ευθείας, θα έχουμε 

1
4

εφ 
π

λ . Άρα, η εξίσωση της ευθείας θα είναι: )1(11  xy  ή, ισοδύναμα, 

2 xy . 

 

4. (i) Έχουμε 
3

1

6

2

33

24








Bλ , οπότε το ύψος ΑΔ, που είναι κάθετο στην 

ΒΓ, θα έχει συντελεστή διεύθυνσης 3Aλ . Επειδή, επιπλέον, το )0,1(A  

είναι σημείο του ύψους, η εξίσωση του θα είναι ))1((30  xy , δηλαδή 

33  xy . Εργαζόμενοι ομοίως βρίσκουμε ότι η εξίσωση του ύψους ΒΕ είναι 

2

1

2

1
 xy  και η εξίσωση του ύψους ΓΖ είναι 22  xy . 

 (ii) Προφανώς και η μεσοκάθετη της πλευράς ΒΓ θα έχει συντελεστή 
διεύθυνσης 3 . Επειδή, όμως, αυτή διέρχεται από το μέσον Μ της ΒΓ, το 

οποίο έχει συντεταγμένες: )3,0(
2

42
,

2

)3(3







 
, η εξίσωσή της θα είναι 

)0(33  xy  δηλαδή 33  xy . (Παρατηρείστε ότι ταυτίζεται με την 

εξίσωση του ύψους ΑΔ, τί συμπεραίνετε;) 
 Εργαζόμενοι ομοίως βρίσκουμε ότι οι εξισώσεις των μεσοκαθέτων των ΑΓ 

και ΑΒ, αντιστοίχως, είναι: 

3
2

1
 xy    και   32  xy . 

5. Είναι 
2

1
Aλ  και 

2

1
Bλ , άρα  BA // . Επίσης είναι 2ABλ  και 

2λ , άρα //AB . Έτσι, αφού το τετράπλευρο ΑΒΓΔ έχει τις απέναντι 
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πλευρές του παράλληλες θα είναι παραλληλόγραμμο. Ακόμη είναι 1Aλ  

και 1Bλ , οπότε 1  BA λλ  και συνεπώς οι ΑΓ και ΒΔ είναι κάθετες. 

Άρα το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ είναι ρόμβος. 

 Η ΑΓ έχει συντελεστή διεύθυνσης 1λ  και διέρχεται από το σημείο )1,3(A . 

Άρα, θα έχει εξίσωση )3(11  xy , δηλαδή 4 xy . 

 Ομοίως η ΒΔ έχει συντελεστή διεύθυνσης 1  και διέρχεται από το )5,5(B . 

Άρα, θα έχει εξίσωση: )5(15  xy , δηλαδή xy . 

 

6. Έχουμε 1
12

)1(0





ABλ  και 1
11

)1(3





Aλ . Επομένως, AAB λλ  , 

οπότε οι ευθείες ΑΒ και ΑΓ είναι παράλληλες και εφόσον έχουν κοινό το 
σημείο Α θα ταυτίζονται. Άρα, τα σημεία Α, Β, Γ θα είναι συνευθειακά. 

 

7.  Αν 0α  και 
4

π
κπθ  , Zκ , τότε ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας 

ΑΒ είναι 
θθ

θθ

θθα

θθα
λ

συνημ

συνημ

)ημσυν(

)ημσυν(








 . Επομένως, η εξίσωση της ΑΒ 

είναι 

)συν(
συνημ

συνημ
ημ θαx

θθ

θθ
θαy 




 , 

 η οποία γράφεται διαδοχικά: 

   
θθ

θθ
θαθαx

θθ

θθ
y

συνημ

ημσυν
συνημ

συνημ

συνημ








  

   






συνημ

συνημσυνσυνημημ

συνημ

συνημ 22








 xy  

   






συνημσυνημ

συνημ







 xy . 

    Αν 0α , αλλά 
4

π
κπθ  , Zκ , τότε 

2

2
ημσυν

α
θαθα  , οπότε η 

ευθεία ΑΒ είναι κατακόρυφη και άρα έχει εξίσωση 

 
2

2α
x       ή     

2

2α
x . 

    Αν 0α , τότε τα σημεία Α, Β ταυτίζονται, οπότε υπάρχουν άπειρες 
ευθείες που διέρχονται από αυτά. 
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8. Αν ),( yx  είναι οι συντεταγμένες του κέντρου βάρους G του τριγώνου ΑΒΓ, 

τότε θα είναι: 

3

1

3

342



x    και   

3

4

3

453



y . 

 Επομένως, η ευθεία που διέρχεται από σημεία )3,2(A  και 







3

4
,

3

1
G  έχει 

συντελεστή διεύθυνσης 1

3

5
3

5

3

1
2

3

4
3





  και κατά συνέπεια η εξίσωσή της θα 

είναι    )2(13  xy , δηλαδή 1 xy . 

 
 
Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. Η ζητούμενη ευθεία, επειδή σχηματίζει με τους άξονες τρίγωνο και περνάει 
από το σημείο )2,1(A , θα έχει εξίσωση )1(2  xλy , με 0 , 2 , 

δηλαδή: 

 2 xy , με 0 , 2 . 

 Με τους περιορισμούς αυτούς το σημείο τομής της ευθείας με τον xx , έστω 

Β, έχει συντεταγμένες 





 
 0,

2




, ενώ το σημείο τομής της με τον άξονα 

yy  , έστω Γ, έχει συντεταγμένες  2,0  . Έτσι, αφού 


 2
)(


OB  και 

|2|)(  O , το τρίγωνο ΟΒΓ είναι ισοσκελές, αν και μόνο αν: 

11||1
||

1
|2|

||

|2|
|2|

2

2






 λλ

λ
λ

λ

λ
λ

λ
   ή   1λ , 

 Άρα, υπάρχουν δύο ευθείες που ικανοποιούν το ζητούμενο και των οποίων οι 
εξισώσεις είναι: 

3 xy    και   1 xy . 

 

2. Αρχικά, διαπιστώνουμε ότι οι συντεταγμένες του Α δεν επαληθεύουν τις 
εξισώσεις που δίνονται. Άρα οι εξισώσεις, αυτές αντιστοιχούν στα ύψη ΒΕ 

και ΓΖ. Εστω ότι η 
2

3

2

1
 xy  είναι η εξίσωση του ΒΕ και η 2 xy  του 
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ΓΖ. Τότε, επειδή BEA   και ZAB  , θα έχουμε: 1 BEA    και 

1 ZAB  , οπότε 2Aλ  και 1Aλ . Άρα οι εξισώσεις των ΑΓ και 

ΑΒ θα είναι, αντιστοίχως, οι  

)1(24  xy    και   )1(14  xy , 

 δηλαδή οι 
62  xy    και   3 xy  

 Επομένως, οι συντεταγμένες του Γ είναι η λύση του συστήματος 








2:

)2,4( ζεύγος είναι το που,62:

xyZ

xyA




 

 και οι συντεταγμένες του Β είναι η λύση του συστήματος 











2

3

2

1
:

)0,3( ζεύγος είναι το που,3:

xyBE

xyAB
 

 Τέλος, επειδή 
7

2

)3(4

02 





B , η εξίσωση της ΒΓ θα είναι 

)3(
7

2
0 


 xy , δηλαδή 

7

6

7

2
 xy . 

 

3. Οι ευθείες που διέρχονται από το σημείο Μ(2,1) είναι η κατακόρυφη με 
εξίσωση 2x  και οι μη κατακόρυφες με εξισώσεις R  ),2(1 xy . 

    Η ευθεία 2x  τέμνει την 1 xy  στο σημείο Β(2,3) και την 1 xy  

στο σημείο )1,2(  . Το ΒΓ έχει μέσο το σημείο με συντεταγμένες 








 
2

)1(3
,

2

22
 δηλαδή (2,1), που είναι οι συντεταγμένες του σημείο Μ. 

 Άρα, η κατακόρυφη 2x  είναι μια από τις ζητούμενες ευθείες. 

    Η ευθεία )2(1  xλy , Rλ , τέμνει τις 1 xy  και 1 xy  στα 

σημεία Β και Γ αντιστοίχως, που οι συντεταγμένες τους είναι οι λύσεις των 
συστημάτων: 















)2(1

1
και

)2(1

1

xy

xy

xy

xy
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 Από το πρώτο σύστημα, με αντικατάσταση του y στη δεύτερη εξίσωση, 
έχουμε: 

λxλλxλx 2)1(211  . 

 Άρα, αν 1 , τότε 
1

2



λ

λ
x , οπότε 

1

13
1

1

2
1








λ

λ

λ

λ
xy . 

 Επομένως, οι συντεταγμένες του Β θα είναι το ζεύγος 










 1

13
,

1

2

λ

λ

λ

λ
. 

 Ομοίως, από το δεύτερο σύστημα έχουμε: 

 2)1(211  xxx . 

 Άρα, αν 1λ , τότε 
1

2



λ

λ
x , οπότε 

1

1
1

1

2
1








λ

λ

λ

λ
xy . 

 Επομένως, οι συντεταγμένες του Γ θα είναι το ζεύγος 










 1

1
,

1

2







. Έτσι το 

Μ(2,1) θα είναι μέσο του ΒΓ, αν και μόνο αν  

    





































































22242

και

1

2
1

12123

4
1

4

1
1

1

1

13

2

1

2
1

2

1

2

2

1

22

22

2

22

2

2

λλλ

λλ

λ

λλλλ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

. 

 Οι εξισώσεις όμως αυτές δεν συναληθεύουν για καμία τιμή του λ, αφού η 
πρώτη είναι αδύνατη για κάθε R . Έτσι η μόνη λύση του προβλήματός 
μας, είναι η κατακόρυφη ευθεία 2x . 

 

4. (i) Η εξίσωση της ευθείας που ορίζεται από τα σημεία 







κ
κ

1
,  και 









λ
λQ

1
, , με λκ  και 0, λκ , έχει συντελεστή διεύθυνσης ίσο με 

κλκλ
κλ 1
11







. Άρα η εξίσωσή της είναι      )(

11
κx

κλκ
y  , δηλαδή 

                
κλ

λκ
x

κλ
y




1
              (1) 
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 (ii) Από την (1), για 0x , έχουμε 
κλ

λκ
y


  και, για 0y , έχουμε λκx  . 

Άρα τα σημεία τομής της PQ  με τους άξονες yy  και xx  αντιστοίχως, είναι 

τα: 







 

κλ

λκ
B ,0    και   )0,( λκA  . 

 Έτσι θα έχουμε: 

2
2

2
2 1

0
1

)()(
κ

λ
κ

λκκAP 





   

 και 

2
2

2
2 11

)0()(
κ

λ
κλ

λκ

λ
λBQ 






 

 . 

 Άρα   BQAP . 

 

5. Η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία )0,(αA  και ),0( βB  έχει συντελεστή 

διεύθυνσης 
α

β

α

β
λ 





0

0
, οπότε η εξίσωσή της θα είναι η: 

1)(0 
β

y

α

x
αβxβyαβx

α

β
yαx

α

β
y  

 (με τον προφανή περιορισμό ότι 0βα ). 

 

6. Από τα δεδομένα προκύπτει ότι η ζητούμενη ευθεία θα έχει εξίσωση της 

μορφής βxy 
3

2
, 0β . Από την εξίσωση αυτή, για 0y , έχουμε 

βx
2

3
  και, για 0x , έχουμε βy . Άρα, τα σημεία Α και Β θα έχουν 

συντεταγμένες τα ζεύγη 







0,
2

3
β  και ),0( β  αντιστοίχως, οπότε θα είναι  

630515
2

3
15  ββββyx BA . 

 Άρα, η εξίσωση της ζητούμενης ευθείας είναι η       6
3

2
 xy . 
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2.2   ΓΕΝΙΚΗ  ΜΟΡΦΗ  ΕΞΙΣΩΣΗΣ  ΕΥΘΕΙΑΣ 

 
 
Α΄  ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. Επειδή οι συντελεστές 1μ  και μ  των x και y δεν μηδενίζονται συγχρόνως 

για καμία τιμή του μ, η δοθείσα εξίσωση παριστάνει για κάθε R  ευθεία 

γραμμή. Έστω ε η ευθεία αυτή. Τότε: 

 101//  μμxxε     και    0//  μyyε . 

 Τέλος, η ε διέρχεται από το Ο(0,0), αν και μόνο αν οι συντεταγμένες του Ο 
επαληθεύουν την εξίσωσή της, δηλαδή, αν και μόνο αν ισχύει: 

 00000)1( 22   . 

 

2.   Η ευθεία 0632  yx  έχει συντελεστή διεύθυνσης 
3

2
. Άρα η ζητουμένη 

ευθεία, που είναι κάθετη σ’αυτήν, θα έχει συντελεστή διεύθυνσης 
2

3
  και, 

επειδή διέρχεται από το σημείο Α(-2,3), θα έχει εξίσωση )2(
2

3
3  xy , 

δηλαδή xy
2

3
 . 

   Οι συντεταγμένες του σημείου τομής των δύο ευθειών είναι η λύση του 

συστήματος     










0632
2

3

yx

xy
 ,    που είναι το ζεύγος   








13

18
,

13

12
. 

 

3. Οι συντεταγμένες του σημείου τομής των δύο ευθειών είναι η λύση του 

συστήματος     






073

0352

yx

yx
 ,   που είναι το ζεύγος   )17,44(  . 

 Η ευθεία 14  yx  έχει συντελεστή διεύθυνσης 4 . Άρα, η ζητούμενη θα 

έχει συντελεστή διεύθυνσης 
4

1
 και, επειδή διέρχεται από το σημείο 

)17,44( A , θα έχει εξίσωση )44(
4

1
17  xy , δηλαδή 6

4

1
 xy . 
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4. (i) Επειδή  // , θα είναι 
3

1
  Bλλ . Άρα η εξίσωση της ΑΔ θα 

είναι )4(
3

1
6  xy , δηλαδή 

3

14

3

1
 xy . Επομένως, οι συντεταγμένες 

του Δ θα είναι η λύση του συστήματος   










02:
3

14

3

1
:

yx

xyA




 ,  που είναι το 

ζεύγος   )4,2( . 

 (ii) Ο συντελεστής διεύθυνσης της διαγωνίου ΑΓ είναι 
3

5

14

16 





 , οπότε 

η ΑΓ είναι παράλληλη προς το διάνυσμα: 

 )5,3(1 δ


. 

 Ο συντελεστής διεύθυνσης της διαγωνίου ΒΔ συμπίπτει με τον συντελεστή 
διεύθυνσης της ΔΚ, όπου Κ το σημείο τομής των διαγωνίων ΑΓ και ΒΔ. Το Κ 

είναι το μέσον της ΑΓ, οπότε θα έχει συντεταγμένες το ζεύγος 





 

2

7
,

2

5
. 

Επομένως, θα ισχύει 
9

1

2
2

5

4
2

7







  λλ , οπότε η ΒΔ θα είναι παράλληλη 

προς το διάνυσμα: 

 )1,9(2 δ


. 

 Άρα, η οξεία γωνία των ΑΓ και ΒΔ θα είναι ίση ή παραπληρωματική με τη 

γωνία φ των διανυσμάτων 21 , 


 για την οποία έχουμε: 

416,0
697

69711

4117

11

19)5(3

1593

||||
συν

2222
21

21 











δδ

δδ
φ 



. 

 Έτσι, η οξεία γωνία των ΑΓ και ΒΔ θα είναι περίπου ίση με 065 . 

 

5. Η ευθεία με εξίσωση 08)1(  yλxλ  είναι παράλληλη προς το διάνυσμα 

)1,(1  


, ενώ η ευθεία με εξίσωση 0213   yx  είναι παράλληλη 

προς το ),3(2  


. Έτσι, οι δύο ευθείες είναι κάθετες, αν και μόνο αν 

21 δδ


 . Όμως: 
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         02121  δδδδ


 0)1(3  λλλ  

        0)2(022  λλλλ  

        0 λ    ή   2λ . 
 

6. Οι συντεταγμένες του σημείου τομής των ευθειών 0643  yx  και 

0956  yx  είναι η λύση του συστήματος   







0956

0643

yx

yx
 ,  που είναι το 

ζεύγος   





 7,

3

22
. 

 Έτσι η ευθεία 033  yx  διέρχεται από το σημείο 





 7,

3

22
, αν και μόνο 

αν  κ )7(3
3

22
3    ή, ισοδύναμα, 1κ . 

 Άρα, ζητουμένη τιμή του κ είναι η 1 . 
 
 
Β΄  ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. (i) Έχουμε  

0)2)(2(0)2(044 2222  yxyxyxyyx  

          02 yx    ή   02 yx . 

 

 

 Οι τελευταίες είναι εξισώσεις των ευθειών 
που απεικονίζονται στο διπλανό σχήμα. 

 
 

 (ii) Έχουμε 

0)12()44(0324 2222  yyxxyxyx

         0)12)(12(0)1()2( 22  yxyxyx . 

          10)3()1(  yxyxyx    ή   03 yx . 

 Οι εξισώσεις αυτές παριστάνουν ευθείες. 

 2

 x

 y

 -2  2

O
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2. Για να παριστάνει η εξίσωση 

          0)13()1()32( 22  αyααxαα              (1) 

 ευθεία γραμμή, για τις διάφορες τιμές του α, πρέπει να αρκεί οι συντελεστές 
των x και y να μην είναι ταυτόχρονα μηδέν. Αυτό συμβαίνει, αφού ο 
συντελεστής του y δεν μηδενίζεται για καμία πραγματική τιμή του α. Στη 
συνέχεια θεωρούμε δύο τιμές του α (έστω 0α  και 1α ) και τις εξισώσεις 
των ευθειών που προκύπτουν: 

 







046

013

yx

yx
. 

 Το σύστημα των εξισώσεων αυτών έχει μοναδική λύση την )2,1(),( yx . 

Άρα οι ευθείες αυτές τέμνονται στο σημείο )2,1(A . Η εξίσωση (1) 

επαληθεύεται από τις συντεταγμένες του σημείου Α, αφού 

 01322232132)1()1()32( 2222  αααααααααα . 

 Άρα, όλες οι ευθείες της οικογένειας (1) διέρχονται από το σημείο Α )2,1( . 

 

3. Οι συντεταγμένες του σημείου τομής των ευθειών 54  yx  και 123  yx  

είναι η λύση του συστήματος   







123

54

yx

yx
,  που είναι το ζεύγος 

)1,1(),( yx . 

 Η τρίτη ευθεία 0187  yx  επαληθεύεται για 1x , 1y  αφού 

 011817   

 Άρα, και οι τρεις ευθείες διέρχονται από το σημείο με συντεταγμένες )1,1( . 

 

4. Έχουμε τις ευθείες 0 yxμ  και 0)1()1(  yμxμ , που είναι αντίστοιχα 

παράλληλες με τα διανύσματα: ),1(1 μδ 


 και )1,1(2 μμδ 


. Για την γωνία 

φ των δύο αυτών διανυσμάτων ισχύει: 

  
2

2

2

1

)1(21

1

)1()1(1

)1()1(1

||||
συν

22

2

2222
21

21 













μμ

μμμ

μμμ

μμμ

δδ

δδ
φ 



. 



 46

 Άρα 
4

π
φ , οπότε η οξεία γωνία των δύο ευθειών θα είναι ίση με 

4

π
. 

5. Οι συντεταγμένες του σημείου τομής των δύο ευθειών 1:1 
β

y

α

x
ε  και 

1:2 
α

y

β

x
ε  είναι η λύση του συστήματος 























αβyβxα

αβyαxβ

α

y

β

x

β

y

α

x

1

1

. 

 Το σύστημα αυτό, αν 022  αβ
βα

αβ
, δηλαδή, αν βα  , έχει τη λύση 












βα

αβ

βα

αβ
yx ,),( . Επομένως, αν 0, βα  και βα  , η ζητούμενη 

εξίσωση είναι η xy . Αν βα  ή βα   οι 1  και 2  δεν τέμνονται.  

 Συγκεκριμένα, αν βα  οι ευθείες συμπίπτουν, ενώ, αν βα   οι ευθείες 

είναι παράλληλες. 

 

6. Η ευθεία 33  yx  έχει συντελεστή διεύθυνσης 3 . Επομένως, η κάθετη 

στην ευθεία αυτή από το σημείο Α(1, 2) θα έχει εξίσωση )1(
3

1
2  xy . Άρα, 

οι συντεταγμένες της προβολής του Α στην ευθεία 33  yx , θα είναι η λύση 

του συστήματος    










)1(
3

1
2

33

xy

yx
 ,   που είναι το ζεύγος  








5

9
,

5

2
. 

 

7. Για 0y , από την εξίσωση της ευθείας 1: 
β

y

α

x
ε , έχουμε αx . Άρα, το 

σημείο τομής της ε με τον άξονα xx  είναι το Α( α , 0). 
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 Η ε έχει συντελεστή διεύθυνσης 
α

β
 . Άρα, η εξίσωση της κάθετης στην ε 

στο σημείο Α( α , 0) θα είναι )(0 αx
β

α
y  , η οποία μετά τις πράξεις, 

γίνεται 02  αyβxα . 

2.3   ΕΜΒΑΔΟΝ  ΤΡΙΓΩΝΟΥ 

 
 
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 

 
1. Οι αποστάσεις του Α( 3,2 ) από τις δοθείσες ευθείες, είναι: 

 (i)  2
2

2

11

|132|
22





 

 (ii) 52
5

10

)1(2

|33)2(2|
22





 

 (iii)  
13

136

6

13

1

36

13

1

3

1

2

1

1
3

3

2

2

22




















 

 (iv) 0
34

|1010|

35

|133)2(5|
22








. 

 

2. (i) Έχουμε 
8

5
1
ελ  και 

8

5
2
ελ . Άρα 21 // εε . 

 (ii) Η απόσταση του Ο(0, 0) από την 1  είναι ίση με 

 
89

8951

)8(5

|510805|
22





, 

 ενώ η απόσταση του )0,0(O  από την 2ε  είναι ίση με 

 
89

8968

)8(5

|680805|
22





. 
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 (iii) Επειδή το Ο(0, 0) βρίσκεται μεταξύ των ευθειών 1  και 2 , η απόστασή 

τους θα είναι ίση με το άθροισμα των αποστάσεων του Ο  απ’ αυτές, δηλαδή 
θα είναι ίση με:. 

 
89

89119

89

89518968



 

3. (i) Έχουμε 
3

4
1
ελ  και 

3

4
2
ελ . Άρα 21 // εε . 

 (ii) Για 0x , από την εξίσωση 1ε , έχουμε 3y . Άρα το )3,0( A  ανήκει 

στην 1ε , Η απόσταση των 1ε  και 2ε  θα ισούται με την απόσταση του Α από 

την 2ε , δηλαδή με: 

3
5

15

)3(4

|24)3(304|

22





. 

 

4. Το ζητούμενο σημείο θα είναι το σημείο τομής της μεσοκαθέτου του ΑΒ και 
της ευθείας 3032  yx . Η εξίσωση της μεσοκαθέτου του ΑΒ είναι 

)4)(1(6  xy  ή, ισοδύναμα, 10 xy . Άρα, οι συντεταγμένες του θα 

είναι η λύση του συστήματος  






10

3032

xy

yx
,  που είναι το ζεύγος   

)2,12(),( yx . 

 

5. Η ζητούμενη εξίσωση θα είναι της μορφής βxy  3 , δηλαδή της μορφής 

03  βyx . Επομένως, θα έχουμε:   

 105105||5
13

|003|
22








. 

 Άρα υπάρχουν δύο ευθείες που ικανοποιούν τις απαιτήσεις του προβλήματος. 
Αυτές έχουν εξισώσεις: 

 01053  yx    και   01053  yx  

 

6. α΄ τρόπος: Οι ευθείες 21, εε , επειδή είναι παράλληλες προς την ε, θα 

έχουν εξισώσεις της μορφής 023  yx . 

 Αφού, όμως, η ε είναι μεσοπαράλληλη των 1  και 2  και αυτές απέχουν 

μεταξύ τους 8 μονάδες, η απόσταση οποιουδήποτε σημείου Α της ε από κάθε 
μία θα είναι 4 μονάδες. 
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 Ένα σημείο της ε είναι το 







2

1
,0A . Επομένως, θα έχουμε 

 1341134|1|4
13

|1|
4

)2(3

2

1
203

22








ββ

β
β

. 
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 Άρα, οι ζητούμενες ευθείες θα είναι οι: 

 0134123:1  yxε    και   0134123:2  yxε . 

 β΄  τρόπος: Ένα σημείο ),( yxM  ανήκει σε μια από τις ευθείες 1ε  και 2ε , 

αν και μόνο αν απέχει από την ε απόσταση ίση με 4, δηλαδή, αν και μόνο αν 

 134|123|4
)2(3

|123|
22





yx

yx
 

     134123  yx         ή   134123  yx  

     0)1341(23  yx    ή   0)1341(23  yx            (1) 

 Οι εξισώσεις (1) αποτελούν τις εξισώσεις των ευθειών 1ε  και 2ε . 

 

7. (i) Έχουμε 


)0,6(AB  και 


)3,4(A . Άρα 

 
 

|),det(|
2

1
)(  AABAB  9|18|

2

1
|

34

06
|

2

1
  μονάδες. 

 (ii) Έχουμε 


)10,4( AB και 


)0,7(A . Άρα 

 35|70|
2

1
|

07

104
|

2

1
)( 


AB  μονάδες. 

 (iii) Έχουμε 


)2,2(AB  και 


)6,6( A . Άρα 

 0|0|
2

1
|

66

22
|

2

1
)( 


AB . 

 Άρα, δε σχηματίζεται τρίγωνο με κορυφές τα σημεία )2,1(A , )4,3(B  και 

)4,5(  . 

 

8. Αφού το Μ είναι σημείο του άξονα xx  θα έχει συντεταγμένες της μορφής 

)0,(x , οπότε θα είναι 


)1,5(  xAM  και 


)2,4(AB . 

 Επομένως: 
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   14|142|7|
24

15
|

2

1
7)( 




 x
x

MAB  

          14142ή14142  xx  

          14 x             ή   0x . 

 Άρα, το ζητούμενο σημείο θα είναι το Μ(14, 0) ή το Μ(0, 0). 

 

9. Αν ),( yxM  είναι το ζητούμενο σημείο, τότε θα έχουμε: 

            2222 )2()5()4()3( yxyxMBMA   

             yyxxyyxx 44102581669 2222   

             4124  yx  

             13  yx  

 και 

        10|
)2(5

43
|

2

1
10)( 





yx

yx
MAB  

             20|2626|  yx  

             202626  yx     ή    202626  yx  

             233  yx              ή    33  yx  

 Επομένως:  

 















233

13

10)( yx

yx

MAB

MBMA
    ή    








33

13

yx

yx
. 

 Λύνοντας τα συστήματα αυτά βρίσκουμε ότι τα σημεία )2,7(1M  και 

)0,1(2M  είναι τα ζητούμενα. 

 

10. Αν )1,3(A , )3,2(B , )5,4(   οι τρεις κορυφές του παραλληλόγραμμου 

ΑΒΓΔ, τότε θα είναι  


)2,1(AB   και  


)6,7( A . Άρα 

 20|146||
67

21
|)(2)( 


  ABAB . 
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Β΄  ΟΜΑΔΑΣ 
 

1. Οι ευθείες που διέρχονται από την αρχή Ο(0,0) είναι ο κατακόρυφος άξονας 
yy  , δηλαδή η ευθεία 0x  και οι μη κατακόρυφες ευθείες xy  . Επειδή, 

όμως, το )2,0(B  είναι σημείο του yy  , άξονας αυτός αποκλείεται να 

ικανοποιεί την απαίτηση του προβλήματος. Από τις xy  , η ζητούμενη είναι 

εκείνη που ισαπέχει από τα σημεία )0,2(A  και )2,0(B . Επομένως, θα 

έχουμε: 

11|||2||2|
)1(

|210|

)1(

|01)2(|
2222










λλλ

λ

λ

λ

λ
. 

 Άρα, οι ευθείες xy  και xy   είναι αυτές που ισαπέχουν από τα σημεία Α 

και Β. 
 

2. Αν )0,(αM  είναι το σημείο του xx  που ισαπέχει από την αρχή Ο(0, 0) και 

από την ευθεία 060125  yx  τότε θα έχουμε: 

               |605|||13
13

|605|
||

125

|600125|
||

22








 αα

α
α

α
α  

     αα 13605     ή   αα 13605   

     
2

15
α            ή   

3

10
α . 

 Άρα υπάρχουν δύο σημεία του xx , τα 





 

0,
2

15
1M  και 








0,
3

10
2M  που 

ικανοποιούν τις απαιτήσεις του προβλήματος. 
 

3. Η ζητούμενη ευθεία αποκλείεται να είναι κατακόρυφη ή οριζόντια (αφού 
τέμνει και τους δύο άξονες). Αφού λοιπόν, διέρχεται από το σημείο )2,1(M , 

θα έχει εξίσωση 

    )1(2  xλy , *Rλ .              (1) 

 Από την (1), για 0y , έχουμε 
λ

λ
x

2
  και, για 0x , έχουμε 2y . Άρα, 

η (1) τέμνει τους άξονες στα σημεία 





 

0,
2

λ

λ
A  και )2,0( λB  , οπότε είναι: 
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|2|

)2(
|2|

2

2

1
)()(

2

1
)(

2

λ

λ
λ

λ

λ
OBOAAOB





 . 

 Άρα: 

 ||8)2(4
|2|

)2(
4)( 2

2

λλ
λ

λ
AOB 


 . 

 Για τη λύση της εξίσωσης αυτής διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: 

    Αν  0λ , τότε 

246041208448)2( 222  λλλλλλλλ  

    Αν  0λ , τότε 

204408448)2( 222  λλλλλλλλ . 

 Επομένως, οι ευθείες με εξισώσεις 

 )1)(246(2  xy ,    )1)(246(2  xy    και   )1(22  xy  

 είναι οι ζητούμενες. 
 

4. Επειδή οι απόσταση του σημείου )3,1(A  από τον άξονα yy  ισούται με 

1|1|  , μία από τις ζητούμενες ευθείες είναι ο άξονας yy , δηλαδή η ευθεία 

με εξίσωση 0x . 
 Αν τώρα είναι xλy  η εξίσωση της μη κατακόρυφης που διέρχεται από το 

)0,0(O  και η οποία απέχει από το σημείο )3,1(A  απόσταση ίση με 1 τότε 

θα έχουμε: 

 
3

4
1961|3|1

)1(

|3)1(| 222

22





λλλλλλ

λ

λ
. 

 Άρα, η ζητούμενη μη κατακόρυφη ευθεία είναι η    xy
3

4
 . 

 
5. Η εξίσωση 02 yx  γράφεται ισοδύναμα 2 xy . Άρα, αν ένα σημείο Μ 

ανήκει σε αυτήν, οι συντεταγμένες του θα είναι της μορφής )2,( xx . Έτσι, 

αν η απόσταση του Μ από την ευθεία 060512  yx  ισούται με 1, θα 

έχουμε: 
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   1
13

|507|
1

)5(12

|60)2(512|
22







 xxx
 

           13507  x    ή   13507 x  

           
7

37
 x         ή   9x . 

 Άρα, τα σημεία 





 

7

23
,

7

37
1M  και )7,9(2 M  απέχουν από την ευθεία 

02 yx  απόσταση ίση με 1. 

 

6. Έχουμε 


),( βδαγAB   και 


),( δγA  . Τα σημεία Α, Β, Γ είναι 

συνευθειακά, αν και μόνο αν τα 

AB  και 


A  είναι συγγραμμικά. Όμως: 

   
0),det(//   AABAAB  

     0




δγ

βδαγ
 

     0 βγγδγδαδ  

     0 βγαδ . 

 

7. α΄ τρόπος: Είναι 
α

β
λ  . Άρα, η μεσοκάθετος του ΑΒ θα έχει 

συντελεστή διεύθυνσης 
β

α
λ  και, αφού διέρχεται από το σημείο 








2

,
2

βα
 , 

θα έχει εξίσωση: 

 





 

22

α
x

β

αβ
y ,   δηλαδή   

β

αβ
x

β

α
y

2

22 
 . 

 Από την εξίσωση αυτή, για 0y , έχουμε 
α

βα
x

2

22 
  ενώ, για 0x , έχουμε 

β

αβ
y

2

22 
 . Άρα, η μεσοκάθετος του ΑΒ τέμνει τον άξονα xx  στο σημείο 

)0,( pP , με 
α

βα
p

2

22 
 , και τον άξονα yy   στο σημείο ),0( qQ  με 
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β

αβ
q

2

22 
 . Έτσι έχουμε ήδη εκφράσει τα qp,  συναρτήσει των α και β, 

οπότε έχουμε: 

 (i)     
α

βαβ

β

αβα
pβqα

2

)(

2

)( 2222 



  

    
αβ

βαβαβα

2

)()( 222222 
  

    pq
αβ

αββα
2

2

))(( 2222




 . 

 (ii)  0
22

)(

2

)( 22222222











αββα

β

αββ

α

βαα
qβpα  

 β΄  τρόπος: Τα διανύσματα 

PQ  και 


AB  είναι κάθετα και τα σημεία 

QPM ,,  συνευθειακά. Άρα, 
 

0ABPQ  και 
 

0),det( MQMP  οπότε … 

 

8. Ένα σημείο ),( yxM  ανήκει σε μια από τις διχοτόμους των γωνιών που 

ορίζουν οι ευθείες 0143  yx  και 04125  yx , αν και μόνο αν ισαπέχει 

από τις δύο ευθείες, δηλαδή, αν και μόνο αν ισχύει 

  
13

|4125|

5

|143|

125

|4125|

)4(3

|143|

2222














 yxyxyxyx
 

      





















)4125(5)143(13

ή

)4125(5)143(13

yxyx

yxyx

 

      





















206025135239

ή

206025)135239

yxyx

yxyx

 

      01162  yx   ή   033864  yx . 

     Άρα, οι εξισώσεις των διχοτόμων είναι οι: 01162  yx  και 033864  yx . 
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9. Οι συντεταγμένες του σημείου τομής των ευθειών 01 yx  και 

0532  yx  είναι η λύση του συστήματος   







0532

01

yx

yx
,   που είναι το 

ζεύγος   )3,2(),( yx . 

 Άρα, το κοινό σημείο των ευθειών αυτών είναι το )3,2(M . Η απόσταση της 

κατακόρυφης 2x  από το )2,3(A  είναι ίση με 1. Άρα η ευθεία αυτή δεν 

ικανοποιεί τις απαιτήσεις του προβλήματος. Οι μη κατακόρυφες που 
διέρχονται από το )3,2(M  έχουν εξίσωση )2(3  xλy , Rλ , η οποία 

γράφεται ισοδύναμα 

 0)23(  λyxλ , Rλ . 

 Από αυτές η ζητούμενη είναι εκείνη που απέχει από το )2,3(A  απόσταση ίση 

με 
5

7
. Άρα, έχουμε: 

         
5

7

1

|1|

5

7

)1(

|2323|
222











λ

λ

λ

λλ
 

    4949255025
25

49

1

)1( 22
2

2





 λλλ

λ

λ
 

    
3

4
ή

4

3
0122512 2  λλλλ . 

 Άρα, οι ζητούμενες ευθείες είναι οι:        0
2

3

4

3
 yx  και 0

3

1

3

4
 yx . 

 

10. Ένα σημείο ),( yxM  είναι σημείο του ζητούμενου συνόλου, αν και μόνο αν 

ισχύει 8)( MAB .  Όμως: 

 
 

|543|
2

1
|

13

21
|

2

1
|),det(|

2

1
)( 




 yx
yx

yx
MBMAMAB  

 Επομένως: 

              16|543|8)(  yxMAB  

    16543  yx    ή   16543  yx  

    01143  yx     ή  02143  yx . 

 Άρα, το ζητούμενο σύνολο αποτελείται από τις ευθείες 01143  yx  και 

02143  yx . 
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ΓΕΝΙΚΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ  2ου  ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 

 
 
1. Θεωρούμε την κατακόρυφη που διέρχεται από το )0,1(M , δηλαδή την 1x , 

ή οποία τέμνει την 2 xy  στο σημείο )3,1(A  και την xy  στο )1,1(B . 

Έχουμε 213)( AB . Άρα η 1x  είναι μία λύση του προβλήματός μας. 

 Έστω, τώρα, μία μη κατακόρυφη ευθεία που διέρχεται από το σημείο 
)0,1(M . Η ευθεία αυτή θα έχει εξίσωση της μορφής )1(  xλy , Rλ , 

δηλαδή της μορφής λxλy  , Rλ . Η λύση του συστήματος 






2xy

λxλy
 

δίνει τις συντεταγμένες του Α, ενώ η λύση του συστήματος 







xy

λxλy
 δίνει 

τις συντεταγμένες του Β. Για να έχουν λύση τα συστήματα αυτά αρκεί 1λ . 
Λύνοντας τα παραπάνω συστήματα βρίσκουμε ότι οι συντεταγμένες των Α 

και Β είναι αντιστοίχως 










1

3
,

1

2

λ

λ

λ

λ
 και 








 1
,

1 λ

λ

λ

λ
. Έτσι, θα είναι: 

  4)(2)( 2    

   4
1

3

11

2

1

22





























λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ
4

)1(

)2()2(
2

22







λ

λ
 

   01214
)1(

)1(4 22
2

2





 λλλλ

λ

λ
 

 Άρα, η δεύτερη ευθεία που ικανοποιεί τις απαιτήσεις μας έχει εξίσωση 0y . 

 

2. Οι συντεταγμένες του σημείου τομής των δύο ευθειών είναι η λύση του 

συστήματος 







12)1(

2)1(

λyλxλ

λyλxλ
 , του οποίου η ορίζουσα είναι 

 011
1

1 22 



 λλ

λλ

λλ
D  για κάθε Rλ . 

 Άρα, το σύστημα αυτό έχει μοναδική λύση για κάθε Rλ , επομένως οι 
ευθείες πάντα τέμνονται. Για την εύρεση της λύσης του συστήματος έχουμε: 

 11222
12

12 22 



 λλλλλ

λλ

λλ
Dx  

 και 
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      λλλλλ
λλ

λλ
Dy 


 222

121

2 22 . 

 Άρα 

 ),1(
1

,
1

1
,),( λλ

λλ

D

D

D

D
yx

yx 





 









 . 

 Έτσι, για τις συντεταγμένες του κοινού σημείου των ευθειών έχουμε: 

 11,
1

,
1

















xyyxλ
yλ

λx
λ

λy

λx
RR  

 Η ευθεία 1 xy  είναι ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος. 

 

3. Αν ),( 00 yxK  το κοινό σημείο των τριών ευθειών, και 321 ,, MMM  τα 

σημεία με συντεταγμένες ),( 11 βα , ( ), 22 βα  και ),( 33 βα , τότε θα είναι 

)0,0(),( 00 yx  και, επιπλέον, θα ισχύει: 

 












1

1

1

0303

0202

0101

yβxα

yβxα

yβxα

,   οπότε θα έχουμε   













0)()(

0)()(

1

013013

012012

0101

yββxαα

yββxαα

yβxα

. 

 Επομένως, το ζεύγος ( 00 , yx ) είναι μία λύση του συστήματος 

 







0)()(

0)()(

1313

1212

yββxαα

yββxαα
. 

 Επειδή )0,0(),( 00 yx , το σύστημα έχει δύο, τουλάχιστον, λύσεις την )0,0(  

και την ),( 00 yx . Άρα, η ορίζουσά του θα είναι ίση με μηδέν, δηλαδή θα 

ισχύει: 

 
 

3213121
1313

1212 ,,//0 MMMMMMM
ββαα

ββαα





 συνευθειακά. 

 

4. Οι συντεταγμένες του σημείου τομής των δύο ευθειών είναι η λύση του 
συστήματος 

 






















αβyβxα

αβyαxβ

α

y

β

x

β

y

α

x

1

1
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 το οποίο, αν ααβ  , , έχει μοναδική λύση την 










βα

αβ

βα

αβ
yx ,),( . 

 Επομένως, σημείο τομής των δύο ευθειών είναι το 







 βα

αβ

βα

αβ
, , οπότε 

η η ευθεία ΜΑ θα έχει συντελεστή διεύθυνσης 
2

2

2

2

α

β

α

β

α
βα

αβ

β
βα

αβ

λ 











  και 

άρα εξίσωση )(
2

2

αx
α

β
βy  , δηλαδή 0)(22  βααβyαxβ . 

 

5. Αρκεί να βρούμε την απόσταση ενός σημείου της ευθείας 1:1 
B

y

A

x
ε  από 

την ευθεία 1:2 
β

y

α

x
ε . Η 1ε  τέμνει τον άξονα yy   στο σημείο ),0( BM  

του οποίου η απόσταση από την 2ε  είναι 

 
22

22

||

11

1

βα

αβBα

βα

β

B

d









 . 

 Όμως οι ευθείες 21, εε  είναι παράλληλες. Άρα, θα έχουν ίσους συντελεστές 

διεύθυνσης, δηλαδή θα ισχύει 
A

B

α

β 



 ή, ισοδύναμα, BαβA  , οπότε θα 

είναι: 

 
222222

)(|)(|||

βα

αAβ

βα

αAβ

βα

αββA
d














  

 (αφού 0β  και 0αA ). 

 

6. (i) Έχουμε 

   034404 22222  yyxyxyxyx  

       0)3()2( 22  yyx  

       0)32()32(  yyxyyx  
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       0)32(  yx    ή   0)32(  yx  

       xy
32

1


            ή   xy

32

1


  

       xy )32(           ή   xy )32(  . 

 Άρα, η 04 22  yxyx  παριστάνει τις ευθείες xy )32(   και 

xy )32(  . 

 (ii) Θεωρούμε τα διανύσματα )32,1(),32,1( 21  δδ


 που είναι 

παράλληλα στις δύο προηγούμενες ευθείες καθώς και το )1,1(δ


 που είναι 

παράλληλο στην xy . Αν 1φ  είναι η γωνία των 1, δδ


 και 2φ  η γωνία των 

2, δδ


, θα είναι: 

 
2

3

)13(2

)13(3

3242

33

)32(111

321

||||
συν

22222
1

1
1 



















δδ

δδ
φ 



 

 άρα 0
1 30φ . Ομοίως δείχνουμε ότι 

2

3
συν 2 φ , δηλαδή 0

2 30φ  και το 

ζητούμενο έχει αποδειχτεί. 
 
 

7. (i) Για να ορίζει η ευθεία 0 γyβxα  με τους άξονες τρίγωνο, αρκεί να 

είναι α, β, γ 0 . Η ευθεία αυτή τέμνει τους 

άξονες στα σημεία 






 0,
α

γ
A  και 









β

γ
B ,0 . 

Επομένως, το ΑΟΒ είναι ισοσκελές, αν και 
μόνο αν  επιπλέον ισχύει 

    ||||
||

||

||

||
)()( βα

β

γ

α

γ

β

γ

α

γ
OBOA  . 

 Άρα, η ευθεία σχηματίζει με τους άξονες 
ισοσκελές τρίγωνο, αν και μόνο αν 0||||  βα  και 0γ . 

 (ii)   Αν 021  ββ , τότε οι ευθείες συμπίπτουν με τον άξονα yy  , οπότε 

αποκλείεται ο άξονας xx  να διχοτομεί τη γωνία τους. 

 x΄  x
  Ο

  y΄

 y
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  Αν ένας μόνο από τους 21 , ββ  είναι 

μηδέν, τότε πάλι αποκλείεται ο άξονας xx  
να διχοτομεί τη γωνία τους. 

  Αν 0, 21 ββ , τότε οι ευθείες 21 , εε  

έχουν συντελεστή διεύθυνσης 
1

1
1 β

α
λ   

και 
2

2
2 β

α
λ   αντιστοίχως και, επειδή 

διέρχονται από την αρχή των αξόνων, για 
να διχοτομεί ο xx  τη γωνία τους πρέπει και αρκεί να ισχύει: 

 02121
2

2

1

1
12  αββα

β

α

β

α
λλ  

 

8.  (i) Αφού η ευθεία 0 γyβxα  τέμνει και 

τους δύο ημιάξονες (όχι στο Ο) θα είναι 

0,, γβα . Έτσι, για 0y , έχουμε 
α

γ
x  . 

Άρα, το σημείο τομής της ευθείας με τον 

xx  είναι το 






 0,
α

γ
A  και ανήκει στον 

θετικό ημιάξονα Ox , αν και μόνο αν 

0
α

γ
, δηλαδή 0αγ . 

 Ομοίως,  για 0x ,  το σημείο  τομής  της ευθείας  και του άξονα yy   είναι 

το 








β

γ
B ,0  και ανήκει στον αρνητικό ημιάξονα yO  , αν και μόνο αν 

0
β

γ
, δηλαδή 0βγ . 

 (ii)    Αν 0β , τότε η ευθεία έχει 

εξίσωση 
α

γ
x   (κατακόρυφη), οπότε για 

να μην έχει σημεία στο 1ο τεταρτημόριο 

πρέπει και αρκεί 0
α

γ
, δηλαδή  

 0γα ,   με   0α    και   0β  

 x΄

 φ2  φ1

 φ2

 ε2

 ε1

 x  Ο

  y΄

 y

 

 



 

a

 x

  Ο

 y

 

 x  Ο

 y

a

γ
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    Αν 0α , τότε η ευθεία έχει εξίσωση 

β

γ
y   (οριζόντια), οπότε για να μην έχει 

σημεία στο 1ο τεταρτημόριο πρέπει και 

αρκεί 0
α

γ
, δηλαδή 

  0βγ ,   με   0β    και   0α . 

 
 
   Αν 0, βα  τότε η ευθεία τέμνει τους 

άξονες xx  και yy   στα σημεία 






 0,
α

γ
A  

και 








β

γ
B ,0  αντιστοίχως, οπότε για να 

μην έχει σημεία στο 1ο τεταρτημόριο, 

πρέπει και αρκεί 0
α

γ
 και 0

β

γ
, 

δηλαδή 

  0αγ  και 0βγ  με 0, βα . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 x

  Ο

  y

 

 

a

 



 x

  Ο

  y

 



 62

 
 
 
 
 
 
 
 
 


	Efthia.pdf
	Efthia_1

