
ΚΕΦΑΛΑΙΟ   1 

 
 

1.1   Η  ΕΝΝΟΙΑ  ΤΟΥ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ 

1.2   ΠΡΟΣΘΕΣΗ  ΚΑΙ  ΑΦΑΙΡΕΣΗ  ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ 

 
 
1.  Για να μη μετακινηθεί το σώμα 

χρειάζεται να εφαρμοστεί δύναμη 

  54321 FFFFFB


 . 

 
 
 
 
 
 
 
2. (i)  Έχουμε διαδοχικά: 

   δβγα


  

   γδβα


  

      
 

BA . 

 Άρα, το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο. 
 

    (ii) Έχουμε διαδοχικά: 

   |||| δβγα


  

     
 

|||| BA    

    )()(  BA   

 Άρα, το τετράπλευρο ΑΒΓΔ έχει ίσες διαγώνιες. 
 

 (iii) Από τα ερωτήματα (i) και (ii) προκύπτει ότι το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι 
παραλληλόγραμμο με ίσες διαγώνιες, άρα είναι ορθογώνιο. 
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3. (i) βαx


            (ii) γβαx


               (iii) αβγδεζx


 . 

 

4. Έχουμε διαδοχικά: 

   
   

AEAAAB    

   
   

 AAEAAB   

            
 

EB    

 Άρα, το τετράπλευρο ΒΔΓΕ είναι παραλληλόγραμμο. 
 

5. Έχουμε:  

   
     

)()(  OOOAOBAB   

   
   

 OOOAOB   

   
   

 OOOAOB  )(  

   
 

OOB . 
 

6.  Έστω Ο το κέντρο του εξαγώνου. Γνωρίζουμε 
ότι οι πλευρές του κανονικού εξαγώνου είναι 
ίσες με την ακτίνα του. Επομένως 

)()()()()()()(  OOOBOABAB   

και άρα τα τετράπλευρα ΟΑΒΓ και ΟΒΓΔ είναι 
ρόμβοι. Έτσι έχουμε 

  
    

αβABBOO


  . 

  

7.   Αν Ο είναι ένα σημείο αναφοράς έχουμε: 

   
     

 261564534231 PPPPPPPPPPPP  

      
           

0625146352413


 OPOPOPOPOPOPOPOPOPOPOPOP . 
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1.3   ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ  ΑΡΙΘΜΟΥ 
          ΜΕ  ΔΙΑΝΥΣΜΑ 

 
 
Α΄  ΟΜΑΔΑΣ 
 

Το διάνυσμα 0α


 είναι γινόμενο του θετικού αριθμού 
||

1

α
  με το α


, επομένως 

είναι ομόρροπο με το α


 και έχει μέτρο ίσο με 1||
||

1

||

1
|| 0  α

α
α

α
α








. 

 

2.  (i) Έχουμε διαδοχικά: 

          )(
3

1
)(

2

1
βxαx


  

)(2)(3 βxαx


  

             βxαx


2233   

         αβx


32   

(ii) Έχουμε διαδοχικά: 

 xβαβαx


3)(4)(3   

          xβαβαx


34433   

                 αββαxx


33443   

         βαx


74   

           βαx


4

7

4

1
  

 

3.  Έχουμε διαδοχικά: 

            
 

MBM 2  

    
   

)(2 AMAABAM    

           )(2 xγβx


  

           xγβx


22   

               γβx


23   

                 )2(
3

1
γβx
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4.  (i)  Προφανώς είναι 


αβB


 . 

 Έχουμε διαδοχικά: 

      
  

BEBE    

    
  

BEBEB 2  

            
 

BEB 3  

              
 

BEB 
3

1
 . 

 Άρα,   


)(
3

1
αβEB


  

 Έχουμε:        
  

αβααβBB


 2  

 Έχουμε διαδοχικά: 

           
 

EBE 2  

    
   

)(2 AEABAAE    

    
   

AEABAAE 22    

          
  

AABAE 23  

          


βαAE


23  

            


)2(
3

1
βαAE


  

 Έχουμε διαδοχικά: 

           
 

EBE 2  

    
   

)(2 EBE    

    
   

EBE  22   

         
  

BE  23   

         


)(223 αβαE


  

         


αβE


423   

           


)42(
3

1
αβE


  

          


)2(
3

2
)24(

3

1
βαβαE


 . 
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(ii) Έχουμε 


)2(
3

2
βαE


  και 


)2(
3

1
βαAE


 , επομένως 
 

AEE 2  και 

άρα τα Α,Ε και Γ είναι συνευθειακά. 
 

5.  Έχουμε 


βαA


  και 


)(333 βαβαE


 . Επομένως 
 

 AE 3  και άρα 

τα Α,Γ και Ε είναι συνευθειακά. 
 

6.  Με σημείο αναφοράς ένα από τα Κ, Λ, Μ, για παράδειγμα το Κ, η ισότητα 
γράφεται διαδοχικά: 

  
       

)(3)()(23 KAKMKBKKBKAKBKA    

       
KAKMKBKKBKAKBKA 33223    

         
 

KMK 3 . 

 Άρα τα Κ, Λ, Μ είναι συνευθειακά. 
 

7.  Έχουμε 
        

)(
2

1
)(

2

1
)(

2

1
BABABAABZBEA    

           
     

)(
2

1
BBAABAAB    

           00
2

1 
 . 

 

8.  Έχουμε 
        

)(
2

1
OBOAOAOOOBOMOOK    

              
  

)222(
2

1 OOBOA   

              
  

OOBOA  . 
 

9.  Έχουμε 
       

)()(   BAABBAAB  

     
 

NAN 22   

     
 

)(2 NAN   

     
 

)(2 NNA  
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NM22


MN4  
 

10. Έχουμε 
  

ABAB    

         
 

ABλABμ   

         

ABμλ )(   

 Ώστε  
 

ABμλAB )(    και επομένως  1 μλ . 

 

11. Έχουμε 
  

 AAEE   

         
   

)()(  AλABκAκABλ   

         
 

AκλABκλ )()(   

         
 

))(( AABκλ   

         

Bκλ )(   

         

Bλκ )(  . 

 Άρα  
 

 BE// . 
 
 
Β΄  ΟΜΑΔΑΣ 
 

1.  (i) Έχουμε 

 0


 βyαx βyαx


  

 Αν υποθέσουμε ότι 0x , τότε θα είναι β
x

y
α


 , οπότε θα έχουμε βα


// , 

που είναι άτοπο. Επομένως 0x , οπότε 0


 βy  και άρα 0y . 

(ii) Έχουμε  

  βyαxβyαx


2211 0)()( 2121


 βyyαxx . 

 Επομένως, σύμφωνα με το προηγούμενο ερώτημα, 021  xx  και 

021  yy , οπότε 21 xx   και 21 yy  . 
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 (iii) Τα u


 και v


 είναι συγγραμμικά, αν και μόνο αν vκu


 , δηλαδή 

βκαxκβαx


2)32()1(   ή, ισοδύναμα, 0)12()321(


 βκαxκκx . 

Σύμφωνα, όμως, με το (i) ερώτημα, αυτό συμβαίνει, αν και μόνο αν 
0321  xκκx  και 012 κ , δηλαδή 2/1κ  και 0x . 

 

2.  Έχουμε  
    

AκABλAEAZEZ   

   
       

 AκABAκAABAEAE )1(  . 

 Επειδή 1
11

λκ

, έχουμε 
1


κ

κ
λ  επομένως 

  
AκAB

κ

κ
EZ 




1
    και     

  
 AκABE )1(  . 

 Παρατηρούμε ότι   
 

EZ
κ

κ
E 




1 . Άρα   
 

EZE // , οπότε τα Ε, Γ, Ζ είναι 

συνευθειακά. 
 

3.   Έστω   
  

0


 KzKByKAx   και  0 zyx . Τότε έχουμε 

     
0)()()(


 KzKByKAx   

       
   

0)(


  zByAxKzyx  

                                
  

0


  zByAx  

 Ομοίως αποδεικνύεται και ότι: αν 
  

0  zByAx  και 0 zyx , 

τότε 
  

0


 KzKByKAx . 

  Έστω 
  

0


 KzKByKAx  και 
  

0


  zByAx . Τότε έχουμε 

        
     

0)()(


  zByAxKzKByKAx  

             
     

0)()()(


  KzBKByAKAx  

     
  

0


  KzKyKx  

              


0)(


 Kzyx  

 και, επειδή 


0


K , έχουμε 0 zyx . 
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4.   Έχουμε              
 

MB
λ

κ
MA   

        
   

)( OMOB
λ

κ
OMOA   

   
   

OMκOBκOMλOAλ   

    
  

OMλκOBκOAλ )(   

               


 

λκ

OBκOAλ
OM




  

 άρα  
λκ

βκαλ
r









. 

  Έχουμε 
 

MB
λ

κ
MA  και ομοίως βρίσκουμε ότι 

κλ

βκαλ
r









. 

 
 

5.  Αρκεί να δείξουμε ότι 
 

GG  // . Αν Ο είναι ένα σημείο αναφοράς, τότε 
έχουμε: 

   
      

 OOOBOAOOGG  )(
3

1
             (1) 

                
      

 OOZOEOOGOG  )(
3

1
 

         
      

 OOOMOOOOK  )222(
3

1
 

         
   

 OOMOOK 2)(
3

2
  

                  
      

GOOGOOMOOK  2)(2)(
3

1
2 












 . 

 

 Σ

 M

 E
 K

 B
 G΄

 G

 Λ

Α

Ζ

 Δ

 Γ

 

 Επομένως 
 

GG  //  και άρα τα Σ, G και G   είναι συνευθειακά. 
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6.  Αν πάρουμε ως σημείο αναφοράς μια κορυφή του τετραπλεύρου, για 
παράδειγμα την Α, τότε έχουμε: 

        
  

 BAMN 4  

                  
    

)()(4 ABAAAMAN    

 
     

ABAAAAAB 







 

2

1
)(

2

1
4  

        
     

ABAAAAAB   222  

   
  

 AAAB   

   
   

 BABAAB   

           
 

 BA  . 

 Άρα, το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο. 
 

7.  Αν Ο είναι ένα σημείο αναφοράς, τότε έχουμε: 

   
  

  BBAA
     

 OOOBBOOAAO   

                
     

)()(  OOBOAOBOAO   

                
 

OGGO 33   

                
  

GGOGGO  3)(3  

 

8.  Με σημείο αναφοράς το Α έχουμε: 

  
       

)(2)(53253 AMAAMABAMMMBMA    

       
    

AABAMAMAM 25253   

       
 

ABA 52    που είναι σταθερό διάνυσμα. 
 

9.  Έχουμε 
  

)( αβyβAByβBEOBr


  

 και  
  

)53(55 αβxαxαEOr


  . 

 Επομένως, )53(5)( αβxααβyβ


  

   αxyβxy


)55()31(  . 

 Β
 Α

 Μ Ν

 Δ
 Γ  
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 Επειδή τα διανύσματα α


 και β


 δεν είναι συγγραμμικά, η τελευταία ισότητα 

αληθεύει μόνο αν 031  xy  και 055  xy . Έτσι έχουμε το σύστημα 

 







55

13

xy

xy
 από το οποίο βρίσκουμε 2x  και 5y . 

 Επομένως )(5 αββr


 , δηλαδή βαr


65  . 

 
 

1.4   ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ  ΣΤΟ  ΕΠΙΠΕΔΟ 

 
 
Α΄  ΟΜΑΔΑΣ 
 
 

1.  (i) 22||  xx  ή 2x  

 
 
 
 
 
 

(ii) 222||  xx  

  
  

 
 
 

  
  
  
(i)  22||  yy  ή 2y  

 
 
 
 
 
 

  
(i)  yxyx  ||||  ή yx   

 
 

 O  2 -2  x

y

 

y

O  2 -2  x

 

y

O

 2

 -2
 x

 

O

 y=-x  y=x

 x

y
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2.  Η απόσταση ενός σημείου ),( νμK  από τους άξονες xx  και yy   είναι ||ν  

και ||μ  αντιστοίχως. Έτσι έχουμε: 

 Για το        Α : 2 και 1 

 Για το        Β : 4 και 3 

 Για το        Γ : 6 και 5 

 Για το        Δ : |2| β  και |1| α  

 Για το       Μ : || y  και ||x . 

 

3.  (i)  Για να είναι 0


α  αρκεί 042 λ  και 0232  λλ , οπότε 2λ . 

 (ii) Για να είναι 0


α  και xxα //


 αρκεί 042 λ  και 0232  λλ , οπότε 
1λ . 

 

4.  Για να είναι βα


  αρκεί να είναι 6523 22  λλλλ  και 

273232 22  λλλλ . Έτσι έχουμε το σύστημα 










0105

42
2 λλ

λ
, οπότε 

2λ . 
 

5.  Έχουμε 2040
4

1
// 2  xx

x

x
βα


 ή 2x . 

 Για 2x  είναι )1,2(α


 και αβ


2)1,2(2)2,4(  , δηλαδή βα


 . 

 Για 2x  είναι )1,2(α


 και αβ


2)1,2(2)2,4(  , δηλαδή αβ


 .  

 Άρα η ζητούμενη τιμή του x είναι η 2x . 

 

6.  Ένα διάνυσμα συγγραμμικό με το u


 θα έχει τη μορφή uλ


 και αφού θα έχει 
και διπλάσιο μέτρο πρέπει ||2|| uuλ


 . Επομένως ||2|||| uuλ


 . Άρα 2|| λ  

οπότε 2λ . Άρα, το ζητούμενο διάνυσμα είναι ή το (6,8) ή το (-6,-8). 

 

7.  (α) 


iO


2

1
 , 


jiO


 , 


jiOE


2

1

2

1
 , 


jOZ


2 , 


jiOK


2

1
2  , 


jiOH


2 . 

 O

y

 x

 |v|

 |μ|
 ν

 μ

 K(μ,ν)
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 (β) 


ji



2

1 , 


jiKA


2

1
 , 


iH


 , 


jiK


2

1
 , 


iH


2

1
 , 


jiZA


2 , 


jiKZ


2

3
2  . 

 

8.  (i)  Έστω )0,(xM  το σημείο του άξονα xx  που ισαπέχει από τα σημεία Α 

και  Β. Τότε έχουμε: 

     
2222 ||||||||)()( MBMAMBMAMBMAMBMA   

             348162)9(6)1( 2222  xxxx . 

       Άρα το ζητούμενο σημείο είναι το )0,3(M . 

 (ii) Έστω ),0( yN  το σημείο του άξονα yy   που ισαπέχει από τα Α και Β. Με 

ανάλογο τρόπο όπως στο (i) βρίσκουμε 3y  και άρα το ζητούμενο σημείο 

είναι το )3,0( N . 

 
 
Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 
 

1.  Αν ),( 11 yxA , ),( 22 yxB , ),( 33 yx , ),( 44 yx  και ),( 55 yxE  είναι οι 

κορυφές του πενταγώνου, τότε έχουμε τα συστήματα. 




















3

6

8

6

3

:

15

54

43

32

21

1

xx

xx

xx

xx

xx

           και          




















1

2

5

7

5

:

15

54

43

32

21

2

yy

yy

yy

yy

yy

  

 Με πρόσθεση των εξισώσεων του 1  κατά μέλη βρίσκουμε 

 1354321  xxxxx . 

 Όμως 632  xx  και 654  xx , επομένως 13121 x , άρα 11 x  και 

διαδοχικά βρίσκουμε 22 x , 43 x , 44 x , 15 x . 

  Με ανάλογο τρόπο επιλύουμε το σύστημα 2  και βρίσκουμε 11 y , 

42 y , 33 y , 24 y , 05 y . 

 Επομένως οι κορυφές του πενταγώνου είναι τα σημεία )1,1(A , )4,2(B , 

)3,4( , )2,4(  και )0,1(E . 
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2.  Αν ),( 11 yxA  και ),( 22 yxB  είναι τα σημεία, τότε τα 1x  και 2x  είναι οι ρίζες 

της εξίσωσης 017)34( 22  xλλx . Η τετμημένη του μέσου του 

τμήματος ΑΒ είναι ίση με 
2

34

2

2
21 


 λλxx
 και επομένως 

0544
2

34 2
2




λλ
λλ

 και άρα 5λ  ή 1λ . 

 

3.  Τα σημεία 321 ,, MMM  και 4M  είναι μέσα διαδοχικών πλευρών 

τετραπλεύρου, όχι κατανάγκη κυρτού, αν και μόνο αν 
 

3421 MMMM  . 

Πράγματι. 

    Αν τα 321 ,, MMM , 4M  είναι μέσα 

διαδοχικών πλευρών τετραπλεύρου, τότε το 

321 MMM 4M  θα είναι παραλληλόγραμμο, 

οπότε θα ισχύει 
 

3421 MMMM  . 

    Αντιστρόφως, αν 
 

3421 MMMM  , τότε 

τα 321 ,, MMM , 4M  θα είναι μέσα 

διαδοχικών πλευρών τετραπλεύρου. 
Πράγματι. έστω Α ένα σημείο εκτός της ευθείας 21MM , Β το συμμετρικό 

του Α ως προς το 1M , Γ το συμμετρικό του Β ως προς το 2M  και Δ το 

συμμετρικό του Γ ως προς το 3M . Αν δείξουμε ότι  το 4M  είναι το μέσο του 

ΔΑ, τότε το ζητούμενο τετράπλευρο θα είναι το ΑΒΓΔ. Ας υποθέσουμε ότι 

4M   είναι το μέσο της πλευράς ΑΔ. Τότε, όπως είδαμε πριν, θα ισχύει 

 

3421 MMMM  , οπότε θα έχουμε
 

3434 MMMM   και άρα τα 4M  και 4M   

θα συμπίπτουν. 

 Έχουμε τώρα: 

 
 

3421 MMMM  ),(),( 43431212 λλκκλλκκ   

            4231 κκκκ     και   4231 λλλλ  . 

 Επομένως, ζητούμενη συνθήκη είναι: 

 4231 κκκκ      και    4231 λλλλ  . 

 

4.  Θεωρούμε τα σημεία ),( 11 βαA , ),( 22 βαB  και ),( yx . Από την τριγωνική 

ανισότητα έχουμε: 

 M3

 M4

 M1

 M2

B

 Δ
 Α

 Γ  
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 )()()( ABBA    

    2
12

2
12

2
2

2
2

2
1

2
1 )()()()()()( ββααβyαxβyαx  . 

 

5.  Σχεδιάζουμε τα βα


,  και r


 με κοινή αρχή Ο 

και έστω 


αOA


 , 


βOB


  και 


rOP


 . Από το 

πέρας Ρ του r


 φέρνουμε παράλληλες προς 

τους φορείς των 

OA  και 


OB  και 

σχηματίζουμε το παραλληλόγραμμο ΟΓΡΔ. 

 Θα είναι 
 

αxOAxO


  και 
 

βyOByO


 , 

όπου Ryx, . Από τον κανόνα του παραλληλόγραμμου έχουμε 

  
 OOOP  , δηλαδή βyαxr


 , που είναι και η ζητούμενη έκφραση. 

 Θα αποδείξουμε ότι οι αριθμοί x και y είναι μοναδικοί. 

 Έστω ότι ισχύει και βyαxr
  . Τότε έχουμε διαδοχικά: 

   βyαxβyαx
   

       βyyαxx


)()(  . 

 Αν ήταν 0 xx , δηλαδή xx  , τότε β
xx

yy
α






  που σημαίνει ότι βα


//  

που είναι άτοπο. Επομένως xx  , οπότε και yy  . Άρα το r


 εκφράζεται 

κατά μοναδικό τρόπο ως γραμμικός συνδυασμός των α


 και β


. 

 
 

1.5   ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ  ΓΙΝΟΜΕΝΟ  ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ 

 
 
Α΄  ΟΜΑΔΑΣ 
 

1.  (i) Έχουμε  13152532)1( βα


 

      781366)3()2(  βαβα


 

             22 33)3()( ββαβααβαβα


  

          )52(132)31(3 2222   

          292630   
          25  

 

r

 Β Γ O

 P Δ

 A
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(ii) Έχουμε 0520)5,2)(,(0  λκλκβu


. 

 Τα διανύσματα u


 είναι κάθετα στο β


 και μεταξύ τους συγγραμμικά. 

 

2.  Έχουμε 

          62656)06()44(77)7(  wuvuwvu


 

      524245)(|| wvu


 

      4868||8|8||)(|  wwwvu


 

      524245)(||)|(|  wvuwvu


 

 

3.  (i) Πρέπει 0)(  βλαα


. Έχουμε 111)( 2  λλβαλαβλαα


. 

Επομένως 101  λλ . 

(ii) Ομοίως 
2

1
02100)( 2  λλβλαββλαβ


. 

 

4.  Έστω ),( yxv 


 το διάνυσμα που ζητάμε. Τότε θα ισχύει: 

 


















1

023

1||

0
22 yx

yx

v

vu




. 

 Από τη λύση του συστήματος βρίσκουμε 

 









13

3
,

13

2
),( yx  ή 










13

3
,

13

2
),( yx . 

 

5.  Έχουμε 

        0 vuvu


 

   02630)2()3( 22  ββακβαακβακβα


 

   0092
2

1
32

2

1
32643  κκκ  

 

6.  (i)  Έχουμε 

 
4

3
0340  κκβα


 

(ii)   Έχουμε 



 22

 34
2

2
34134

4
συν|||| 222  κκκ

π
βα


 

    341
2

25 2  κκ  

    682512  κκ . 

 Υψώνουμε τα μέλη της τελευταίας εξίσωσης στο τετράγωνο και βρίσκουμε 

07487 2  κκ  και έχουμε 7/1κ  ή 7κ . Από τις τιμές αυτές του κ μόνο 
η 7/1κ  επαληθεύει την εξίσωση. Άρα 7/1κ . 

(iii)  
3

4
0430

34

1
//  κκ

κ
βα


. 

 

7.  Αν φ είναι η γωνία των διανυσμάτων u


 και v


, τότε 
||||

συν
vu

vu
φ 






 . Όμως 

είναι 

   22 ||442||2)()42( βαββααβαβαvu


  

         34
2

1
1122||42||2 22 






 ββαα


. 

   1216
2

1
16416164)42(|| 2222 






 ββααβαu


, 

 οπότε 32|| u


. 

   31
2

1
212)(|| 2222 






 ββααβαv


, 

 οπότε 3|| v


. 

 Επομένως 
2

1

332

3
συν 




φ , άρα       

3

2π
φ . 

 

8.  Έχουμε 00)()( 2  βααβααβαα


 

      
||

||
),(συν),(συν|||||| 2

β

α
βαβαβαα 





. 

 

9.  Έχουμε )|||)(||||(| αββααββαvu


  

         0|||||||||||| 22222222  αββααββα


. 
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10. Έχουμε 0||)()(||))(( 222  ββαβαββββααββv


. 

 

11. (i) Έχουμε 


)2,3()24,36( AB  και 


)3,2()52,11(  . 

 Επομένως 
 

066)3,2()2,3( AB . 

 (ii)  Επειδή 
 

0AB , τα διανύσματα 

AB  και 


  είναι κάθετα. 

 

12. Έστω pαλβ


 , όπου αp


 . Έχουμε διαδοχικά 

αpαλβα

 2  

               2||αλβα


  

            205)4()8(2  λ  

              λ2036  

     
20

36
λ

5

9
  

 Επομένως pαβ



5

9
 

   





 

5

11
,

5

22
)4,2(

5

9
)5,8(

5

9
αβp


 

 Τελικά 





 

5

11
,

5

22

5

9
αβ


. 

 

13.  Η μια διαγώνιος του παραλληλόγραμμου θα έχει μήκος ίσο με 

|)3()25(| βαβα


  και η άλλη ίσο με |)3()25(| βαβα


 . 

 Έχουμε     |6||)3()25(| βαβαβα


 ,     οπότε 

   22 )6(|6| βαβα


  

    22 1236 ββαα


  

    202 ||45συν12||36 ββαα


  

    9
2

2
32212836   

    972288   

    225 ,  οπότε     15|6|  βα


. 

 Ομοίως βρίσκουμε ότι 

 593|54||)3()25(|  βαβαβα


. 
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14. Έχουμε 
        

 AABAABABAAB  )(  

                





15)1(35Προβ  ABA

A

  

 β΄ τρόπος: 
     

15)0,5()4,3(   AABABAAB . 

 

15. (i)       22 |)||(||||||||| βαβαβαβα


  

    22 |)||(|)( βαβα


  

    2222 ||||||2||2 ββααββαα


  

    2222 ||||||2||||2|| ββααββαα


  

    |||| βαβα


  

    ||||),(συν|||| βαβαβα





 

    1),(συν 

βα


 

    βα


 . 

 (ii)     22 )(|)||(||||||| βαβαβαβα


  

    βαβαβαβα

 2||||2|||| 2222  

    |||| βαβα


  

    ||||),(συν|||| βαβαβα





 

    1),(συν 

βα


 

    βα


 . 

 
 
Β΄  ΟΜΑΔΑΣ 
 

1.  Έχουμε     0)(2 2222 βμβαλμαλ


0)( 2  βμαλ


,    που ισχύει. 

 Το ""  ισχύει, αν και μόνο αν 0


 βμαλ  ή, ισοδύναμα, βμαλ


 . 

 Αν 0λ , τότε β
λ

μ
α

 
 , οπότε βα


// , που είναι άτοπο. 
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 Επομένως 0λ , οπότε 0


βμ  και άρα 0μ . 

 Άρα το ""  ισχύει, αν και μόνο αν 0 μλ . 

 

2.  (i) Έχουμε       2222 )()(|||| vuvuvuvu


  

        2222 22 vvuuvvuu


  

        2222 ||2||222 vuvu


  

(ii)  Έχουμε       2222 )(
4

1
)(

4

1
||

4

1
||

4

1
vuvuvuvu


  

             )2(
4

1
)2(

4

1 2222 vvuuvvuu


  

             vuvuvu



2

1

2

1
. 

 

3.  (i) Αν ω είναι η γωνία των α


 και β


 και το u


 σχηματίζει με το α


 γωνία 1φ   

          και με το β


 γωνία 2φ , τότε έχουμε: 

βααβu


||||   

            )(|||||| 2 βαααβuα

  

            ωβααβφuα συν||||||||συν|||| 22
1


  

                )συν1(||||συν|| 1 ωβαφu 


 

        )συν1(
||

||||
συν 1 ω

u

βα
φ 


 



.             (1) 

 Ομοίως έχουμε:            βααβu


||||   

           2||)(|| βαβαβuβ

  

           2
2 ||||συν||||||συν|||| βαωβαβφuβ


  

                )συν1(||||συν|| 2 ωβαφu 


 

        )συν1(
||

||||
συν 2 ω

u

βα
φ 


 



.             (2) 

 Από τις (1) και (2) έχουμε 21 συνσυν φφ  , άρα 21 φφ  . 

 (ii)   )|||)(||||(| βααββααβvu
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          0|||| 22222222  βαβαβααβ


. 

 Επομένως vu


  και επειδή ο φορέας των u


 διχοτομεί τη γωνία των α


 και 

β


, ο φορέας των v


 διχοτομεί την παραπληρωματική γωνία των α


 και β


. 

 
4.  Έχουμε διαδοχικά: 

                  02


 γβα  

          γβα


2  

         222 44 γββαα


  

              91444  βα


 

                2βα


              (1) 

 Αν εργαστούμε αναλόγως, βρίσκουμε ότι: 

          3γβ


   και   6αγ


.             (2) 

 Έτσι, λόγω των (1) και (2), έχουμε 

 5632  αγγββα


. 

 

5.  α΄ τρόπος: Επειδή βα


  έχουμε  0βα


 οπότε 

     0 λνκμ               (1) 

 Επειδή τα μέτρα των α


 και β


 είναι ίσα με τη μονάδα έχουμε 

     122  λκ               (2) 

 και     122 νμ .              (3) 

 Ισχύει όμως η ταυτότητα: 

 222222 )()())(( λμκνλνκμνμλκ  , 

 η οποία, λόγω των (1), (2) και (3), γίνεται 

 1)()(011 22  λμκνλμκν . 

 β΄ τρόπος: Έχουμε 

 
2

222222 συν)],(),[()( 




  ωμνλκμνλκλμκν ω2συν11  ,  

 όπου ω είναι η γωνία των διανυσμάτων ),( λκ  και ),( μν  . 
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 Όμως τα διανύσματα ),( λκ  και ),( μν   είναι παράλληλα, αφού 

0)( 


λνκμ
μν

λκ
. Επομένως, θα είναι 1συν 2 ω  και έτσι θα έχουμε 

1)( 2  λμκν . 

 

6.  Θεωρούμε τα διανύσματα ),( βαα


 και ),( δγβ


. 

 Έχουμε ),(συν),(συν|||| 2222


 βαδγβαβαβαβα


 

 και  βδαγβα 


. 

 Επομένως 
2222

),(συν
δγβα

βδαγ
βα







 και επειδή  1),(συν1- 


βα


  

 έχουμε 11
2222







δγβα

βδαγ
. 

 

7.  (i) Έχουμε 
  

βαOMOAMA


  και 
  

βα


  . 

 (ii) Έχουμε 
 

0||||))(( 2222  αβαββαβα


 . 

 Αφού 
 

0 , έχουμε 
 

 . Γεωμετρικά αυτό σημαίνει ότι “η 
γωνία η εγγεγραμμένη σε ημικύκλιο είναι ορθή”. 

 

8.  (i) 
  

αβHAHBAB


 , 
  

αγ


   και 
  

βγ


  . 

 (ii) Έχουμε 
 

00)(  βαγβγαγ


 που ισχύει, αφού 

 . 

 Επίσης 
 

00)(  βαγβαβγ


 που επίσης ισχύει, αφού 

 . 

(iii) Η ισότητα αβαγ

  γράφεται διαδοχικά: 

0 αβαγ


 

      0)(  αβγ


 

         
  

0)(    

       
 

0  

        
 

  . 
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 Επομένως  . Αποδείξαμε λοιπόν ότι: “οι φορείς των υψών ενός 
τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σημείο”. (Το σημείο αυτό λέγεται 
ορθόκεντρο). 

 

9.  Έχουμε 
  

12 βγ


   και 
  

12 γβ


  . Επομένως 

 

112112221212 )()( γβββγγβγγββγ

  

      


  συν|||συν|||| 11221122 γβZAβγγββγ


 

        συν))(() (συν))((  π  

      0συν))((συν))((   . 

 Άρα      . 
 

10. Αν φέρουμε τη διάμετρο   , τότε οι 
γωνίες B ,   ,   είναι ορθές. 

 Επομένως, 










 ΠροβBA ,   









 Προβ    

και   









 ροβ ,  

 οπότε 
    



 








 ΠροβΠροβ  

          
   

   

          
  

  )(  

          
  



  



 Προβ . 

 

11. Αν    είναι το αντιδιαμετρικό του Β, τότε 

090

  και επομένως 










Προβ . 

 Είναι  
 

 Γ΄

 Γ

 Δ Δ΄ Α

 Α΄
 B΄

 B
 O

 

 B΄B

 Μ
 Α

 ρ  O
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)()( OMBOOMOBBMMBMAMBMBMA   

                   
   

)()( OMOBOMOB   

                   
   

)()( OBOMOMOB   

                   
 

22 OBOM   

                   


22 ρOM  , 

 που είναι σταθερό.  
 
 

ΓΕΝΙΚΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ  1ου  ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 

 
 
1.  Για να είναι τα τρία σημεία Α, Β και Γ συνευθειακά, αρκεί να αποδείξουμε ότι 

τα διανύσματα 

AB  και 


A  είναι συγγραμμικά. 

 Από τη σχέση 0||||||  μλκ  προκύπτει ότι ένας τουλάχιστον από τους κ, λ, 

μ, για παράδειγμα ο λ, είναι διάφορος του μηδενός. 
 Έχουμε διαδοχικά: 

  
  

0


  μλκ  

         
    

0)()(


  μλAκ  

        
  

0)(


  μλκμλ  

      
 

0


  μλ  

                 
 

 μλ   

       
 


λ

μ
  

 Επομένως τα διανύσματα 

  και 


  είναι συγγραμμικά και άρα τα 

σημεία Α, Β και Γ είναι συνευθειακά. 

 Αντιστρόφως. 
 Αν τα σημεία Α, Β και Γ είναι συνευθειακά, τότε υπάρχει πραγματικός 

αριθμός ρ τέτοιος, ώστε 
 

  ρ . Επομένως 

   
)(   ρ  

 B΄

 Α

B

 Μ

 O
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0


  ρρ  

  
0)(1)1(


  ρρ . 

 Η τελευταία σχέση αν θέσουμε κρ 1 , λ1  και μρ , γράφεται 

  
  μλκ  με 011  ρρμλκ  και με έναν τουλάχιστον 

από τους κ, λ και μ διάφορο του μηδενός, εδώ 01λ . 
 

2.  Αρκεί να αποδείξουμε ότι 
  

)(
2

1   . 

 Έχουμε          
  

   

     
 

   

     
   

 μλμλ   

     
 

 )()( λμμλ  . 

 Ώστε    

 
  

 )()( λμμλ      ή, ισοδύναμα,    
 

 )()1( λμμλ  . 

 Επειδή όμως τα διανύσματα 

  και 


  δεν είναι συγγραμμικά, η 

τελευταία ισότητα ισχύει μόνο όταν 01  μλ  και 0 λμ , επομένως 

2

1
 λμ . 

 Άρα 
    

)(
2

1

2

1

2

1    που σημαίνει ότι το Μ είναι το 

μέσον της πλευράς ΒΓ. 
 

3.  Με σημείο αναφοράς το Α η δοθείσα σχέση γράφεται διαδοχικά: 

     
  

7)2(    

    
7)2)((    

          
   

7))((    

             
 

722   

          
 

7|||| 22    
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79|| 2   

            


4||  . 

 Από την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι το Μ απέχει από το σταθερό σημείο 
Α σταθερή απόσταση ίση με 4. Άρα το Μ κινείται σε κύκλο με κέντρο το Α 
και ακτίνα 4ρ . 

 

4.  α΄ τρόπος: Το εμβαδόν του 
παραλληλόγραμμου ΟΑΓΒ είναι ίσο με 

υα ||


, δηλαδή ίσο με ωβα ημ||||


 , όπου ω η 

γωνία των διανυσμάτων α


 και β


. Αρκεί, 

λοιπόν, να αποδείξουμε ότι 

 1ημ||||ημ||||  ωαβωβα


. 

 Από τη δοθείσα σχέση έχουμε: 

      1||  βλα


 

    1|| 2  βλα


 

   1)( 2  βλα


 

           1)(2 22  βλβαλα


 

0)1|(|)2(|| 222  αλβαλβ


 

 Η τελευταία εξίσωση είναι 2ου βαθμού ως προς λ και, σύμφωνα με την 
εκφώνηση, έχει λύση. Άρα, η διακρίνουσα Δ της εξίσωσης αυτής είναι 
μεγαλύτερη ή ίση του μηδενός. Δηλαδή, έχουμε 

0)1|(|||4)(40 222  αββα


  

      0)1|(|||συν|||| 22222  αβωβα


 

      01||συν|| 222  αωα


 

      01ημ|| 22  ωα


 

      1ημ|| 22  ωα


 

      1ημ||  ωα


   (αφού   0ημ ω ). 

Ο

 Γ

 Α 

a

 



 Β

 υ

 ω
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 β΄  τρόπος Το εμβαδόν του 
παραλληλογράμμου ΟΑΓΒ είναι ίσο με 

         )()()(   .         (1) 

 Όμως, είναι ||)( β


  και 

1||)()(  βλα


 . Επομένως, 

λόγω της ισότητας (1), έχουμε 

||)()( β


  . 

 
 

5.  (i) Για να είναι το Η το ορθόκεντρο του 
τριγώνου αρκεί να δείξουμε ότι 
 

0 , 
 

0  και 
 

0 . 
 Έχουμε: 

  
     

))((    

   ))(( βγαγβα


  

   ))(( βγγβ


  

   22 |||| βγ


  

   
 

0|||| 22    

 Ομοίως δείχνουμε και ότι 
 

0  και 
 

0 . 

(ii) Για το βαρύκεντρο G γνωρίζουμε ότι 
  

0


 GGBGA . 

 Επομένως  
     

0


 OGOOGOBOGOA   

   
   

OOBOAOG 3  

   


)(
3

1
γβαOG


 . 

 (iii) Έχουμε 


γβα


  και 


)(
3

1
γβαG


 . 

Επομένως 
        

GHOGOGGHOGOGOHG
2

1
223    που 

σημαίνει ότι τα GO,  και Η είναι συνευθειακά σημεία και ότι το G  διαιρεί 

το τμήμα ΟΗ σε λόγο 1/2. 

Ο

 Σ

 Γ

Δ

 Α

 


 



 Β

 


a

 

 Γ B

 O
 G

 Η

 Α

 



 33

6.  (i) Επειδή   xγβxα


 )(    έχουμε 

           αxγαβxα

 )()(  

         αxαγαβxα

 ))((  

         αγxααβxα

 ))((  

         αγαβxα

 )1)((              (1) 

 (ii) Επειδή 01αβ


, διαιρούμε τα μέλη της (1) με 1αβ


 και παίρνουμε 

1




αβ

αγ
xα 




. Έτσι, από τη δοθείσα σχέση έχουμε xγβ
αβ

αγ 









1
, οπότε 

είναι γβ
αβ

αγ
x













1
. 

 

7.  (i) Έχουμε 
  

)(
2

1
)(

2

1
βακEEBEK


   

      και 
  

)(
2

1
)(

2

1
βλαEEAE


  . 

 Για τη διανυσματική ακτίνα του σημείου Μ έχουμε: 

  
     )(

2

1
)(

2

1

2

1
αβxβZEEZEM


  ,   αφού 
 

)(// αβAZ


  

 και 
     )(

2

1
)(

2

1

2

1
ακβλyακBZEBEZEM


 , αφού 
 

ακβλBBZ


// . 

 Επομένως,  )()( ακβλyακαβxβ


  

    αyκκxβyλx


)()1(  . 

 Επειδή τα α


 και β


 δεν είναι συγγραμμικά, για να αληθεύει η τελευταία 

ισότητα πρέπει 01  yλx  και 0 yκκx . Από τη λύση του συστήματος 

των δύο αυτών εξισώσεων προκύπτει ότι 
λκ

λκ
x





)1(

 και 
λκ

κ
y





1

. Επομένως  

 






 




 )(
1

2

1
ακβλ

λκ

κ
ακEM


. 

(ii) Από το προηγούμενο ερώτημα έχουμε 
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)(

2

1
)(

2

1
βακβλαEKEK


   

ή             
  βλακK


)1()1(

2

1
  

και        
  





 




 βακακβλ
λκ

κ
ακEKEMKM


)(

1

2

1
 

ή            
  βλακ

λκ

κ
KM


)1()1(

2

1



 . 

 Επομένως  
 

K
λκ

κ
KM


 ,  που σημαίνει ότι τα σημεία Κ, Λ και Μ είναι 

συνευθειακά. 
 

8.  Σύμφωνα με την άσκηση 4 της Β΄ ομάδας στη σελίδα 28, αν γβα


,,  είναι οι 

διανυσματικές ακτίνες των κορυφών Α, Β και Γ αντιστοίχως του 
Δ
AB  και 

ζεδ


,,  είναι οι διανυσματικές ακτίνες των κορυφών Δ, Ε και Ζ αντιστοίχως 

του 
Δ

  ως προς την ίδια αρχή Ο, τότε έχουμε: 

νμ

γμβν
δ








,   

νμ

αμγν
ε








   και   

νμ

βμαν
ζ







. 

 Το κέντρο βάρους G του 
Δ
AB  έχει διανυσματική ακτίνα την 

 


)(
3

1
γβαOG


 . 

 Επίσης το κέντρο βάρους G   του τριγώνου 
Δ

  έχει διανυσματική ακτίνα 


























νμ

βμαν

νμ

αμγν

νμ

γμβν
OG



3

1
 

    )(
3

1))((

3

1
γβα

νμ

γβανμ 






 . 

 Επομένως 
 

GOOG  , που σημαίνει ότι τα G και G   συμπίπτουν. 
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