
6 ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 
ΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

6.1 Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

 
�����!�" 
�� ����� �	
���
��� �	������	 ���	������	� ��� ����
�, �	 ����	 ���	-
�������	� ����, ���� � ���� ��� ���� �	 �	
�
���� ��� ���� ��� �����. � 
��	���	��	 �� ��� ����	 ��
� ���� ��� ���� ����
��� 	�������!����	� �� ��	 
	�
���� ���� ��� ����� ����
���, ������ ��
�� ��
��
����	� 	�� ��	 �	-

��	���� ����, ��"� �	����	� ��	 �	
	���" �	
	�����	�	.  

1. # ����� � �� ��
� ��� 	������� �����	�� 5000 ��
� �� ��	 ���� �� 

������ �������� �%, �����	� �	�� �	 ��"��� 	�� ��� ���� 5000
100

�� = . 

# ����� 	���� ��
��
���� ��	 ��	���	��	, �� ��� ����	 ��
� ���� ��� � 
	�������!����	� �� ��	 	�
���� ���� ��� �. $�	 �	
������	, 	� 3� = , 
���� 150� = , ��� 	� 5� = , ���� 250� = ���.  

2. &� �������	 S �� km ��� ��	��
��� 	�� �������� �� !
����� ������-
�	 2h, �� ���� �	!����	 � �� km/h, �����	� 	�� ��� ���� 2S �= . # ��-
��� 	���� ��
��
���� ��	 ��	���	��	, �� ��� ����	 ��
� ���� ��� � 	-
�������!����	� �� ��	 	�
���� ���� ��� S. $�	 �	
������	, 	� 60� = , 
���� 120S = , ��� 	� 70� = , ���� 140S = , ���.  

3. &� ���	�� � ���� ������ 	����	� 
 �����	� 	�� ��� ���� 2� ��= . #-
���"� �	� � ����� 	���� ��
��
���� ��	 ��	���	��	, �� ��� ����	 ��
� 
���� ��� 
 	�������!����	� �� ��	 	�
���� ���� ��� �. $�	 �	
������	 
	� 1� = , ���� � �= , ��� 	� 2� = , ���� 4� �=   ���.  

'��
!��� ��"� �	� ��
�������� ���� � ��	���	��	 	�������!���� 	�����	 
���� ����� ��� ����
�� ��� ��
��
����	� � ���" ��� ��"
������ 	� ��
�-
�
����	� 	�� ������ ����. $�	 �	
������	:  
� #� �
�� ��� ���
	� �	� �� 	�������!�� 
�
���
	���� ����.  
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� #� ��
�� ��� ����� �	� �� ����� ���� (���� ������	��� (�.!. ��� ���	-

���).  

+	
	��
���� ��� �� ��	 �	 �	
	���" �	
	�����	�	 ���
!�� �����	 ��	��-
�	��	, �� ��� ����	 ��
� ����!��� ���� ������� / 	�������!����	� �� ��	 
	�
���� ����!��� ������� ����� ������� 8. 9�	 �����	 ��	���	��	 �����	� 
����
���� 	�� �� / ��� 8. ;��	��:  

����#�� 
�������	� 	�� ��	 ������ / �� ��	 ������ 8 �����	� ��	 ��	���	��	 
(�	���	�) �� ��� ����	 ��
� ����!��� ��� ������� / 	�������!����	� 
�� ��	 	�
���� ����!��� ��� ������� 8. 

&� ������ 
 �����	� ��
�� ���	��� � 	����� ���	��� ��� f. 

#� ���	
������ �	
��������	� ����
"� �� �	 ���
� �
���	�	 f, g, h ���. 
��� <	������� 	��	�����.  

/� �� ��	 ����
���� f 	�� �� / ��� 8, �� /x∈  	�������!����	� ��� 8y∈ , 
���� �
������:  

( )y f x=   

�	� ��	������� «y ���� f ��� x». &� ( )f x  �����	� ���� ���� ��� f 	�� x. &o 
�
���	 x, ��� �	
������� ����������� ����!��� ��� ������ �
����� ��� f, 
��������	� ���������� ���������, ��� �� y, ��� �	
������� ��� ���� ��� 
����
����� ��� x, ��������	� ���������� ���������.  

&� ������, ��� �!�� ��	 ����!��	 ��� ��� ����� ( )f x  ��	 ��	 �	 /x∈ , ����-
�	� 	����� ����� ��� f �	� �� ������������ �� ( )
f .  

� �	
	���" ����
���� ����������	� "� �(��:  
: / 8

( )
f

x f x
→
→

 

=��� �.!. � ����
���� f, �� ��� ����	 ��
� �� 	
������� 	
�
��� 	�������-
!����	� ���� ���
	�"���� ��� 
��	, ����������	� "� �(��:  

[ ): 0,f

x x

+∞ →

→

�
 

$�	 �	����
� �	�	����� ��� �	
	���" �
����� 	� ����� �	 �	
	�����	�	 
��� 	�����
���:  
  
1$ %���&��'#� 
=��" f � ����
���� �� ��� ����	 ��
� ���
	 ��	� �
������� �������	� 
���� ���	 	�������!����	� ���� �>�����
� 
�
���
	��	 ���.  
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$�	 �� ����
���� 	���, �� ����� �
����� ���	� �� ������ 
{/ 1,2,3,4,5,6,7}= , 

��� �� ������ ����� �� ������  

{ }0 0 0 0 0(/) 9 , 11 , 12 , 13 , 15 8f = ⊆  

9� 	��
�� �� �	
������	 	��� ��������� �	 	�����
	 !	
	���
������ 
��	� ����
����� : / 8f → .  
• @�
� ����!��� ��� / 	�������!����	� �� ��	 	�
���� ����!��� ��� 8.  
• 9�
��� ����!��	 ��� 8 ���
�� �	 ��� 	�������� ����� ��� f (�.!. 180).  
• ;�� � ��
������
	 ����!��	 ��� / ���
�� �	 	�������!�����	� ��� ���� 

����!��� ��� 8 (�.!. �	 3 �	� 7 	�������!�����	� ��� 13°).  
 
2$ %���&��'#� 

B�"
���� �	 �����	 /={	, �, �} �	� 8={1, 2, 3, 4, 5}, �	
�� ������ �	� �	 
�	
	���" �!��	�	 (������	�
���	�	). +	
	��
���� ���: 

� &� �!��	 (	) �	
������� ����
����, 	��� ��
� ����!��� ��� / 	���-
����!����	� �� ��	 	�
���� ����!��� ��� 8.  

� &� �!��	 (�) ��� �	
������� ����
����, 	��� �� /�∈  	�������!����	� 
�� ��� ����!��	 ��� 8.  

� &� �!��	 (�) ��� �	
������� ����
����, 	��� �� /	∈  ��� 	�������!�-
���	� �� �	���	 ����!��� ��� 8.  

� &� �!��	 (�) ��� �	
������� ����
����. +
���� ����� ��  /	∈  ��� 
	�������!����	� �� �	���	 ����!��� ��� 8 �	� �����
�� ����� �� /�∈  
	�������!����	� �� ��� ����!��	 ��� 8.  
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�!��	 	D                                                �!��	 �D 

 

                  
�!��	 �D                                                �!��	 �D 

 
�@<=$E$�B�FG� �@<AB=>�>?  
E��	�� �	
	���" ���, ��	 �	 �
����� ��	 ����
���� f, �
���� �	 ��
��� 
�
�	 ����!��	:  
• &� ����� �
����� ��� /  
• &� ������ 8 �	�  
• &� ( )f x ��	 ��
� /x∈  
#� ���	
������, �� ��� ������ 
	 	�!���
���� ��� ������ 	���, ���	� ��� 
��
��� : / 8f → , ���� / ⊆ � �	� 8⊆ � , ���	� ���	��, ��"� ����, ����-
������� 	������	��� ���� ����������� ����������.  

+����� ��
�� 	�	��
��	��� �� ��	 ����
����  f  ������	� ����� ��� ���� 
�� ��� ����� ���
����	� �� ( )f x . <��� �.!. �����	� «� ����
���� f, �� 

( ) 1 4f x x= − » �, ��� ������	, «� ����
���� ( ) 1 4f x x= − » �, 	���	, 

«� ����
���� 1 4y x= − ».  

�� ��	 �����	 ��
���"�� 
	 
�"
���� 	�������� ���:  

• &� ����� �
����� / ��� f ���	� �� «��
���
�» 	�� �	 ��������	 ��� 
� ��	 ����	 �� ( )f x �!�� ����	.  

• &� ������ 8 ���	� ������
� �� ������ � �"� �
	��	����� 	
�
���.  

=��� ��	 �� ����
���� ( ) 1 4f x x= −  �� ����� �
����� ���	� �� ������ 

1/ ,
4

⎛ ⎤= −∞⎜ ⎥⎝ ⎦
, 	��� �
���� 1 4 0x− ≥ , ��� �� ������ 8 ���	� ��� �� � . 
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��#����� 
+����� ��
�� ��	 ����
���� ��
��
����	� �� ��	� ���� ��� �!�� �������, 
��"� ��	 �	
������	 � ����
����:  

( )
2 1, 	� 0

1, 	� 0
x x

f x
x x

⎧ + <
= ⎨

− ≥⎩
. 

$�	 �	 ������������ ��� ����� ��� f ��	 �����	 1, 0−  �	� 1 �
�	���	��� 
"� �(��: 
� $�	 1 0x = − < , 	�� ��� ����� ( ) 2 1f x x= + , �!����:  

( ) ( )21 1 1 1 1 2f − = − + = + = . 

� $�	 0x = , 	�� ��� ����� ( ) 1f x x= − , �!����: 

( )0 0 1 1f = − = − . 

� &����, ��	 1 0x = ≥ , 	�� ��� ����� ( ) 1f x x= − , �!����:  

( )1 1 1 0f = − = . 
 

�H�I�� 
/� �	�, ������, !
������������ �� �
���	 f ��	 �	 ���������� ��	� ����
-
����� �	� �� �
���	 x ��	 �� ���������� ��� ��!	��� ����!���� ��� ������ 
�
����� ���, "����� ���
���� �	 !
�������������� �	� ���	 �
���	�	. 
=��� ��	 �	
������	 ��  

( ) ( ) ( )2 2 24 7, 4 7 �	� 4 7f x x x g t t t h s s s= − + = − + = − +  
�
����� ��� ���	 ����
����.  
E�����"� �� x ���� ���� ��	� ����
����� 
	 �	���� �� 
��� ��	� «����	� 

����». 9� 	��� �� ��������, � �	
	���" ����
���� 
	 ���
���� �	 �!�� 
�� ��
�� 

( ) ( ) ( )2 4 7,f = − +  
���� �� �	
��
����� �!��� ��
�� �� 
��� ���� �
���	���.  
=��� ��	 �	 ������������ �� ( )2f − 	��� ����
������ �� 2−  ���� 
�����, 
��� �
����� �� �	
��
�����:  

( ) ( ) ( )22 2 4 2 7
4 8 7 19

f − = − − − +

= + + =
 

#���"�, �!����  

( ) ( ) ( )2

2

3 3 4 3 7

9 12 7

f x x x

x x

= − +

= − +
 

'��
!�� ��"� �	� ��	 �	
	��
	 	��������� �"� ���
����� μ	� ��� �!���-
����	� μ� ���	
������. +����� ��
�� 	��� �	 ���� «� ����
���� 
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( ) 21
2

s t gt= », 
	 ��μ� «� ����
���� 21
2

s gt= », ���	�� �
������ s ���-

�����	� �� s(t). /��� � 	��������� �����	� ��!���	�	 �� �����
�� ������-
���, ��� !
����������� �� �	
��	���� �����	 �	� �	 �	
��	���� �
�	���-
	, ��"� � ������, � !����	 ���. ����
"� ���� ��
�������� 	���� ���
!�� 
������ ���
	�	, ���� �� t ���	� � ���� ���� ����
���, ��� ������
!��	� ��� 
���
	�	, �	� �� s(t) � 	�������!� ���� ������� ����� ����
���. 

�K��#�'� 
 
�� ������ �� ��
�� ���	��� ��� 	������	��  

( ) 1 1
2

f x x
x

= + −
−

 

 
I��� 
� ����
���� f  �
����	� ��	 �����	 ���� �	 x ��	 �	 ����	 ��!���  

2 0x − ≠   �	�  1 0x − ≥  
�, ������	�	, ��	  

2x ≠   �	�  1x ≥  
F
	 �� ����� �
����� ��� f  ���	� �� ������ [ ) ( )/ 1, 2 2,= +∞�  (�!��	) 

 
 
 

�������� 
 
 

�L �#�&�� 

1. G	 �
���� �� ����� �
����� �"� �	
	���" ���	
����"�: 

i) ( ) 4 5
1

f x
x

= +
−

 ii)   ( )
2

2

16
4

xf x
x x
−

=
−

 

iii) ( ) 2

1
1

f x
x

=
+

  iv)   ( ) 1f x
x x

=
+
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2. #���"� �"� ���	
����"�: 

i)    ( ) 1 2f x x x= − + −   ii)   ( ) 2 4f x x= −  

iii) ( ) 2 4 3f x x x= − + −  iv)   ( ) 1
1

f x
x

=
−

 

 

3. ;����	� � ����
���� 

( )
3 ,  	� 0

2 3,  	� 0
x x

f x
x x

⎧ <
= ⎨

+ ≥⎩  

G	 �
���� ��� ����� ( )5f − , ( )0f  �	� ( )6f . 

 

4. 9�	 ����
���� f  �
����	� "� �(��: 
“
��
�� ���� ������ ������, �������� �’ ����� �� 1, ������������� �� 
�������� �� 4 ��� ��� 	������� �������� �� �����	��� ��� �������”. 

i)  G	 �
���� ��� ���� ��� f  �	� ��� ����!��	 ��� ����� ��� ��	 0x� , 
1x = , 2x =  �	� 3x = . &� �	
	��
����; 

ii)  G	 �
���� ���� �������� 	
�
���� x ��	 ���� ������� ��!��� 
( ) 36f x = ,  ( ) 49f x = ,  ( ) 100f x =   �	�  ( ) 144f x = . 

 
5. ;�����	� �� ���	
������: 

i)     ( ) 4 5
1

f x
x

= +
−

,      ii)  ( )
2

2

16
4

xg x
x x
−

=
−

    �	�     iii)   ( ) 2

1
1

h x
x

=
+

. 

 G	 �
���� ��� ����� ��� x  ��	 ��� ������ ��!���: 

           i)     ( ) 7f x =                  ii)   ( ) 2g x =             �	�      iii)    1( )
5

h x = . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 



 
��B=N���<;? �@<=N=��E;<N?  
� �	
���	�� ���� ������� ��� �������� �� ��	 ��	���	����� ������ �
	�-
�	����� 	
�
���, ���
��� ���� ������� ��"���
���� �
�������"� �� 	�-
���
���� ��
�����. � �	
���	�� 	���, ��"� ��
	�� �� �
���������� ��-
(���, �����	� "� �(��:  

+��" �� ��	 ������� �!��������� ���  ��
����� �(���� 'x x  �	� 'y y  �� 
����� 	
!� ��	 ������ �. /�� 	����� � �
�������� 'x x  �����	� ������ ��� 
���������� � ������ ��� x, ��� � �	�	��
���� 'y y  ������ ��� �����-
����� � ������ ��� y.  

J�"� ���	� ��"���, �� ��
� ������ � ��� �������� �"� 	(��"� ���
���� 
�	 	�������!������ ��	 ��	���	����� ������ ( , )� �  �
	��	����� 	
�
��� 
�	� 	�����
��"�, �� ��
� ��	���	����� ������ ( , )� �  �
	��	����� 	
�
-
���, ���
���� �	 	�������!������ ��	 ���	���� ������ � ��� ��������, 
��"� �	����	� ��� �!��	:  

 
#� 	
�
��� �, P ������	� 	������������ ��� �.  E�������
	 � � �����	� ��-
������� �	� � P ��������� ��� ������� �. &� ������ � ��� �!�� �����-
�	������ � �	� P ����������	� �� ( , )# � P  �, 	���, �� ( , )� P .  

E����� � ���	 ��� !
������������ ������ ��	 ��� �	
���	�� �����"� ��� 
�������� 	����� ���� @	
�����, �� �	
	���" ������ �"� 	(��"� �� ���� 
�����	���! 	�	���� 	������������ 	�� �����
� �	� �� ������������ 
#xy , ��� �� ������� ��� ����� �
������ �� ������	 	��� �� ���� �����-
	���! �����
�. /� �������� �� ������� �"� 	(��"� �!��� �� ���� �����, �� 
������	 #xy �����	� �����������!.  

��#�����: 
��	 ������	, ����� 	� 	�	��
��	� ��	��
�����, ��	� ���� �	
����	�� ��-

6.2  ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ
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����	 ������	����"�, 
	 �������� �

��	������ �	
����	�� ������	 ��-
����	����"�.  

/� 
�"
������ ��
	 ��	 ������	 Oxy  ������	����"� ��� �������. &���:  

• &	 �����	 ��� �(��	 'x x  �	� ���� 	��� �!��� ���	����� ��� �� �� ��-
���, ��� �	 �����	 ��� �(��	 'y y  �	� ���� 	��� �!��� ��������� ��� 
�� �� �����  

• #� �(���� !"
����� �� ������� �� �����
	 
���	
����
�	, ��� ���	� �	 ��"��
��� �"� 
�"���� �xOy , � 'yOx , �' 'x Oy  �	� �'y Ox  �	� �-
�������	� 1�, 2�, 3� �	� 4�, ���	
����
��, 	-
�������!"�. &	 �
����	 �"� ������	����"� 
�"� �����"� ���� �	�����	� ��� ����	�� 
�!��	. 

• /� ( ),� � �  ���	� ��	 ������ ��� �	
����	-
��� ��������, �� �� ���
��	 ��� ������
�	� "� �
�� �(��	 �	� "� �
�� 
����
�, ��	���������� ���: 

� &� ������
��� ��� "� �
�� ��� �(��	 'x x  ���	� �� ������ ( ),! � �− , 
��� �!�� ���	 ��������� �	� 	���
��� ���	����� (�!. 	D). 

� &� ������
��� ��� "� �
�� ��� �(��	 'y y  ���	� �� ������ ( ),B � �− , 
��� �!�� ���	 ���	����� �	� 	���
��� ��������� (�!. 	D). 

� &� ������
��� ��� "� �
�� ��� 	
!� �"� 	(��"� ���	� �� ������ 
( )," � �− − , ��� �!�� 	���
���� ������	������ (�!. 	D).  

� &� ������
��� ��� "� �
�� �� ��!����� ��� 1�� �	� 3�� �"��	� �"� 
	(��"� ���	� �� ������ ( )' ,� � �  ��� �!�� ��������� ��� ���	����� 
��� � �	� ���	����� ��� ��������� ��� � (�!. �D). 

       
                           
#$�� �%                                           
#$�� �% 
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�Z[�=��> �>ENG!<  
=��" Oxy  ��	 ������	 ������	����"� ��� ������� �	� ( )1 1,� x y  �	� 

( )2 2,& x y  ��� �����	 	����. B	 ���(���� ��� �� 	����	�� ���� �����	� 	�� 
��� ����: 

( ) ( ) ( )2 2
2 1 2 1�& x x y y= − + −

�%�&��\�: 

/�� �� �

������ �
��"�� @/8
�

��� 
����	��� �!��	��� �!����: 

( ) ( )

2 2 2

2 2
2 1 2 1

2 2
2 1 2 1

( ) ( ) ( )�& '� '&

x x y y

x x y y

= +

= − + −

= − + −

 

�����: 

( ) ( ) ( )2 2
2 1 2 1�& x x y y= − + − . 

# �	
	���" ����� ��!��� �	� ���� ��
���"�� ��� � �& ���	� �	
������ �� 
��� �(��	 'x x  (�!��	 �D) � �	
������ �� ��� �(��	 'y y  (�!��	 �D). 

                
                   
#$�� 	%                                                       
#$�� *% 

$�	 �	
������	, 	� (3,1)� , (3,5)&  �	� (-1,1)"  ���	� �� ��
���� ���� �
���-
��� /8$, ���� 
	 ���	�: 

2 2 2( ) (3-3) (5 1) 4 4�& = + − = =  

2 2 2( ) (-1-3) (1 1) 4 4�" = + − = =  

2 2 2 2( ) (-1- 3) (1 5) 4 4 4 2&" = + − = + = . 

/���, ������, ���	� ( ) ( )�& �"= , �� �
��"�� �&" ���	� ��������� �	� ����-
�� �������� ��!��� 2 2 2( ) ( ) 32 ( )�& �" &"+ = = , �� �
��"�� �&" ���	� �	� �
-

������. 
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�K��#�'�  
 
"	�� C o ������ �� ������ ��� ��#� O ��� ��!��� 
��� ������ B. �� ���
��#��� !�� ��� 	����� 

( ),# x y ������ 	��� ����� C, �� ��� �!�� �� �	#��� 
2 2 2x y B+ =  

 
�%�&��\� 
E��	� �
��	��� ��� ��	 ������ ( ),� x y  	����� ���� 

����� C , 	� �	� ���� 	� ��!��� ( )�� �= . J�"� 

( ) 2 2�� x y= + , ����� �!����: 

( ) 2 2 2 2 2�� � x y � x y �= ⇔ + = ⇔ + =  

E�����"� �� ������ ( ),� x y  	����� ��� ����� ( )#,C � , 	� �	� ���� 	� �� �����-
�	������ ��� ��	�������� ��� �(��"��  
                                                  2 2 2x y B+ =                                          (1) 
� �(��"�� (1), ��� ��	��������	� 	�� ��� ������	������ �"� �����"� ��� ������ 
( )#,C �  �	� ���� 	�� 	����, �����	� ���	�	� ��� ������ �� ������ $ ��� ����-

�� � . 

$�	 �	
������	, � �(��"�� ��� ������ �� ����
� �  �	� 	����	 1� =  ���	� � 
2 2 1x y+ = . # ������ 	���� �����	� �	� ����
����� ������. 

'B�F�Y" Z�BA�=��> �@<AB=>�>? 
=��"  f  ��	 ����
���� �� ����� �
����� / �	� Oxy  ��	 ������	 �����-
�	����"� ��� �������. &� ������ �"� �����"� ( , )M x y  ��	 �	 ����	 ��!��� 

( )y f x= , ���	�� �� ������ �"� �����"� ( , ( ))M x f x , Ax∈ , �����	� ���-
%��� ����	��	� ��� f �	� ����������	� ����
"� �� fC . � �(��"��, ���-

���, ( )y f x=  ��	��
����	� 	�� �	 �����	 ��� fC  �	� ���� 	�� 	���. E��-

���"�, � ( )y f x=  ���	� � �(��"�� ��� �
	����� �	
���	��� ��� f. $�	 �� 
���� 	���, �� �
	���� �	
���	�� fC  ��� f �� ������������, ������ ��
��, 

	��� �� ��� �(��"�� ���, ���	�� �� ( )y f x= . 

E����� ��
� x A∈  	�������!����	� �� ��	 ���� y∈� , ��� ���
!��� �����	 
��� �
	����� �	
���	��� ��� f �� ��� ���	 ���������. /��� ���	���� ��� 
��
� �	�	��
��� ��
��	 �!�� �� �� �
	���� �	
���	�� ��� f �� ���� ��	 
����� ������ (�!. 	D). =���, � ������ ��� 	������� �
	���� �	
���	�� ��-
��
����� (�!. �D). 
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#$�� �%                                   
#$�� �%               

J�	� �����	� � �
	���� �	
���	�� ��	� ����
�����  f  ���
����, ������, 
�	 �!��������� �	� �� �
	���� �	
���	�� ��� 
����
����� f− , �	�
����	� �� ������
��� 
��� �
	����� �	
���	��� ��� f "� �
�� ��� 
�(��	 x x′  �	� ����� ����� � �
	���� �	
���	-
��� ��� f−  	��������	� 	�� �	 �����	 

( , ( ))M x f x′ −  ��� ���	� ������
��� �"� ��-
���"� ( , ( ))M x f x  ��� �
	����� �	
���	��� 
���  f  "� �
�� ��� �(��	 x x′ .  

�K��#�'�  
 
��� 
�����! 	#��� 
������� �� ���%���� ��-
��	��	��� 
�� 	������	��� f  ��� g , ��� 
����� ���	����� 	� !�� �� � .  
i) �� ������ ��� ����� ��� f  	�� 	�����: 

3− , 2− , 1− ,  0,  1  ���  2 
ii) �� ��	��� ��� ���	�	���:  

( ) 0f x = , ( ) 2f x =  & ( ) ( )f x g x= . 
iii) �� ��	��� ��� ���	�	���:  

( ) 0f x >   ���  ( ) ( )f x g x> . 
 
I��� 
i) E��	�:  

( )3 2f − = , ( )2 0f − = , ( )1 1f − = − , ( )0 1f = − , ( )1 0f =  �	� ( )2 2f = . 

ii) #� 
���� ��� �(��"��� ( ) 0f x =  ���	� �� ���������� �"� ������ �����"� ��� 

�
	����� �	
���	��� ��� f  �	� ��� �(��	 'x x , ���	�� �� 	
�
��� 1 2x = −  
�	� 2 1x = . 
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#� 
���� ��� �(��"��� ( ) 2f x =  ���	� �� ���������� �"� �����"� ��� �
	����� 

�	
���	��� ��� f  ��� �!��� ���	����� 2, ���	�� �� 	
�
��� 1 3x = −  �	� 

2 2x = . 

#� 
���� ��� �(��"��� ( ) ( )f x g x=  ���	� �� ���������� �"� ������ �����"� 

�"� �
	����� �	
	�����"� �"� ���	
����"� f  �	� g , ���	�� �� 	
�
��� 

1 1x = − , 2 0x = �	� 3 2x = . 

iii) #� ������ ��� 	���"��� ( ) 0f x >  ���	� �� ���������� �"� �����"� ��� �
	��-

��� �	
���	��� ��� f  ��� �
������	� ���" 	�� ��� �(��	 'x x , ���	�� ��	 
�	 ( , 2) (1, )x∈ −∞ − ∪ +∞ . 

#� ������ ��� 	���"��� ( ) ( )f x g x>  ���	� �� ���������� �"� �����"� ��� 

�
	����� �	
���	��� ��� f  ��� �
������	� ���" 	�� �� �
	���� �	
���	-
�� ��� g , ���	�� ��	 �	 ( , 1) (0, 2)x∈ −∞ − ∪ . 
 

�������� 
 

�L �#�&�� 

1. G	 ���������� �� ��	 �	
����	�� ������� �	 �����	: 
( )1, 2� − , ( )3,4& , ( )0,0� , ( )3,0" , ( )0, 5! −  �	� ( )2, 3� − − . 

2. =�	 ������ ( ),� x y  ������	� ���	 ��� �

������ 
�&"!  ��� ����	��� �!��	���. +���� ��
��
����� 

��!���� ��	 �	 ,  x y ; 

3. G	 �
���� �� ������
��� ��� ������� ( )1,3� − , 
i) "� �
�� ��� �(��	 'x x  
ii) "� �
�� ��� �(��	 'y y  

iii) "� �
�� �� ��!����� ��� �"��	� �#x y  
iv) "� �
�� ��� 	
!� O  �"� 	(��"�. 

4. G	 �
���� ��� 	��������� �"� �����"�: 
i) ( )0,0�  �	� ( )4, 2� − , ii) ( )1,1� −  �	� ( )3, 4& , 

iii) ( )3, 1� − −  �	� ( )1, 1& − , iv) ( )1, 1� −  �	� ( )1, 4& . 
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5. G	 	�����(��� ���: 
i) &	 �����	 ( )1,2� , ( )4,-2&  �	� ( )3,5" −  ���	� ��
���� ���������� 

�
������. 
ii) &	 �����	 ( )1, 1� − , ( )1,1& −  �	� ( )4,2"  ���	� ��
���� �

��"���� 

�
������. 

 
6. G	 �!�������� �� �����"�� �� ��
���� �	 �����	: 

( )2,5� , ( )5,1& , ( )2, 3" − , ( )1,1! −  
�	� ��� ����!��	 �	 	�����(��� ��� 	��� ���	� 
�����. 

 
7. �� �	
���� 	�� ��� �	
	���" ��
�������� �	 �
���� ��� ���� ��� k  ��	 

��� ����	 �� ������ � 	����� ��� �
	���� �	
���	�� ��� ����
�����. 
i) ( ) 2f x x k= + ,      ( )2,6�  

ii) ( ) 3g x kx= ,          ( )2,8� −  

iii) ( ) 1h x k x= + ,    ( )3,8� . 

 
8. �� �	
���� 	�� ��� �	
	���" ��
��������, �	 �
���� ��� ������	������ 

�"� ������ �����"� ��� �
	����� �	
���	��� ��� ����
����� �� ���� 
�(����. 
i) ( ) 4f x x= −  ii) ( ) ( )( )2 3g x x x= − −  

iii) ( ) 2( 1)h x x= −   iv) ( ) 2 1q x x x= + +  

v) ( ) 1� x x x= −  vi) ( ) 2 4
 x x x= − . 

 
9. ;����	� � ����
���� ( ) 2 1f x x= − . G	 �
����: 

i) &	 �����	 ����� ��� fC  �� ���� �(����. 

ii) &�� ���������� �"� �����"� ��� fC  ��� �
������	� ���" 	�� ��� �-
(��	 'x x . 

 
10. ;����	� �� ���	
������ ( ) 2 5 4f x x x= − +  �	� ( ) 2 6g x x= − . G	 �
����: 

i) &	 ����� �����	 �"� fC  �	� gC . 

ii) &�� ���������� �"� �����"� ��� fC  ��� �
������	� ���" 	�� ��� gC . 
 
  
 
 

 
 



�@<=N^N�="? _�N`a@<�>? N@aNG�? 
=��" Oxy  ��	 ������	 ������	����"� ��� ������� �	� � ��	 ��
��	 ��� 
������ ��� �(��	 x x′  ��� ������ �. 

        
&� �"��	 � ��� ��	�
���� � �����
��	 /x , ��	� ��
	��� ��
" 	�� �� / 
�	�� �� �����$ ����(1) ��!
� �	 ����� ���" ���� ��
��	 �, �� ���� �!<G� 
Z$@ �d>E�=GeN� > N EN =$< Ah$<� xx ′ . /� � ��
��	 � ���	� �	
������ �
�� 
��� �(��	 ′x x  � ��������� �� 	����, ���� ���� ��� � ��
��	 � �!��	����� �� 
��� �(��	 ′x x  �"��	 0� = � . �� ��
� ��
���"�� ��	 �� �"��	 � ��!���  

0 180�≤ <� � . 
L� 	������	�� 
������	�� � "� ���	� ��	� ��
��	� � �
������ ��� ��	-
������� ��� �"��	� � ��� �!��	����� � � �� ��� �(��	 xx′ . # ����������� 
����
����� ��	� ��
��	� � ����������	� ����
"� �� �� � 	��� �� �. E��	� 
�	��
� ��� � ����������� ����
����� ��� ��
��	� � ���	� 
������, 	� � �"-
��	 � ���	� �(��	, 	
�������, 	� � �"��	 � ���	� 	�����	 �	� �����, 	� � 
�"��	 � ���	� �����. ���� ��
���"�� ��� � �"��	 � ���	� ��� �� 90� , ���	-
�� ��	� � ��
��	 � ���	� ��
��� ���� �(��	 xx′ , ��� �
������ ���������� 
����
����� ��	 ��� �. 
 
'B�F�Y" Z�BA�=��> =>? �@<AB=>�>? ( )f x �x P= +  
/� 
�"
������ �� ����
���� ( ) 0,5 1f x x= + . J�"� �
	����� ��	������	-
�� ��� $�������, � �
	���� �	
���	�� ��� f ���	� ��
��	 �
	��� �� �(��"-
�� 0,5 1y x= +  (�!��	).  

                                                 
(1)  L� 
����� ��
� ��
���
���� �������� �� ��
� �	�� ��� ����	 �
���� �	 ��
���
	��� 

� ����(��	� #x ��	 �	 �������� �� ��� ����(��	 #y, 	��� �
��������"� ��	�
�>�� 
�"��	 900. 

6.3  Η ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ:  ƒ(x) = αx + β
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� ��
��	 	���: 
� &����� ��� �(��	 'x x  ��� ������ /(-2,0), 	��� ��	 0y =  �
������� 

2x = − , �	� ��� �(��	 'y y  ��� ������ 8(0,1), 	��� ��	 0x =  �
�����-
�� 1y =  �	� 

� =!�� �����: 
(#8) 1 0,5
(#/) 2

� ���= = = =  

+	
	��
����, ���	��, ��� � ����� � ��� ��
��	� 0,5 1y x= +  ���	� ��� �� �� 
���������� ��� x.  

$�����, ��"� 
	 	�����(���� ���� 8D <������, � �
	���� �	
���	�� ��� 
����
����� ( )f x �x �= +  ���	� ��	 ��
��	, �� �(��"�� y �x �= + , � ����	 
������ ��� �(��	 �"� y ��� ������ 8(0,�) �	� �!�� ����� � �= . E��	� �	��-

� ���: 

• 	� 0� > , ����  0 90�< <� �  
• 	� 0� < , ����  90 180�< <� �  
• 	� 0� = , ����  0� = � . 

���� ��
���"�� ��� ���	� 0� = , � ����
���� �	�
��� ��� ��
�� ( )f x �=  
�	� �����	� 	������ 	������	�, ����� � ���� ��� ���	� � ���	 ��	 ��
� 
x∈� . 
/� 
�"
������ ��
	 ��� ��!	�	 �����	 1 1/( , )x y  �	� 2 28( , )x y  ��� ��
��	� 
y �x �= + .  
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&��� 
	 ��!���: 
1 1y �x �= +   �	�  2 2y �x �= + , 

����� 
	 �!����: 
2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )y y �x � �x � � x x− + + −= − = . 

E�����"� 
	 ���	�: 

2 1

2 1

y y�
x x
−=
−

 

$�	 �	
������	, � ��
��	 ��� ���
!��	� 	�� �	 �����	 ( 1,3)A −  �	� (3,6)B  

�!�� ����� 6 3 0,75
3 ( 1)

� −
= =

− −
. E�����"�, � ��
��	 	��� �!��	����� �� ��� 

�(��	 ′x x  �"��	 � �� 0,75��� = , ����� 
	 ���	� " 36,87�� . 

 

� �@<AB=>�> ( )f x �x=  
/� 0� = , ���� � f �	�
��� �� ��
�� ( )f x �x= , ����� � �
	���� ��� �	
�-
��	�� ���	� � ��
��	 y �x=  �	� ��
���� 	�� ��� 	
!� �"� 	(��"�. E�����-
��
	: 

� $�	 1� =  �!���� ��� ��
��	 y x� . $�	 
�� �"��	 �, ��� �!��	����� � ��
��	 
	��� �� ��� �(��	 x%x, ��!��� 

1��� �= = , ���	�� 45�� = . E�����"� 
� ��
��	 y x=  ���	� � ��!������ �"� 

�"���� ˆxOy  �	� ˆ Dx%O y  �"� 	(��"� . 
 

� $�	 1� =−  �!���� ��� ��
��	 y x=− . 
$�	 �� �"��	 �, ��� �!��	����� � ��
��	 	��� �� ��� �(��	 x%x, ��!��� 

1��� �= =− , ���	�� 135�� = . E�����"� � ��
��	 y x=−  ���	� � ��-

!������ �"� �"���� ˆyOx%  �	� ˆDy O x  �"� 	(��"�. 
 
�dN=�Y;? a;�N�? _`$ N@aN�l< 
/� 
�"
������ ��� ��
���� �1 �	� �2 �� �(������� 1 1y � x �= +  �	� 

2 2y � x �= +  	�������!"� �	� 	� ���
������ ��� �� ��
���� 	����  �!��	��-
���� �� ��� �(��	 x%x �"���� 1�  �	� 2�  	�������!"�.  
• /� 1 2� �= , ���� 1 2��� ���= , ����� 1 2� �=  �	� �
	 �� ��
���� �1 �	� �2 

���	� �	
������� � ����������. E�������
	 : 
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� /� 1 2� �= �	� 1 2� �≠ , ���� �� ��
���� ���	� �	
������� (�!. 	D), 
��� 
� /� 1 2� �=  �	� 1 2� �= , ���� �� ��
���� �	�������	�. 

• /� 1 2� �≠ , ���� 1 2��� ���≠ , ����� 1 2� �≠  �	� �
	 �� ��
���� �1 �	� �2 
�������	�. (�!. �D) 

 

    

#$�� �%                                            
#$�� �%  

����"�	 �� �	 �	
	���" �����
���	�	: 

• #� ��
���� ��� ��
��� 1y �x= + , �� 
�∈� , ��"� ���	� ��	 �	
������	 �� 
��
����: 1y x= + , 1y x= − + , 

2 1y x= +  ���., ���
!���	� ���� 	�� 
�� ���� ������, �� ������ 1 ��� �(�-
�	 'y y   
$�����, �� ��
���� ��� ��
��� 
y �x �= + , ���� �  ��	
�
� �	� �  

���	����� ���
!���	� ���� 	�� �� 

������ � ��� �(��	 'y y . 

• #� ��
���� ��� ��
��� 2y x �= + , 
�∈� , ��"� ���	� ��	 �	
������	 �� 
��
����: 2y x= , 2 1y x= − , 

2 3y x= +  ���., ���	� �	
������� 
���	(� ����, 	��� �!��� ���� ����� 
�=2  
$�����, �� ��
���� ��� ��
��� 
y �x �= + , ���� �  ��	
�
� �	� �  

���	�����, ���	� ���� �	
������� 
���	(� ����. 
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� �@<AB=>�> ( )f x x=  
����"�	 �� ��� �
���� ��� 	������� ����� �!����:  

( )
, 	�  0
, 	� 0

x x
f x x

x x
− <⎧

= = ⎨ ≥⎩
 

E�����"� � �
	���� �	
���	�� ��� 
����
����� ( )f x x=  	��������	� 	�� 
��� ��� �����
����: 
� , ��  0y x x= − ≤  �	� 
� , �� 0y x x= ≥  

��� ��!������� ��� �"���� ˆ'x Oy  �	� 
ˆxOy  	�������!"�. 

 

�K��#�'� 
  
��� 
�����! 	#��� 
������ � ���%��� ��-
��	��	� ���� 	������	�� f  ��� ����� 
���	���� 	� !�� �� � .  
i) �� ������ ��� ���	�	� ��� ������� 

��� 
���#���� ��! �� 	����� � ��� � 
��� 	�� 	���#��� �� 
������ !�� � ��-
���� ���� 
���#���� ��� ��! �� 	�-
���� '.  

ii) �� ��	��� ���%��� ��� ���	�	� 
( ) 0,5 1f x x +> − ⋅ .  

 
I���  
i) � ��
��	 /8 �!�� �(��"�� ��� ��
��� 

y �x �= +  �	� ������ ���
!��	� 	�� �	 

�����	 ( )/ 2,0  �	� ( )8 0,1  
	 ��!���: 

0 2� �= ⋅ +   �	�  1 0� �= ⋅ + ,  
����� 
	 �!����: 

0,5� = −   �	�  1� =  
F
	 � �(��"�� ��� /8 ���	�: 

0,5 1y x= − ⋅ + . 
$�	 �	 ���(���� ��
	 ��� �� ������ $ 
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	����� ���� ��
��	 /8, 	
��� �	 ���(���� ��� �� ������ ( )2, 2−  �"� �����-

�	����"� ��� ��	��
���� ��� �(��"�� 	����, ���	�� 	
��� �	 ���(���� ��� 
( )2 0,5 2 1= − ⋅ − + , ��� ��!���. 

ii) #� ������ ��� 	���"��� ( ) 0,5 1f x x> − ⋅ +  ���	� �� ���������� �"� �����"� 

��� �
	����� �	
���	��� ��� f  ��� �
������	� ���" 	�� ��� ��
��	 �� �(�-
�"�� 0,5 1y x= − ⋅ + , ���	�� ���" 	�� ��� ��
��	 /8. E�����"�, � 	���"�� 

	��� 	��
���� ��	 ( ) ( )2,0 2,x∈ − ∪ +∞ .  

 
 

�������� 
 

�L �#�&�� 

1. G	 �
���� �� �"��	 ��� �!��	����� �� ��� �(��	 'x x � ��
��	: 

i) 2y x= +   ii) 3 1y x= −  

iii) 1y x= − +   iv) 3 2y x= − + . 
 

2. G	 �
���� ��� ����� ��� ��
��	� ��� ���
!��	� 	�� �	 �����	: 
i) (1,2)A  �	� (2,3)B  ii) (1,2)A  �	� (2,1)B  

iii) (2,1)A  �	� ( 1,1)B −  iv) (1,3)A  �	� (2,1)B . 
 

3. G	 �
���� ��� �(��"�� ��� ��
��	� � ����	: 

i) =!�� ����� 1� = −  �	� ������ ��� �(��	 'y y  ��� ������ B(0, 2) . 

ii) �!��	����� �� ��� �(��	 'x x  �"��	 45� = °  �	� ������ ��� �(��	 
'y y  ��� ������ (0,1)B . 

iii) E��	� �	
������ �� ��� ��
��	 2 3y x= −  �	� ���
!��	� 	�� �� ��-

���� (1,1)A . 
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4. G	 �
���� ��� �(��"�� ��� ��
��	� ��� ���
!��	� 	�� �	 �����	: 
i) (1,2)A  �	� (2,3)B  ii) (1,2)A  �	� (2,1)B  

iii) (2,1)A  �	� ( 1,1)B −  iv) (1,3)A  �	� (2,1)B . 

5. G	 	�����(��� ��� � �(��"�� ��� ��
��	� ��� �	
������� �� �!��� ���	(� 
��� 
�
���
	��	� C �� �	
����  Celsius  �	� ��� 
�
���
	��	� F �� �	
-
����  Fahrenheit  ���	� �  

5 ( 32)
9

C F� �  

$�"
������ ��� �� ��
� �	����� �� 0oC � 32�F �	� �
���� �� 100oC � 
212�F. 
'��
!�� 
�
���
	��	 ��� �	 ���
����	� �	� ���� ��� ����	��� �� ��� ���� 
	
�
��; 

6. G	 �	
	������� �
	���� �� ����
����: 
2, 	� 0

( ) 2, 	� 0 1
1, 	� 1

x x
f x x

x x

�� � ������ � �	��� � ��


 

7. ��� ����	�� �!��	 ������	� � �
	���� 
�	
���	�� ��	� ����
����� f  ��� ���	� 
�
������ �� ��� �� �  �	� � ��
��	 
y x� . 

G	 ������ �
	����:  
i) &�� �(�������:  

( ) 1f x =    �	�   ( )f x x= . 
ii) &�� 	��������:  

( ) 1f x <  �	� ( )f x x≥ . 

8. i) ��� ���� ������	 ������	����"� �	 !	
�(���  ��� �
	����� �	
	���-
���� �"� ���	
����"�  

( )f x x=    �	�    ( ) 1g x �  

�	� �� �� ���
��	 	���� �	 ������ ��� 	��������: 
1x ≤     �	�     1x > . 

 ii) G	 ������	������ 	����
��� ��� 	�	������� �	� ��� �
��������� 
�
����	. 
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�L �#�&�� 
1. � �����"���� �
	��� /8$;E ��� �	
	���" �!��	��� ���	� � �
	���� 

�	
���	�� ��	� ����
����� f  ��� ���	� �
������ ��� �������	 [ ]6,5− .  

 

i) G	 �
���� ��� ���� ��� ����
����� f  �� ��
� 	��
	�� [ 6,5]x∈ − . 
ii) G	 ������ ��� �(�������: 

( ) 0, ( ) 1 �	� ( ) 1f x f x f x= = − =  
iii) G	 �
���� ��� �(��"�� ��� ��
��	� 8; �	� ��� ����!��	 �	 ������ 

�
	���� ��� 	���"�� 
( ) 0,5f x x≤ ⋅ . 

2. 9�	 �"����� 	����	 ������	� �	�� ����� ��� ��
��	� 1y x= −  �	� 	�	���-
�	� ���� �(��	 'x x . G	 �
�>��� ��� �(��"�� ��� ��
��	� �	�� ����� ��� 
����	� ������	� � 	�	������� 	����	. 

3. �� ��	 ��(	���� ���
!��� 600 ���
	 ��������. =�	 �������
� ��� ��
��-
!�� 2000 ���
	 �������� 	
!���� �	 ������� �� ��(	����. /� � �	
�!� ��� 
�������
�� ���	� 100 ���
	 �� ����� �	� � ��(	���� !"
��� ��� �� �����-
�� ��� �������
��: 
i) G	 �
���� ��� ���	
������ ��� ���
�����, ���	
����� ��� !
���� t, 

��� �������	 ��� ��������:  
	) ��� �������
�            �	�          �) ��� ��(	����. 

ii) G	 �	
	������� �
	���� ��� �	
	���" ���	
������ �	� �	 �
���� �� 
!
����� ������ �	�� ��� ����	 �� �������
� �	� � ��(	���� �!��� 
��� ���	 �������	 ��������. 

4. ��� ����	�� �!��	 �� ������ � ��	�
���� �� 
��
��
	��� ����	 �& 	�� �� � �
�� �� &. 
������������ �� x �� ����� ��� ��	�
���� 
/9 ��� ������� 9 �	� �� ( )f x  �� ���	��� 

��� �
������ � " !
�

. G	 �
���� �� ����� �
�-
���� �	� ��� ���� ��� ����
����� = ( )E f x  
�	� ��� ����!��	 �	 ��� �	
	������� �
	����. 
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5. ;�� ��
�� 1@  �	� 2@ , �>��� 20cm  �� �	
��	, �
!��	� �	 �	�����	� ��� 
���	 !
����� ������ �	� �� �
��� ��
� ����� �� 3 �
��, ��� �� �����
� 
����� �� 4 �
��. &	 �>� �"� ��
��� 1@  �	� 2@ , ���	
����� ��� !
���� 
t, �	�� �� !
����� �������	 ��� �	
��	 	�� 	��� �	����	�, �	
������-
��	� �� �	 ��
��
	��	 ����	�	 1k  �	� 2k  ��� �	
	���" �!��	���. 

 
i) G	 �
���� ��� ���	
������ 1( )h h t=  �	� 2 ( )h h t=  ��� ���
�����, ��-

�	
����� ��� !
���� t, �	 �>� �"� ��
��� 1@  �	� 2@  	�������!"�. 

ii) G	 �
���� ���� �� ��
� 2@  ��!� �������� �>�� 	�� �� ��
� 1@ . 

iii) G	 ������ �� ���� �
�����	 �	� ��� ������ ��
���"�� ��� �� 	
!��� 
�>�� �"� ��
��� ��	� ��� ��  �. &� �	
	��
����; 
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ΚΑΜΠΥΛΗΣ

��=�Y[B@F> EN=�=[Z��> Y�EZ`^>? 
�) /� 
�"
������ �� ����
���� ( ) 1f x x= + . E�����  

( )
1, 	�  0
1, 	� 0

x x
f x

x x
− + <⎧

= ⎨ + ≥⎩
, 

� �
	���� �	
���	�� ��� ��-
��
����� ( ) 1f x x= + , 
	 	-

��������	� 	�� ��� �����
���� 
� 1, ��  0y x x= − + ≤  �	�  
� 1, �� 0y x x= + ≥ , 
��� �!��� 	
!� �� ������ 1 
��� �(��	 'y y  �	� ���	� �	-

������� �� ��� ��!������� 
�"� �"���� ˆ'x Oy  �	� ˆxOy  
	�� ��� ������, ��"� ���	� ��"���, 	��������	� � �
	���� �	
���	�� ��� 
( )� x x=  (�!��	).  

E�����"�, 	� ���	��������� �� �
	���� �	
���	�� ��� ( )� x x=  �	�	��-

��	(1) �	� �
�� �	 ���" �	�� 1 �����	, ���� 	��� 
	 �������� �� �� �
	-
���� �	
���	�� ��� ( ) 1f x x= + . /���, ���"���, ��	� 	�	��������, 	��� 
��!��� : 

( ) ( ) 1f x � x= + ,    ��	 ��
� x∈� , 

��� ���	���� ��� ��	 ��
� x∈�  �� ( )f x  ���	� �	�� 1 �����	 ���	����
� 

��� ( )� x . 

$�����: 

� �
	���� �	
���	�� ��� ����
����� f , ��: 

( ) ( ) , ���� 0f x � x c c= + > , 
�
������� 	�� ��	 �	�	��
��� ���	������ ��� �
	����� �	
���	��� 
��� �  �	�� c ������� ���� �� ���� (�!��	 	D) 

                                                 
(1) ;��	�� �	
�����	 �� ��� �(��	 'y y . 
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#$�� �% 
 

�) /� 
�"
������ �� ����
���� ( ) 1f x x= − . E�����  

( )
1, 	�  0
1, 	� 0

x x
f x

x x
− − <⎧

= ⎨ − ≥⎩
, 

� �
	���� �	
���	�� ��� 
( ) 1f x x= − , 
	 	��������	� 

	�� ��� �����
���� 
� 1, ��  0y x x= − − ≤  �	�  
� 1, �� 0y x x= − ≥ , 
��� �!��� 	
!� �� ������ 1�  
��� �(��	 'y y  �	� ���	� �	-

������� �� ��� ��!������� 
�"� �"���� ˆ'x Oy  �	� ˆxOy  

	�� ��� ������ 	��������	� � �
	���� �	
���	�� ��� ( )� x x=  (�!��	).  

E�����"�, 	� ���	��������� �� �
	���� �	
���	�� ��� ( )� x x=  �	�	��-


��	 �	� �
�� �	 ���" �	�� 1 �����	, ���� 	��� 
	 �������� �� �� �
	��-
�� �	
���	�� ��� ( ) 1f x x= − . /���, ���"���, ��	� 	�	��������, 	��� 

��!��� : 
( ) ( ) 1f x � x= − ,    ��	 ��
� x∈� , 

��� ���	���� ��� ��	 ��
� x∈�  �� ( )f x  ���	� �	�� 1 �����	 ���
���
� 

��� ( )� x . 
$�����: 

� �
	���� �	
���	�� ��� ����
����� f , ��: 

( ) ( ) , ���� 0f x � x c c= − > , 

�
������� 	�� ��	 �	�	��
��� ���	������ ��� �
	����� �	
���	��� 
��� �  �	�� c ������� ���� �� ���� (�!��	 �D) 



170 6. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

 

#$�� �% 

 

�B�e[<=�� EN=�=[Z��> Y�EZ`^>? 
�) /� 
�"
������ �� ����
���� ( ) 1f x x= − . E�����  

( )
1, 	�  1
1, 	� 1

x x
f x

x x
− + <⎧

= ⎨ − ≥⎩
, 

� �
	���� �	
���	�� ��� 
( ) 1f x x= − , 
	 	��������	� 

	�� ��� �����
���� 
� 1, ��  1y x x= − + ≤  �	�  
� 1, �� 1y x x= − ≥ , 
��� �!��� 	
!� �� ������ 1 
��� �(��	 'x x  �	� ���	� �	-

������� �� ��� ��!������� 
�"� �"���� ˆ'x Oy  �	� ˆxOy  
	�� ��� ������ 	��������	� � �
	���� �	
���	�� ��� ( )� x x=  (�!��	). 

E�����"�,  	� ���	��������� �� �
	���� �	
���	�� ��� ( )� x x=  �
���-

���	(2) �	� �
�� �	 ��(�� �	�� 1 �����	, ���� 	��� 
	 �������� �� �� �
	��-
�� �	
���	�� ��� ( ) 1f x x= − . /���, ���"���, ��	� 	�	��������, 	��� 

��!���  
( ) ( )1f x � x= − ,    ��	 ��
� x∈� , 

��� ���	���� ��� � ���� ��� ( ) 1f x x= −  ��� 
��� x ���	� ���	 �� ��� ���� 

��� ( )� x x=  ��� 
��� 1x − . 
 

$�����: 
                                                 
(2) ;��	�� �	
�����	 �� ��� �(��	 'x x . 
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� �
	���� �	
���	�� ��� ����
����� f  ��: 

( ) ( ) , ���� 0f x � x c c= − > , 
�
������� 	�� ��	 �
������	 ���	������ ��� �
	����� �	
���	��� ��� 
�  �	�� c ������� ���� �� 
���� (�!��	 �D). 

+
���	��· ������ ( ) ( ) ,f x � x c= −  � ���� ��� f  ��� 
��� x ���	� ���	 �� 

��� ���� ��� �  ��� 
��� x c− , ��� �
�����	� c ������� 	
����
���
	 ��� 

���� x. F
	, � �
	���� �	
���	�� ��� f  
	 �
�����	� c ������� ��(����-

	 ��� �
	����� �	
���	��� ��� � (�!��	 �D). 

 

#$�� 	% 

�) /� 
�"
������ �� ����
���� ( ) 1f x x= + . E�����  

( )
1, 	�  1
1, 	� 1

x x
f x

x x
− − < −⎧

= ⎨ + ≥ −⎩
, 

� �
	���� �	
���	�� ��� 
( ) 1f x x= + , 
	 	��������	� 

	�� ��� �����
���� 
� 1, ��  1y x x= − − ≤ −  �	�  
� 1, �� 1y x x= + ≥ − , 
��� �!��� 	
!� �� ������ 1�  
��� �(��	 'x x  �	� ���	� �	-

������� �� ��� ��!������� 
�"� �"���� ˆ'x Oy  �	� ˆxOy  
	�� ��� ������ 	��������	� � �
	���� �	
���	�� ��� ( )� x x=  (�!��	). 

E�����"�, 	� ���	��������� �� �
	���� �	
���	�� ��� ( )� x x=  �
���-

���	 �	� �
�� �	 	
����
� �	�� 1 �����	, ���� 	��� 
	 �������� �� �� �
	-
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���� �	
���	�� ��� ( ) 1f x x= + . /���, ���"���, ��	� 	�	��������, 	��� 

��!���  
( ) ( )1f x � x= + ,    ��	 ��
� x∈� , 

��� ���	���� ��� � ���� ��� ( ) 1f x x= +  ��� 
��� x ���	� ���	 �� ��� ���� 

��� ( )� x x=  ��� 
��� 1x + .  
$�����: 

� �
	���� �	
���	�� ��� ����
����� f , ��: 

( ) ( ) , ���� 0f x � x c c= + > , 

�
������� 	�� ��	 �
������	 ���	������ ��� �
	����� �	
���	��� ��� 
�  �	�� c ������� ���� �� ���	���� (�!��	 �D). 

+
���	��· ������ ( ) ( ) ,f x � x c= +  � ���� ��� f  ��� 
��� x ���	� ���	 �� 

��� ���� ��� �  ��� 
��� x c+ , ��� �
�����	� c ������� ��(����
	 ��� 
�-
��� x. F
	, � �
	���� �	
���	�� ��� f  
	 �
�����	� c ������� 	
����
�-
��
	 ��� �
	����� �	
���	��� ��� � (�!��	 �D). 

 

#$�� *% 

�K��#�'�  
 
�� ����	����� ���%��� � 	������	� ( ) 3 2f x x= + + . 

I��� 
/
!��� !	
������� ��� 3y x= + , ��� ��"� ���	�� �
������� 	�� ��	 �
�-

�����	 ���	������ ��� y x=  �	�� 3 ������� �
�� �	 	
����
�. ��� ����-

!��	 !	
������� ��� 3 2y x= + + ,��� ��"� ���	�� �
������� 	�� ��	 �	-
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�	��
��� ���	������ ��� �
	����� �	
���	��� ��� 3y x= +  �	�� 2 ����-

��� �
�� �	 ���".  

E�����"�, � �
	���� �	
�-
��	�� ���  

( ) 3 2f x x= + +  

�
������� 	�� ��� ��	��!�-
��� ���	�������� ��� ����
-
����� y x= , ��	� �
������	� 
�	�� 3 ������� �
�� �	 	
�-
���
� �	� ��	� �	�	��
���� 
�	�� 2 ������� �
�� �	 ���" 
(�!��	). 

��#�����: 
9� 	������ �
���, ���������� ��	 �	 �	
	�������� �
	���� ��� ���	
��-
���� ��� ��
���: 

( ) ( )f x � x c d= ± ± ,          �� , 0c d >  
;��	��, 	(��������� ���� ��� �
������	 ��� �	� ��� �	�	��
��� ���	��-
���� �	������. 
 

�������� 

 

AL �#�&�� 
1. ��� ���� ������	 ������	����"� �	 �	
	������� �
	���� ��� ���	
��-

����: 
( )� x x= ,    ( ) 2f x x= +     �	�        ( ) 2g x x= − . 

2. #���"� ��	 ��� ���	
������: 
( )� x x= ,    ( ) 2h x x= +     �	�        ( ) 2q x x= − . 

3. #���"� ��	 ��� ���	
������: 
( )� x x= ,       ( ) 2 1F x x= + +      �	�     ( ) 2 1G x x= − − . 
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4. ��� �	
	���" �!��	 �����	� � �
	���� �	
���	�� ��	� ����
����� � 
��� 	��������	� 	�� ��� ��!����� ��� �����
�� �"��	� �"� 	(��"� �	� 
	�� �� ��������� ��� 	����� ��� 1� ���	
����
�� �	� �!�� ������
� ��� 
�
����� �	 �����	 (0,0)O  �	� (2,0)A . 

 

��� ���� ������	 ������	����"� �	 �	
	������� �
	���� ��� ���	
��-
����: 
i) ( ) ( ) 2f x � x� �  �	� ( ) ( ) 2g x � x� �  

ii) ( ) ( 3)h x � x� �   �	�  ( ) ( 3)q x � x� �   

iii) ( ) ( 3) 2F x � x� � �  �	� ( ) ( 3) 2G x � x� � � . 

5. ;����	� � ����
���� 2( ) 2 1� x x= − . G	 �
���� ��� ���� ��� ����
����� 

f  ��� ����	� � �
	���� �	
���	�� �
������� 	�� ��� ��	��!���� ���	-
�������� ��� �
	����� �	
���	��� ��� �: 
i) �	�� 2 ������� �
�� �	 ��(�� �	� �	�� 1 �����	 �
�� �	 ���". 
ii) �	�� 3 ������� �
�� �	 ��(�� �	� �	�� 2 ������� �
�� �	 ���". 
iii) �	�� 2 ������� �
�� �	 	
����
� �	� �	�� 1 ������� �
�� �	 ���". 
iv) �	�� 3 ������� �
�� �	 	
����
� �	� �	�� 2 ������� �
�� �	 ���". 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 



6.5   ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ-ΑΚΡΟΤΑΤΑ-ΣΥΜΜΕΤΡΙΕΣ 
ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

#$<$=$<G� �@<AB=>�>?  
��� �	
	���" �!��	 �����	� � �
	���� �	
���	�� ��� ����
����� 

( )T f t=  ��� ���
���� �� 
�
���
	��	 � ���� ����� ���	
����� ��� !
�-

��� t �	�� �� !
����� �������	 	�� �	 ������!�	 ��	� ���
	� ( )0t =  ��-

!
� �	 ������!�	 ��� �������� ��
	� ( )24t = . 

 

�) +	
	��
���� ��� ��� �������	 [ ]4,16  � �
	���� �	
���	�� ��� 
�
��-
�
	��	� 	��
!��	�.  
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/��� ���	���� ��� ��� �������	 	���, �� ��� ��
��� ��� !
����, � 
�
��-
�
	��	 	�(����	�, ���	�� ��	 ����	������ [ ]1 2, 4,16t t ∈  �� 1 2t t<  ��!���: 

( ) ( )1 2f t f t<  

$�	 �� ���� 	��� ���� ��� � ����
���� ( )T f t=  ���	� �����"� 	�(���	 ��� 

�������	 [ ]4,16 . $�����: 

����#�� 

9�	 ����
���� f �����	� ���	��� �����	� �� ��	 �������	 ; ��� ������ 
�
����� ���, ��	� ��	 ����	������ 1 2, ;x x ∈  �� 1 2x x<  ��!���: 

( ) ( )1 2f fx x<  

$�	 �	 ��������� ��� � ����
���� f ���	� �����"� 	�(���	 ��� �������	 
; �
������ f ' .  

$�	 �	
������	, � ����
���� ( ) 2 3f x x= −  ���	� �����"� 	�(���	 ��� � . 
+
���	��· ���" 1 2 1 2, , ��x x x x∈ <� . &��� �!����: 

( ) ( )

1 2 1 2

1 2

1 2

2 2
2 3 2 3

x x x x
x x

f x f x

< ⇒ <
⇒ − < −

⇒ <

 

$�����: 

* 	������	� ( )f x �x P= + , �� 0� >  ����� ���	��� �����	� 	�� � . 

�) ��� ���� �!��	, �	
	��
���� �������� ��� ��� �������	 [ ]16,24  � �
	-
���� �	
���	�� ��� 
�
���
	��	� �	��
!��	�.  
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/��� ���	���� ��� ��� �������	 	���, �� ��� ��
��� ��� !
����, � 
�
��-
�
	��	 �������	�, ���	�� ��	 ����	������ [ ]1 2, 16,24t t ∈  �� 1 2t t< ��!���: 

( ) ( )1 2f t f t>  

$�	 �� ���� 	��� ���� ��� � ����
���� ( )T f t=  ���	� �����"� �
�����	 

��� �������	 [ ]16,24 . $�����:  
����#�� 

9�	 ����
���� f �����	� ���	��� %�����	� �� ��	 �������	 ; ��� ��-
���� �
����� ���, ��	� ��	 ����	������ 1 2, ;x x ∈  �� 1 2x x< ��!���: 

( ) ( )1 2f x f x>  
$�	 �	 ��������� ��� � ����
���� f ���	� �����"� �
�����	 ��� �������	 
; �
������ f ' 

$�	 �	
������	, � ����
���� ( ) 2 5f x x= − +  ���	� �����"� �
�����	 ��� 
� . +
���	��· ���" 1 2 1 2, , ��x x x x∈ <� . &��� �!����: 

( ) ( )

1 2 1 2

1 2

1 2

2 2
2 5 2 5

x x x x
x x

f x f x

< ⇒ − > −
⇒ − + > − +

⇒ >

 

$�����: 
* 	������	� ( )f x �x P= + , �� 0� <  ����� ���	��� %�����	� 	�� � . 
9�	 ����
���� ��� ���	� ���� �����"� 	�(���	 ���� �����"� �
�����	 �� 
��	 �������	 ; �����	� ���	��� ���!���� ��� ;. 

�^Ad��=$ Y�� E;���=$ �@<AB=>�>? 
/� 
�"
������ �	� ���� �� �
	���� �	
���	�� ��� ����
����� ( )T f t= .  
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+	
	��
���� ���: 
�) &� !
����� ������ 1 4t =  � 
�
���
	��	 ��� ����� �	�
��� ��� ���!���� 
���� ���, ��� ���	� � ( )4 3f =  �	
��� @������. ;��	�� ��!���:  

( ) ( )4 3f t f≥ = ,      ��	 ��
� [ ]0,24t∈  

$�	 �� ���� 	��� ���� ��� � ����
���� ( )T f t=  �	
�������� ��� 4t =  �-

��!����, �� ( )4 3f = . $�����: 

����#�� 
9�	 ����
���� f, �� ����� �
����� ��	 ������ /, ���� ��� �	
�������� 
��� 0 /x ∈  (�����) ���#�	�� ��	�:  

( ) ( )0f x f x≥ ,    ��	 ��
� /x∈  

&� 0 /x ∈  �����	� ��	� ���#�	���, ��� �� ( )0f x  ����! ���#�	�� � 	���� 

���#�	�� ��� ����
����� f  �	� �� ������������ �� ( )min f x .  

$�	 �	
������	, 	� 
�"
������ �� ����
���� ( ) 43 1f x x= + . E�����  

                                          4 0x ≥ ,   ��	 ��
� x∈� , 

	 ���	� 
                                        43 0x ≥ ,   ��	 ��
� x∈� , 
����� 
	 �!���� 
                                    43 1 1x + ≥ ,  ��	 ��
� x∈� . 
E�����"�:  
                               ( ) ( )0f x f≥ ,   ��	 ��
� x∈�  

F
	, � f �	
�������� ���!���� ��� 0 0x = , �� ( )0 1f =  
 
�) &� !
����� ������  2 16t =  � 
�
���
	��	 ��� ����� �	�
��� �� ������� 

���� ���, ��� ���	� � ( )16 11T =  �	
��� @������. ;��	�� ��!���: 

( ) ( )16 11f t f≤ = ,    ��	 ��
�  [ ]0,24t∈  

$�	 �� ���� 	��� ���� ��� � ����
���� ( )T f t=  �	
�������� ��� 16t =  

�������, �� ( )16 11f = . $�����: 

����#�� 
9�	 ����
���� f, �� ����� �
����� ��	 ������ /, ���� ��� �	
�������� 
��� 0 /x ∈  (�����) ����	�� ��	�  

( ) ( )0f x f x≤ ,    ��	 ��
� /x∈  
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&� 0 /x ∈  �����	� ��	� ����	���, ��� �� ( )0f x  ����! ����	�� � 	���� ��-

��	�� ��� f  �	� �� ������������ �� ( )max f x . 

$�	 �	
������	, 	� 
�"
������ �� ����
���� ( ) 43 1f x x= − + . E�����  

                                          4 0x ≥ ,   ��	 ��
� x∈� , 

	 ���	� 
                                      43 0x− ≤ ,   ��	 ��
� x∈� , 
����� 
	 �!���� 
                                   43 1 1x− + ≤ ,   ��	 ��
� x∈� . 
E�����"�:  
                                 ( )( ) 0f x f≤ ,   ��	 ��
� x∈�  

F
	, � f �	
�������� ������� ��� 0 0x = , �� ( )0 1f = . 

&� (�����) ������� �	� �� (�����) ���!���� ��	� ����
����� ������	� ����� 
���!���� 	����. 

�H�I��: 
9�	 ����
���� ����!��	� �	 �!�� �	� ������� �	� ���!���� (�!. 	) � ���� 
���!���� (�!. �D) � ���� ������� (�!. �D) � �	 ��� �!�� ���� ������� ���� 
���!���� (�!. �D).  

          
                               
#$�� �%                         
#$�� �%                       
 

           
                                
#$�� 	%                              
#$�� *%                
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|B=�� �@<AB=>�> 
�) ��� ����	�� �!��	 �����	� � �
	���� �	
�-
��	�� fC  ��	� ����
����� f ��� �!�� ����� 

�
����� ��� �� � . +	
	��
���� ��� � fC  �!�� 

�(��	 ������
�	� ��� �(��	 'y y , 	��� �� 
������
��� ��
� ������� ��� fC  "� �
�� ��� 

�(��	 'y y  	����� ���� fC . 

E�����, ��"�, �� ������
��� ��� ��!	��� ������� ( , )M x y  ��� fC  "� �
�� 

��� �(��	 'y y  ���	� �� ������ '( , )M x y−  �	� ������ �	 �����	 ( , )M x y  �	� 
'( , )M x y−  	������ ���� fC , 
	 ��!��� ( )y f x=  �	� ( )y f x= − , ����� 
	 

�!����: 
( ) ( )f x f x− =  

� ����
���� f �� ��� �	
	���" �������	 ���� �����	� �����. $�����: 

����#��: 
9�	 ����
���� f, �� ����� �
����� ��	 ������ /, 
	 �����	� �����, ��	� 
��	 ��
� /x∈  ��!���: 

/x− ∈    �	�   ( ) ( )f x f x− =  

� �
	���� �	
���	�� ��	� ������ ����
����� �!�� ����� 	��������� ��� 
�(��	 y%y  
$�	 �	
������	, � ����
���� ( ) 4 22 1f x x x= − +  ���	� �
��	 ����
����, 
	��� �!�� ����� �
����� ��� �� �  �	� ��	 ��
� x∈�  ��!���: 

( ) ( ) ( ) ( )4 2 4 22 1 2 1f x x x x x f x− = − − − + = − + =  
�������, � �
	���� ��� �	
���	�� �!�� �(��	 ������
�	� ��� �(��	 'y y . 

 
%NB�==" �@<AB=>�> 
�) ��� ����	�� �!��	 �����	� � �
	���� �	
�-
��	�� fC  ��	� ����
����� f ��� �!�� ����� 

�
����� ��� �� � .  

+	
	��
���� ��� � fC  �!�� ����
� ������
�	� 

��� 	
!� �"� 	(��"�, 	��� �� ������
��� ��-

� ������� ��� fC  "� �
�� ��� 	
!� �"� 	(�-

�"� 	����� ���� fC . 
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E�����, ��"�, �� ������
��� ��� ��!	��� ������� ( , )M x y  ��� fC  "� �
�� 

��� 	
!� �"� 	(��"� ���	� �� ������ '( , )M x y− −  �	� ������ �	 �����	 
( , )M x y  �	� '( , )M x y− −  	������ ���� fC , 
	 ��!��� ( )y f x=  �	� 

( )y f x− = − , ����� 
	 �!����: 

( ) ( )f x f x− = −  
� ����
���� f �� ��� �	
	���" �������	 �����	� �������. $�����: 

����#��: 
9�	 ����
���� f, �� ����� �
����� ��	 ������ /, 
	 �����	� �������, 
��	� ��	 ��
� /x∈ ��!���: 

/x− ∈    �	�   ( ) ( )f x f x− = −  

� �
	���� �	
���	�� ��	� �������� ����
����� �!�� ������ 	��������� 
��� 	
!� �"� 	(��"�. 

$�	 �	
������	, � ����
���� ( ) 32f x x x= −  ���	� ��
���� ����
����, ���-
�� �!�� ����� �
����� ��� �� �  �	� ��	 ��
� x∈�  ��!���: 

( ) ( ) ( ) ( )3 32 2f x x x x x f x− = − − − = − + = −  
�������, � �
	���� ��� �	
���	�� �!�� ����
� ������
�	� ��� 	
!� �"� 
	(��"�. 

��#�����: 
# �
�� “�
��	” �
����>� 	
!��� 	�� �� ������� ��� �� ���	
������ 2y x= , 

4y x= , 6y x=  ���., ��� �!��� �
��� ��
���, �!��� �(��	 ������
�	� ��� 
�(��	 'y y , ���	� ���	�� �
���� ���	
������, ��� � �
�� “��
����” �
��
-
!��	� 	�� �� ������� ��� �� ���	
������ y x= , 3y x= , 5y x=  ���., ��� �-
!��� ��
���� ��
���, �!��� ����
� ������
�	� ��� 	
!� �"� 	(��"�, ���	� 
���	�� ��
����� ���	
������. 

�K��#�'� 
  
��� �������� 	#��� 
������� ���	���� ������� ��� ���%���� ����-
	��	�� ���� ������ 	������	�� f  ��� �#�� ��
�� ���	��� �� 
��	���� 
[ 6,6]− .  
�� #���#���� ��� �� ��!����� ������� ��� ���%���� ����	��	�� ��� 
	������	�� f  ��� �� �� ������� �����: 
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�) �� ������� �� 
��	������ 	�� ����� � 	������	� f : 
i) ����� ���	��� �����	�,  
ii) ����� ���	��� %�����	�  
iii) ����� 	������. 

�) �� ������ � ����	�� ��� � ���#�	�� ���� ��� f , ����� ���	�� �� ��-
	��� ��� ��������� �����. 

 
 

I��� 
E����� � ����
���� f  ���	� �
��	, � �
	���� ��� �	
���	�� 
	 �!�� �(��	 
������
�	� ��� �(��	 'y y . E�����"�, 	� ��
���� �	 ������
��� "� �
�� 
��� �(��	 'y y  �"� ��
���"� ������"� ��� �
	����� �	
���	��� ��� f , 

	 �!���� ������
� �� �
	���� �	
���	�� ��� f , ��� ���	� � �����"���� 
�
	��� /D8D$D#$8/ (�!��	).  

 
/�� ��� �	
	���" �
	���� �	
���	�� �
������� ���:  
	) � ����
���� f : 

i) ���	� �����"� 	�(���	 �� �	
��	 	�� �	 ��	����	�	 [0,2]  �	� [5,6] , 
ii) ���	� �����"� �
�����	 �� �	
��	 	�� �	 ��	����	�	 [ 2,0]�  �	� 

[ 6, 5]� � , �	 ����	 ���	� ������
��� "� �
�� �� # �"� ��	������"� 
[0,2]  �	� [5,6] 	�������!"� ��	 ����	 � f  ���	� �����"� 	�(���	. 

iii) ���	� ��	
�
� �� �	
��	 	�� �	 ��	����	�	 [ 5, 2]� �  �	� [2,5]  �	 
����	 ���	� ������
��� ���	(� ���� "� �
�� �� #. 
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�) � ������� ���� ��� f  ���	� ��� �� 4 �	� �	
��������	� ��	� �� x ��
�� 
��� ����� 6�  �	� 6. ;��	�� ��!���: 

max ( ) ( 6) (6) 4f x f f= − = =  
� ���!���� ���� ��� f  ���	� ��� �� 0 �	� �	
��������	� ��	� �� x ��
�� 
��� ���� 0. ;��	�� ��!���: 

min ( ) (0) 0f x f= = . 

�������� 
 

�L �#�&�� 

1) G	 �
���� �	 ��	����	�	 ��	 ����	 �	
���� 	�� ��� �	
	���" ���	
��-
���� ���	�: 
	) �����"� 	�(���	           �	�           �) �����"� �
�����	. 

      

2) G	 �
�����
����� �	 ����� 	�
��	�	 �"� ���	
����"� ��� �
���������� 
�������, �	
�� �	� ��� 
����� �"� 	�
����"� 	����. 

3) G	 ���(��� ���: 
i) � ����
���� 2( ) 6 10f x x x= − +  �	
�������� ���!���� ��	 3x = . 

ii) � ����
���� 2

2( )
1

xg x
x

=
+

 �	
�������� ������� ��	 1x = . 

4) G	 �
���� ����� 	�� ��� �	
	���" ���	
������ ���	� �
���� �	� ����� ���	� 
��
�����: 
i) ( ) 2 4

1 3 5f x x x= +  ii) ( )2 3 1f x x= +  iii) ( )3 1f x x= +   

iv) ( ) 3 5
4 3f x x x= −  v) ( )

2

5 1
xf x

x
=

+
 vi) ( )6 2

2
1

xf x
x

=
+

. 
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5) #���"� ��	 ��� ���	
������: 

i) ( )1
1f x
x

=  ii) ( )2 2f x x= −  iii) ( )3 1 1f x x x= − − +  

iv) ( )4 2

1

1

x
xf x

x

+
=

+
 v) ( )5f x x=  vi) 2

6 ( ) 1f x x� � . 

6) G	 �
���� ����� 	�� ��� �	
	���" �
	���� ���	� �
	����� �	
	������� 
�
��	� �	� ����� ��
����� ����
�����. 

 

     

7) #���"� ��	 ��� �	
	���" �
	����  

     

8) G	 ������
����� ��� �	
	���" �
	���� ���� �	 �	
�������� �
	����� 
�	
	�������  
	) F
��	� ����
�����    �	�   �) +�
����� ����
�����. 
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 6ου ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ

 

I) �� ������� ��! ��� �������� �������	��� �� �����	��� �� ������ �, 
�� � �	#���	�!� ����� ������ ��� �� ������ }, �� � �	#���	�!� ����� 
+��
��. 

1.  '��
!�� ����
���� ��� ����	� � �
	���� �	
���	�� 
���
!��	� 	�� �	 �����	 ( )1, 2�  �	� ( )1,3& . / Q  

2.  #� ��
���� 2 2y � x= −  �	� 1y x= − +  �������	�. / Q  
3.  /� ��	 ����
���� f  ���	� �����"� 	�(���	, ���� � f−  

���	� �����"� �
�����	. 
/ Q  

4.  9�	 �����"� �������� ����
���� �!�� �� ���� ��	 
��	. / Q  
5.  '��
!�� �����"� �������� ����
���� ��� ���
!��	� 	�� 

�	 �����	 ( )1,2� , ( )2,1&  �	� ( )3,3" . 
/ Q  

6.  /� ��	 ����
���� f  ���	� �����"� �
�����	 �	� �!�� 
��	 
��� 	
�
�� 1, ���� 
	 ��!��� (0) 0f < . 

/ Q  

7.  /� ��	 ����
���� f  ���	� �����"� �������� �	� � �
	-

���� ��� �	
���	�� ���
!��	� 	�� �	 �����	 ( )1,2�  �	� 

( )2,5& , ���� � f  ���	� �����"� 	�(���	. 

/ Q  

8.  /� � ������� ���� ��	� ����
����� f  ���	� ��� �� 1, ���� 
� �(��"�� ( ) 2f x =  ���	� 	���	��.  

/ Q  

9.  � ����
���� [ ]: -1,2f → �  �� ( ) 23f x x=  ���	� �
��	. / Q  

10. /� ��	 ����
���� ���	� �
��	 � ��
���� �	� �!�� 
��	 ��� 
	
�
�� �, ���� 
	 �!�� 
��	 �	� ��� 	
�
�� –�. 

/ Q  

11. /� ��	 ����
���� f  ���	� �
��	, ���� � f  ��� ���	� ���-
��"� ��������. 

/ Q  

12. /� ��	 ����
���� f  ���	� �
��	, ���� � f− ���	� ��
����. / Q  
 

II) �� ��������� �� 	�	�� ������	� ��� ��� �������� 	������	� f. 
� ����
���� f, ��� ����	� � �
	���� �	
���	�� �
������� 	�� ��� ��	��-
!���� ���	�������� ��� �
	����� �	
���	��� ��� ����
����� ( ) 43� x x= , 
��	� �
������	� �	�� 1 �����	 �
�� �	 	
����
� �	� ��	� �	�	��
���� �	-
�� 2 ������� �
�� �	 ���", �!�� ����: 

/)  ( ) 43( 1) 2f x x= − +                  8)  ( ) 43( 1) 2f x x= − − , 

$)  ( ) 43( 1) 2f x x= + +                  ;)  ( ) 43( 1) 2f x x= + −   
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�������� ��#���#� 

� ���	 ��� !
������������ ��	���	����"� ������ ��	 �	 �����	 ���� ���-
����� �	� ��� ��
��
	��� �	����"� �� �(�������, 	����� ���� Rene Des-
cartes (1596-1650) �	� ���� Pierre de Fermat (1601-1665). 

# Descartes (@	
������) �����
��� ��� La Haye  (����
��� G��
�	�) ��� 
Touraine �	� ��
	�� ��� ����!����. �� �����	 10 !
��"� ���
����� ��� 
8	������ @������� ��� La Fleche, ���� ���	��	� X��������. /�� ������ 
�� ������ 	
!���� �	� �� ����	��
�� ��� ��	 �	 �	
��	����. ��� �"� ��� 
���
(� ���������, 	��� ��	 ������ ��
�� ��� !
���� ��� �� ���
��� ��	 
�	 �	
��	����. 

&	 	��������	�	 �	� �� ��
���� ���, ��� ���������� �� 1637 ��� ������ 
��� Le Geometrie, ������
���	� ��	 ��� ����� �"� �	
��	����� ��� 	
-
����
	 ���������� /�	������ $�"���
�	.  

# @	
������ ������ �� ���	�� ��� F����
	� ��	 �� ���� ��"���
���� 
�
�������"� �	� � ���>� ��� 	����
������� ��	 
����� 	������� 	�� 
��� ��!
� ���� ����
	����	 ���>� ��	 �� $�"���
�	. # �
�� «@	
����	-
��� ������	������», �������	� ��� ����� ���. 

# Fermat, ��� ����� ���� Toulouse ��� ����	� $	���	�, 	� �	� ��	� ����-
��� ��� ��������	, ���
(� ��	� 	�� ���� ���	����
��� �	
��	������ ��� 
17�� 	���	. 

&�� ����� ��� ��	 ������	������ ��� $�"���
�	, ���������� ���� 	
!�� ��� 
1629 �	� ��� �������
��� �� 	������
	��	, 	��� ��� �����������	� �
�� 
	�� �� 1679. # Fermat �������� �� ����� ��� �� ��� ��!�
����:  

«"�� ���� 2� > ����� �*����� �� ������ �������+ ��������+ �, �, 	 ��� 
�� ����������� �-� �#��- � � �a � 	= + »  

��� ���	� ��"���� "� �� «������	�� 
��
��	 ��� Fermat». &�� ��!�
���� 
��� 	���� ��
	>� � Fermat ��� ��
�
�
�� ���� ������� ��� �
��
�����	� 
�	� �	 �(��:  

«0#� ���� ��� ���	������ �������� ���*��3- �-� ����� �� �����5��� 
���� ����� ���� ����� 	�� �� #������».  

# ��!�
����� 	���� ��� Fermat 	�����!���� 	��
�� �� 1994 	�� ��� F�-
��� �	
��	���� /. Wiles, 	��� ���
(� ��	 350 !
���	 ��	 	�� �	 ��	��-
����
	 ����	 �
�����	�	 ��� B�"
�	� /
�
���. 


