
� ������� 0�x �+ =  

��� ����	
�� �	��� ��� ����� �����
�� ��� ���
�
��� ��� ������ 
0�x �+ =  �� 
������������� �������  , , �� 0� � � ≠  

��������� ���, � ����� ��� �� ��� !����� ��� ��������� ��� ��	����, 
��������� ��� ���	�� ���
�
�, ������������ �� � ���� �� ������ 

,� � . 

"#���� ������ 
0�x � �x � � �

�x �
+ = ⇔ + − = −

⇔ = −
 

$��������� ��� ��� �������
���: 
• %� 0� ≠  ����: 

��x � x
a

= − ⇔ = −  

&�������, � 0� ≠  � ���
�
� �#�� ������� 	
� ���, ��� �x
a

= − . 

• %� 0� = , ���� � ���
�
� �x �= −  ������ 0x �= − , � ����:  
i) � ���� 0� ≠  ��� �#�� ��
� �� �� ��� ���� ��� ���� �������, 

��� 
ii) � ���� 0� =  �#�� �� ����� 0 0x =  �� ������� �� �	�� ���-

����� ����� x  ����� ���� ���������. 

' ��
� ��� ���
�
�� 0�x �+ =  �� �����	 �	�� ���
�
�� ������ �� �
�� 
����. 

�� ��	�����  

� �� ��� ���
�
� 4( 5) 5x x− = −  �#����:  

3 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ

3.1 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 1ου ΒΑΘΜΟΥ
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4( 5) 5 4 20 5
4 20 5
3 15

15 5.
3

x x x x
x x
x

x

− = − ⇔ − = −
⇔ − = −
⇔ =

⇔ = =

 

*�, � ���
�
� �#�� ������� ��
�, ��� =5x . 

� �� ��� ���
�
� 3 3 2x x x− − =  "#����  
3 3 2 3 2 3 0 3x x x x x x x− − = ⇔ − − = ⇔ =  

��� ���� �����. 

� �� �� ���
�
� 4( 5) 3 20x x x− − = − �#����  
4 20 3 20 4 3 20 20 0 0x x x x x x x− − = − ⇔ − − = − ⇔ =  

��� ���� �������. 
 

�&'� 

+��� !������� 
� ���	�� ��������, �	�� ���	 ��������� 
� 
���
�
� ��� ������ 0�x �+ = , ��� ����� �� 
������
��� �  �� �  ���� 

������������ ������ �� �������� ��
�� � ����� ��� �� ��� ����-
�������� �������
��� �
#���. $�� 
��!���� ���� �� ����, � �� 
������
��� 
�  �� �  ��� ���
�
�� 0�x �+ =  ����	/���� �� �� !����� ����	���. 
�� ������� �������
���, � ��	��� ��	 ������� ����	�����, � ���
�
� 
������ ����	������ �� � ���
� ��� �	����� �� ��� ����
� ��� ���-
���� ��� ��/�� ��� ������ ���������. 

�� ��	����� � ���
�
�  

( )2 1 1 0,� x � �− − + = ∈�  

�#�� ��	����� �� � �� ��	���� �
����� 

( ) ( )
( )( )

2 21 1 0 1 1

1 1 1

� x � � x �

� � x �

− − + = ⇔ − = −

⇔ + − = −
 

&�������  
� %� 1 1,� ��� �≠ − ≠  � ���
�
� �#�� ������� ��
�, ���  

( )( )
1 1

1 1 1
�x

� � �
−

= =
+ − +

 

� %� 1� = − , � ���
�
� ������ 0 2x = −  �� ���� �����. 

� %� 1� = , � ���
�
� ������ 0 0x =  �� ���� �������.  



3.1 Εξισώσεις 1ου βαθμού 81

�B
C�D� 
 
���� ��������� ���� ��� 	�� ���� � � 	
� ����  � ��� �������� ��� ��� 

��� ���	�. !��� 	������ ������� 	� 	�� ��"�����  25km/h ���  #������-
���� �����	��  1 ���. !��� ������$� ������� 	� 	�� ��"����� 20 km/h 
��� ��� ����� ��	
� ���. �� � �������� "����� ��� ��#����� ���� 10 ����, 
�� ���������
 �� 	���� ��� ������	�� ��. 
 
'��� 

%� x  km ���� � ��
�
� %6, ���� � �����	��� #���	
���� 
25
x ���� �� � �	�� 

�� �� %  
�� 6  �� 
20
x  ���� �� � ���
���7��. %��� ������	
���� �� 1 �� , 

� 
�������� #����� ��� ������� ��� 1
25 20
x x
+ +  

&����� � #����� ���� ���� 10 ���� �#���� ��� ���
�
�:  

1 10
25 20
x x
+ + =  

8������ ��� ���
�
� �� �#����: 

1 10 4 5 100 1000
25 20

9 900
100

x x x x

x
x

+ + = ⇔ + + =

⇔ =
⇔ =

 

*� �� ����� ��� �������� ���� 100 km. 
 

��;�<��;= F�� �GHI�GJ�; �� ��;�<��;= 1�� ��>?�@ 
���� 
���#�� � �����, �� �� !����� �������	���, ��� �������� � 
�����
���� ���
�
��� �� ������ ��� ���� ��� ���
�
��� 1�� !����, ��	, 
�� ��	����� �����
�, �	����� 
� ���
�
��� 1�� !����. 
 
K
C
L��D�
 1� 
; ����� � ���
�
�  

2 11
1 1

x
x x

− =
− −

 

 
'��� 

' ���
�
� ��� ���/��� �� �	�� 1x ≠ . <� ���� ��� �������
�� �#����: 
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( ) ( ) ( )

( )

2 2

2

2

1 11 1 1 1
1 1 1 1

1 1
0

1 0
0, ��� 1.

x xx x x
x x x x

x x
x x
x x
x x

− = ⇔ − − − = −
− − − −

⇔ − + =

⇔ − =

⇔ − =

⇔ = ≠

 

&������� � ���
�
� �#�� ������� ��
�, ��� 0x = . 
 
K
C
L��D�
 2� 

; ����� � ���
�
�  
2 1 3x x− = +  

 
'��� 
%�� ��� ��������� ��� ������� ����� �#����: 

( )2 1 3 2 1 3 � 2 1 3x x x x x x− = + ⇔ − = + − = − +  
+���: 
� 2 1 3 2 4 4x x x x x− = + ⇔ − = ⇔ =  

� 22 1 ( 3) 2 3 1 3 2
3

x x x x x x− = − + ⇔ + = − + ⇔ = − ⇔ = − . 

&������� � ���
�
� �#�� ��� ��
���, ���� ������� 4 �� 2
3

− . 

�&'� 
<� ��� ���� ����� ������� �	�� ���
�
� ��� ������ ( ) ( )f x g x= . 
 
K
C
L��D�
 3� 

; ����� � ���
�
�  
2 3 3 2x x− = −  

 
'��� 
&����� �� ����� ����� ��� ���
�
�� ���� �� �������, �� � �#�� ��
� � 
���
�
� ��� ������ �� �� ������� ����� ��� � ���� �� �������. $��-
��, ������: 

                                                    3 2 0x − ≥                                               (1) 

<� ���� ��� �������
��, ���� ��� ��������� ��� ������� �����, �#��-
��: 
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2 3 3 2 2 3 3 2 � 2 3 2 3
2 3 2 3 � 2 3 2 3

1 � 5 5
1 � 1

x x x x x x
x x x x
x x

x x

− = − ⇔ − = − − = −

⇔ − = − + + = +
⇔ − = =
⇔ = − =

 

%�� ��� ���	�� ��
��� ����� ���� ���� �  1x = , ����� ���� ��� 
��������� ��� �������
�� (1). 

�&'� 
<� ��� ���� ����� ������� ���
�
��� ��� ������ ( ) ( )f x g x= . 


�N����� 
 


O �
L
� 

1. ; ��
��� ��� ���
�
��� 

i) ( )4 3 2 1 7 42x x x− − = −   ii) 1 4 1 4 5
5 4 20 4

x x x− + −
− = +  

iii) 49
2 3 4 5 60
x x x x
− = − −  iv) ( )1,2 1 2,5 1,5 8,6x x+ − + = . 

2. ; ��
��� ��� ���
�
��� 

i) ( ) ( )2 3 1 3 2 1 4x x− − − =  ii) 5 5 72
3 3 3

x xx −
− = − + . 

3. ; ��
��� ��� ���
�
��� �� ��� ��	����� ����� ��� �������� �∈� . 
i) ( )1 1� x �− = −    ii)  ( )2� x �− =  

iii) ( )1 1� � x �− = −  iv)  ( ) 21� � x � �− = +  

4. ��� ������ ��������� ����/�� � !����� � ��
� 
��� 
������ � 
��� �	 �
�� �� � ��!�	 

1 2
 ( � 	 � ), 
 ( � � � )= =
� �

 �� 3 ( )
 � � �=
�

 � 
�
#���: 
i) 1 2 3
 
 
+ =  ii) 1 2
 
=  

5. %�� ���	��� 4000 € �� ����� ��� �������� 

� �� ��	��/ ���� 5% �� �� �������� 
� �� 	��� ��	��/ ���� 3%. 
B
��� �� 1 #���� ��
��	#���� 
������	 175€ �����. C��� ��
� ����-

���� ���� 5% �� ���� ���� 3%; 
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6. ; ��������� �� ���	�� ����� �� ���� ��� ��������� ���!����: 

i) ( )0 , 0 �� ���� ��v v �t � t= + ≠  ii) 1
1 2

1 1 1 (�� ���� �� )R
R R R
= + . 

 
7. ; ��
��� ��� ���
�
��� 

i) ( ) ( ) ( )2 4 2 4 4 0x x x x x− + − + − = . 

ii) ( ) ( )( )22 2 4 0x x x− − − + = . 

 
8. ; ��
��� ��� ���
�
��� 

i) ( )2 3 21 0x x x x− − + =   ii) ( )2 21 1 0x x+ + − = . 

 
9. ; ��
��� ��� ���
�
��� 

i) ( )2 22 4 4x x x x− = − +  ii) ( )( ) ( )( )2 24 1 1 2x x x x− − = − − . 

 
10. ; ��
��� ��� ���
�
��� 

i) 3 22 2 0x x x− − + =  ii) ( )( )3 22 2 1 2 0x x x x− − − − = . 

11. ; ��
��� ��� ���
�
��� 

i) 2

1
1

x
x x x

=
− −

 ii) 2 2

1 2 0
1 2 1

x
x x x
+

+ =
− − +

. 

 
12. ; ��
��� ��� ���
�
��� 

i) 2

1 1 2
1 1 1x x x
+ =

− + −
 ii) 2

3 2 4
2 2

x
x x x x

−
− =

+ +
 

iii) 2

1
2 4

x
x x

=
+ −

 iv) 
2

2 11
x x x

xx
−

=
+−

. 

13. ; !����� ����� ����#����� ������� �������� �
�� �� 	����
� ���� � 
�
���� �� �� �������� ����. 

 
14. ; ��
��� ��� ���
�
��� 

i) 2 3 5x − =   ii) 2 4 1x x− = −  

iii) 2 2 1x x− = −  iv) 2 1 2x x− = − . 
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15. .; ��
��� ��� ���
�
��� 

i) 
4 4 2

3 5 3
x x+ +

− = ,  ii) 
2 1 1 1

3 2 2
x x+ −

− =  

 

16. ; ��
��� ��� ���
�
��� 

i) 3 4
3

x
x

−
=

+
  ii) 1 2 1x x x− − = −  

 
	O �
L
� 
1. ; ��������� ��� �� ���
�
���: 

i) ( ) ( ) ( )2 2 2x � x � � � �+ − − = +   ii) x � x �
� �
− −

=  

�#��� �	�� ��
�, ������������ �� � ���� �� ��������� ������ ,� � . 

 
2. C���� �������
��� ������ � �
#���� �� � ,� �∈� , �
�� � �#�� ��
� � 

���
�
� 1x x
� �
− = ; 

 
3. C�
� ���� ��������� ������ � ���
��
�� ��� ���������� 
� 

200ml ��	��� ������������ �������������� 15%, �� � �	��� ��	��� 
������������ �������������� 32%; 

 

4. "� ��������� % ������� �� 100km/h. "� ������� ��������� 6 ���  
������� �� 120km/h ���
����	�� �� %. �� ��
 ����	 � ��� �������� 
� ��#��� 1km; 

 

5. ; ��
��� ��� ���
�
� 
2

2 2

x � x
x � x �
+

=
− −

 �� ���� ��� ����� ��� �∈� . 

 

6. ; ��
��� ��� ���
�
� 
3

28 4
2

x x
x
−

= +
−

. 

 
7. ; ��
��� ��� ���
�
� 2 1 3x − = .  

 

8. ; ��
��� ��� ���
�
� 2 2 1 3 5x x x− + = − . 
 

 
 



3.2 Η ΕΞΙΣΩΣΗ xν = α

• "
�� � ���
�
� 3 8x = . +��� ������ 
��� ���
�� ��� �-�
��� ��-
/� �� �������� ������, � ���
�
� 3 8x =  �#�� ���!�� �� ������ 
��
�, ��� 3 8 2= . ' ���
�
� ��� ��� �#�� �� �������� ��
���, ����, 
�� �	�� 0x ≤  �
#��� 3 0x ≤ . 
&������� � ���
�
� 3 8x =  �#�� ���!�� �� ��
�, ��� 3 8 . 

���������:  

' ���
�
�  vx �= ,  �� 0� >  �� G ������� ��
��� �����, �#�� 
���!�� �� ��
� ��� v � . 

• "
�� � ���
�
� 4 16x = . +��� �� ������������ � ���
�
� ��� �#�� 
���!�� �� ������ ��
� ��� 4 16 2= . ' ���
�
� ��� ���� �#�� �� 

��
� �� ��� 4 16 2− = − , ��� ( ) ( )4 4
4 416 16 16− = = . 

&������� � ���
�
� 4 16x =  �#�� ���!�� ��� ��
���, ��� 4 16 2=  �� 

��� 4 16 2− = − . 

���������:  

' ���
�
�  vx �= ,  �� 0� >  �� G ����� ��
��� �����, �#�� 
���!�� ��� ��
��� ��� v �  �� v �− . 

• "
�� � ���
�
� 3 8x = −  "#���� ����#��	:  

( )33 3 3 38 8 8 8 8 2x x x x x= − ⇔ − = ⇔ − = ⇔ − = ⇔ = − = − . 

&������� � ���
�
� ��� �#�� ���!�� �� ��
�, ��� 3 8 2− = −   

���������:  

' ���
�
�  vx �= ,  �� 0� <  �� G ������� ��
��� �����, �#�� 
���!�� �� ��
� ��� v a− . 

• "
�� � ���
�
� 4 4x = − . &����� �� �	�� x  �
#��� 4 0x ≥ , � ���
�
� 
���� �����.  
���������:  

' ���
�
�  vx �= ,  �� 0� <  �� G ����� ��
��� �����, ���� 
�����. 
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%�� � ���	�� 
�����	
�� �� �� �� ������� ��� � ���
�
� 
, �� v vx �  ∗= ∈� , �#�� ������ ��
� ��� x �= , ��������� ���: 

• �� � G ��������, ���� � �#
%� v vx �=  �"�� 	������� ���, ��� 
x �=  

• �� � G ������, ���� � �#
%� v vx �=  �"�� ��� �����, ��� 1x �=  ��� 

2x �= − . 

�B
C�D� 
&� ��'�
 � �#
%� 4 8 0x x+ =  
 
'��� 

( )4 3

3

3

8 0 8 0

0 � 8

0 � 8 2

x x x x

x x

x x

+ = ⇔ + =

⇔ = = −

⇔ = = − = −

 


�N����� 
 


O �
L
� 
1. ; ��
��� ��� ���
�
��� 

i) 3 125 0x − =  ii) 5 243 0x − =  iii) 7 1 0x − = .  

2. ; ��
��� ��� ���
�
��� 
i) 3 125 0x + =  ii) 5 243 0x + =  iii) 7 1 0x + = . 

3. ; ��
��� ��� ���
�
��� 
i) 2 64 0x − =  ii) 4 81 0x − =  iii) 6 64 0x − =  

4. ; ��
��� ��� ���
�
��� 
i) 5 28 0x x− =  ii) 4 0x x+ =  iii) 5 16 0x x+ = . 

5. "� ��������� ������������� �#�� ���� 381m  �� ��
�	
��� x, x �� 3x. ; 
!����� ��� ��
�	
��� ��� ��������������.  

6. ; ��
��� ��� ���
�
��� 
i) ( )31 64x + =  ii) 31 125 0x+ =  iii) ( ) ( )41 27 1 0x x− − − = . 
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� ������� 2 0, 0�x �x I �+ + = ≠  

' ��
� ������ ���!���	��� ��� ���������, ��� E�
���� ���� �� 	�-
��� ���
����� �	���� 
��� �����
� ��� ���
�
�� ��� ������: 

                        2 0,  ��  0�x �x � �+ + = ≠                   (1) 
� ���� ������ ���
�
� �������� ��'	��.  

�� ��	�����, �
�� � ����� 2
0

1
2

S v t �t= + , ���� S �� ��	
��� ��� ����-

�� ������ 
� #���� t, �� �#��� �#���� v0 �� ����	#��
� �. %� �����-

���� �� 	���
�� ��� #���� t, ���� ��������� � ���
�
�:  

2
0

1 0
2

�t v t S+ − = , 

� ���� ���� ���
�
� �������� !����.  

��� 
���#�� � �����
���� ��� ���
�
� �������� !���� 
�� ������ ���  
����� �� �� ������ ��� «�	����%�� ��� ����������».  

"#����:  

 

2 2

2

2

2
2

2 2

2 2

2

0 0 [�o� 0 ]

2
2

2
2 4 4

4
2 4

� ��x �x � x x �
� �
� �x x
� �

� �x x
� �
� � � �x x
� � � �

� � ��x
� �

+ + = ⇔ + + = ≠

⇔ + = −

⇔ + ⋅ = −

⇔ + ⋅ + = − +

−⎛ ⎞⇔ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

%� ��
���� 2$ 4� ��= − , ���� � ������� ���
�
� ������:  

                                   
2

2
$

2 4
�x
� �

⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                       (2) 

$��������� ��� ��� ���� �������
���: 

• %� ( 0> , ���� �#����:  
$ $�

2 2 2 2
� �x x
� � � �

+ = + = −  
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�����  
$ $�

2 2
� �x x

� �
− + − −

= =  

&������� � ���
�
� (2), 	� �� � �
������ ��� (1), �#�� ��� ��
��� 
	��
�� ���:  

1 2
$ $��

2 2
� �x x

� �
− + − −

= =  

�� 
������ �� ��
��� ���� ��	�����  

1,2
$

2
�x

�
− ±

= . 

• %� ( 0= , ���� � ���
�
� (2) ��	����:  
2

0 0
2 2 2

=0 �  =0
2 2

 �  
2 2

� � �x x x
� � �

� �x x
� �

� �x x
� �

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = ⇔ + ⋅ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⇔ + +

⇔ = − = −

 

���� �������
� ��� ���� ��� � ���
�
� �#�� ����� �
�� ��� 
2
�
�

− . 

• %� ( 0< , ���� � ���
�
� (2), 	� �� � �
������ ��� (1), ��� �#�� 
��������� ��/��, ����� ���� ������� 
�� � . 

' ���!���� ��	
�
� 2( 4� �I= − , �� ��� ���� ��� ����� ����	�� �� 
������ ��� ��/�� ��� ���
�
�� 2 0, 0�x �x � �+ + = ≠ , ����	/��� �����
-
���� ����. 

F ���	�� 
�����	
�� 
���7�/���� 
��� ������� ����: 
2$ 4� ��= −  ' ���
�
� 2 0, 0�x �x � �+ + = ≠  

$ 0>  "#�� ��� ��/�� 	��
�� ��� 1,2
$

2
�x

�
− ±

=  

$ 0=  "#�� �� ����� ��/ �� 
2
�x
�

= −  

$ 0<  &��� ����� 
�� � . 

�� ��	����� 



90 3. ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ

� ' ���
�
� 22 3 1 0x x− + =  �#�� ( )2$ 3 4 2 1 1 0= − − ⋅ ⋅ = > , ����� �#�� ��� 

��/�� ���  1
3 1 1
2 2

x +
= =

⋅
  ��  2

3 1 1
2 2 2

x −
= =

⋅
. 

� ' ���
�
� 2 4 4 0x x− + =  �#�� ( )2$ 4 4 1 4 0= − − ⋅ ⋅ = , ����� �#�� �� ��-

��� ��/ ��� ( )4
2

2 1
x

− −
= =

⋅
. 

' ���	�� ���
�
� ������ 
����� �� ����: 
2 24 4 0 ( 2) 0 2 (����� ��/).x x x x− + = ⇔ − = ⇔ =  

� ' ���
�
� 22 3 4 0x x− + =  �#�� ( )2$ 3 4 2 4 23 0= − − ⋅ ⋅ = − < , ����� ��� 
�#�� ��������� ��/��. 

���� �������
� ��� � ���
�
� 2 0, 0�x �x � �+ + = ≠  �#�� ��������� ��/�� 

1 2,x x , �#����: 

1 2
$ $ 2

2 2 2
� � � �x x

� � � �
− + − − −

+ = + = = −  ��  

( ) ( ) ( )
22 2 2

1 2 2 2 2

$ 4$ $ 4
2 2 4 4 4

� � � ��� � �� �x x
� � � � � �

− − − −− + − −
⋅ = ⋅ = = = =  

%� �� S  
��!���
���� �� 	����
� 1 2x x+  �� �� P  �� �������� 1 2x x⋅ , 
���� �#���� ���� ������: 

�S
�

= −     ��    �P
�

=  

��� ���� ���
��� �� ����� ��� Vieta. 

' ���
�
� 2 0�x �x �+ + = , �� ��� !����� ��� ����� ��� Vieta, ���
#�-
���/��� �� ����: 

( )

2 2

2
1 2 1 2

2

0 0

0

0

� ��x �x � x x
� �

x x x x x x

x Sx P

+ + = ⇔ + + =

⇔ − + ⋅ + ⋅ =

⇔ − + =

 

' ������� ����� ��� ���
�
�� 2 0�x �x �+ + =  �� ����� �� �������� � 
��� ��
���	
����, ��� �����/���� �� 	����
� �� �� �������� ��� 
��/�� ���.  
�� ��	����� � ���
�
� �� 	����
� ��/�� 3 �� �������� 2  ���� � 

2 3 2 0x x− + =  
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�B
C�D�� 
1� &� ��'�
 � �#
%� ( )2 2 3 1 4 3 0x x− + + =  

 
'��� 
' �����vo�
 ����  

( ) ( ) ( )2 2 2
$ 4 3 1 4 4 3 4 3 2 3 1 4 3 1⎡ ⎤= + − ⋅ = − + = −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

&������� � ���
�
� �#�� ��� ��/�� ���  

( ) ( ) ( )2

1,2

2 3

2

2 3 1 4 3 1 2 3 2 2 3 1

2 2
x

+ ± − + ± −
= = =  

 
2� ���� ���"�� ��
����� ��� ����$� ��� "������� ���� ����	��, � ���
� 
�"�� ��'�� 300m. *��� "����� ������
��� 	�"�� �� ���	�, ��� � ���"�� '� 
���
#�� �� ���� ��� ����	��, �� � ���"��  
i) ���� ��� ��� ����$�;  
ii) ��$��������
 ��������$� ���� �� ���% 	� ��"����� 50 m/sec; 
(
����� ��� g � 10 m/sec2. 
 
'��� 
i) &��� ���
�� �� ��� E�
��� ��� �� ��	
��� S ��� ������ �� 
�� 
��� 

�������� ���
� 
� #���� t sec ����: 21
2

S gt=  

&����� 2300 �� 10
sec

mS m g= � , �#����: 

2 2 2110 300 5 300 60 60 7,75
2

t t t t t= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ± ⇔ ±�  

' ������� ��/ ���  ����  �������, �����  � #����� 
�� 
�����������  ���-
!��� ��� ������ � ���� ��������. *� 7,75sect � . 

ii) +�� �� 
�� �#�� �#��� �#���� 0v , �� ��	
��� ��� ������ 
� #���� t 

sec ���� 2
0

1 t
2

S v t �= + . 

&����� 0 50
sec
mv =  �� 0t >  � �#����: 

2 2

2

110 50 300 5 50 300 0
2

10 60 0

10 100 4 60 10 18,43 4, 22sec.
2 2

t t t t

t t

t

+ = ⇔ + − =

⇔ + − =

− + + ⋅ − +
⇔ = =�

 

*�, � /��������� #����� ���� ������� 4,22sec . 
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�&'� 

G�	 ��� �����
� ���� ���!������, ���� ����� �� ���	��, ��� ������ � 
��#�	�� � ����#����, � �� ��
��� ��� !����� ���� �������. 
 

��;�<��;= F�� �GHI�GJ�; �� ��;�<��;= 2�� ��>?�@  
��� 
���#�� � �����, �� �� !����� �������	���, ��� �������� � 
�����
���� ���
�
��� �� ������ ��� ���� ��� 2�� !����, ��	, �� ��	�-
���� �����
�, �	����� 
� ���
�
��� 2�� !����. 
 
K
C
L��D�
 1�: 

; ����� � ���
�
�  
2 2 3 0x x− − = . 

 
'��� 
&����� 22x x= , � ���
�
� ��	����: 

2 2 3 0x x− − =  

%� ��
���� x �= , ���� � ���
�
� ������  
2 2 3 0� �− − = . 

' ���
�
� ��� �#�� ��/�� ��� 1 23 �� 1� �= = − . %�� ���� ����� ���� 

���� � ������, ��� 0� x= ≥ . &������� 3x = , ��� 
������ 

3 � 3x x= − = .  
 
K
C
L��D�
 2�: 

; ����� � ���
�
�: 
2

2

3 1 2 2 1
1

x x x
x x x x
− + −

− =
− −

. 

 
'��� 
�� � ���/��� � ���
�
� ������ 1 0x − ≠  �� 2 0x x− ≠ , ����� 0x ≠ �� 

1x ≠ . <� ����� ���� �������
���� ��� x  �#����:  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2

2

2

2

3 1 2 2 1 3 1 2 2 11 1 1
1 1 1

3 1 1 2 2 1

4 3 0

x x x x x xx x x x x x
x x x x x x x x

x x x x x

x x

− + − − + −
− = ⇔ − − − = −

− − − −

⇔ − − − = + −

⇔ − + =
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' ������� ���
�
� �#�� ��/�� 1 1x =  �� 2 3x = .  %�� ����, ���� ��� ��-
�����
���, ����� ���� ���� � 2 3x = . 

K
C
L��D�
 3�: 
; ����� � ���
�
�: 

                                            4 22 7 4 0x x− − =                                          (1) 
 

'��� 
%� ��
���� 2x y=  � ���
�
� ������: 
                                            22 7 4 0y y− − =                                            (2) 

' ���
�
� 22 7 4 0y y− − =  �#�� ��/�� ��� 1 4y =  �� 2
1
2

y = −  &����� 

2 0y x= ≥ , ����� ���� ���� � 1 4y = . 
&�������, �� ��/�� ��� (1) ���� �� ��/�� ��� ���
�
�� 2 4x = , ����� �� 

1 2x = −  �� 2 2x = . 

�&'� 
' ������� ��� �������
�� 
�� ���	�� ��	����� �����/��� �� 
�� ��� �����
� �	�� ���
�
�� ��� ������:  

4 2 0,  ��  0�x �x � �+ + = ≠  
H� ���
�
��� ��� ������ ���� ����	/���� ��������%��� ���
�
���. 


�N����� 
 


O �
L
� 

1. ; ��
��� ��� ���
�
���: 
i) 22 5 3 0x x− + =   ii) 2 6 9 0x x− + =  iii) 23 4 2 0x x+ + = . 

2. ; ��
��� ��� ���
�
���: 
i) 2 1,69 0x − =  ii) 20,5 0x x− =  iii) 23 27 0x + = . 

3. ; ��������� ��� �� ���	�� ���
�
��� �#��� ��������� ��/��: 
i) ( )2 2 2 0, 0�x x � �+ − − = ≠   ii) ( )2 0, 0�x � � x � �+ + + = ≠ . 

4. ; !����� ��� ����� ��� �∈�  �� ��� ������ � ���
�
� 
2 2 0, 0�x x � �+ + = ≠  �#�� ����� ��/. 
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5. %� � �≠ , � ������� ��� ���� ����� 
�� �  � ���
�
� 

( ) ( )2 2 2 2 2 0� � x � � x+ + + + = . ; ����	
��� ��� �������
� ��� ���� 

� �= . 

6. ; !����� ��� ���
�
� 2�� !���� ��� �#�� ��/�� ���� ������� 

i) 2  ��. 3   ii) 1 �� 1
2

  iii) 5 2 6−  �� 5 2 6+ . 

7. ; !����� ��� �������, ���
�� ��	�#���, ��� � �#��� 
i) *����
� 2 �� �������� 15− .  
ii) 	����
� 9 �� �������� 10. 

8. ; ��
��� ��� ���
�
��� 
i) ( )2 5 3 15 0x x− + + =   ii) ( )2 2 1 2 0x x+ − − = . 

9. ; ��
��� ��� ���
�
� 2 2 2 2x � � ax+ = − , �� ��� ��	����� ����� ��� 
,� �∈� . 

10. ; !����� ��� ������� ���� ���������� �� ��������� 68cm �� ������� 
26cm. 

11. ; ��
��� ��� ���
�
��� 
i) 2 7 12 0x x− + =   ii) 2 2 35 0x x+ − =  iii) 2 8 12 0x x− + = . 

12. ; ��
��� ��� ���
�
� ( )21 4 1 5 0x x− + − − = . 

13. ; ��
��� ��� ���
�
� 
21 15 6 0x x

x x
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

14. ; ��
��� ��� ���
�
��� 

i) 1 13
1 6

x x
x x

+
+ =

+
 ii) 

2

2

2 2 3 2 0
2 2

x x
x x x x

− −
+ + =

− −
. 

15. ; ��
��� ��� ���
�
��� 
i) 4 26 40 0x x+ − =  ii) 4 24 11 3 0x x+ − =  iii) 4 22 7 3 0x x+ + = . 
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	O �
L
� 

1. $����� � ���
�
� 2 2 3 42 1 0, ��  0� x � x � �− + − = ≠ . 

i) ; ������� ��� � ��������
 ��� ���
�
�� ���� 2$ 4�= . 

ii) ; ������� ��� �� ��/�� ��� ���
�
�� ���� �� 
2 1�
�
+ �� 

2 1�
a
− . 

2. $����� � ���
�
� ( )2 5 2 6 3 2 0x x− − + − = . 

i) ; ������� ��� � ��������
 ��� ���
�
�� ���� ( )2
$ 1 2= +  

ii) ; ������� ��� �� ��/�� ��� ���
�
�� ���� �� 3 �� 2 2− . 

3. ; !����� ��� ����� ��� �∈�  �� ��� ������ � ���
�
� 
( )2 22 9 3 4 0x � x � �+ − + + + = �#�� ����� ��/. 

4. %� � ������ � ���� � ��/ ��� ���
�
�� 2 0�x �x �+ + = , �� 0� �⋅ ≠ , � 

������� ��� � ������ 1
�

 ���� � ��/ ��� ���
�
�� 2 0�x �x �+ + = . 

5. ; ��
��� ��� ���
�
���: 

i) 1 1 , 0x � �
� x

+ = + ≠   ii) , , 0x � � � � �
� x � �
+ = + ≠ . 

6. $����� � ���
�
� 2 2 8 0x �x+ − =  
i) ; ������� ��� � ���
�
� �#�� ��������� ��/�� �� �	�� �∈� . 
ii) %� � �� ��/ ��� ���
�
�� �
���� �� �� ����	���� ��� 	����, ���� 

� !������ �� ��/�� �� � ���� ��� �. 

7. ; ����	
��� � ��	�#��� ����#���� ������ ��� � ���� ���� ������� 
���������� ��������. 

8. ' 
���. ��� ������� 
#����� �#�� 
��
�	
��� 4m �� 3m ���
���#��. ; 
!����� ��	��� d ��� 
�����, � ���-
��/���� ��� �� ��!��� ��� ���� �
� 
�� �� ��!��� ��� ��������� ������ 
��� 
����. 



9. <� ��
���
���� ������ ������� ��� ��#���� % �� 6. F� ��#	-
��� 6 #���	/��� 12 ���� ����

����� �� ��� �� ��#	��� % �� � ��-
����
�� �� 
����������� ����. H #����� ��� ������� �� � ������
�� 
�� ����, � #��
����������� �� � ��� ��#���� �/� ���� 8 ����. ; 
!����� �� #���� ��� � #���/��� �� �	�� ��#	��� �� � ������
�� �� 
���� ��� � ���/��� ���� ���. 

10. &��� ���
�� ��� �� ��/ ��� ���
�
�� 4 210 0x x �− + =  ���� � ������ 1. 
; !����� �� � �� � ��
��� ��� ���
�
�. 

�C�W����� N
W
X���� 2�� N�B
'
�� 
 

I. !� ��'�	�� ��� ��� �������% ���������� �� �������� �� ���		� 
, 
�� � �"���	�� �
��� ���'�� ��� ����� ���� ����	������� ���'	��� �, 
� ��� I. (��$������� �� �������� �� ���		� Z. 

1.  ' ���
�
� ( 1) ( 1)� x � �− = −  �#�� ������� ��
� ��� x �= . % I  

2.  H ���
�
� ( )( ) 01 2x x+ + =  ���� �����. % I  

3.  H ���
�
� ( ) ( ) 01 2x x− − =  �#�� ��� ��������� ��/��. % I  

4.  H ���
�
� ( ) ( ) 01 2x x− + =  �#�� ��� ��������� ��/��. % I  

5.  ' ���
�
� 2x x= −  �#�� ������� ��
�. % I  

6.  ' ���
�
� 2x x= −  �#�� ������� ��
�. % I  

7.  %� �� 
������
��� � �� � ��� ���
�
�� 2 0�x �x �+ + =  ���� 
�����
����, ���� � ���
�
� �#�� ��� ��/�� 	��
��. 

% I  

8.  %� ��� ���
�
��� 2�� !���� �#��� ��� ����� ��/��, ���� �� 

������
��� ��� �
�� ���	���� ��� x  ��� ���
�
��� �-
��� ���� �
��. 

% I  

9.  ' ���
�
� 2 2 0�x x �+ − =  �#�� ��� ��/�� ��������� �� 
	��
��. 

% I  
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10.  ' ���
�
� 2 24 4 0x �x �− + = , �� 0� ≠ , �#�� ��� ��/�� 
��������� �� 	��
��. 

% I  

11.  ' ���
�
� 2 2 2 2 0� x �x− + = , �� 0� ≠ , ��� �#�� ������-
��� ��/��. 

% I  

12.  ' ���
�
� 2 22 3 0x �x �+ + =   ��� �#�� ��������� ��/��. % I  

13.  ' ���
�
� 2 1 1 0x � x
�

⎛ ⎞− + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

, �� 0, 1� ≠  �#�� ��� 	��
�� 

�� ���
������ ��������� ��/��. 
% I  

14.  H� ���
�
��� 
2 3 2 0

1
x x

x
− +

=
−

 �� 2 3 2 0x x− + =  �#��� ��� 

����� ��
���. 
% I  

15.  H� ���
�
��� 
2

2

2 3 1 5
1

x x
x
+ +

=
−

 �� 2 2(2 3 1) 5( 1)x x x+ + = −  

�#��� ��� ����� ��
���. 
% I  

16.  K�	�#��� ��������� ������ x �� y ��� � �#��� 	����-

� 10S = −  �� �������� 16P = . 

% I  

17.  K�	�#��� ��������� ������ x �� y ��� � �#��� 	����-

� 10S =  �� �������� 25P = . % I  

18.  K�	�#��� ��������� ������ x �� y ��� � �#��� 	����-

� 2S =  �� �������� 2P = . 

% I  

 

II. &� �����
��� �� ��'�� ���� �������% ������	���: 

1. ' ���
�
� (2 1)( 2) (3 2 )( 2)x x x x− + = − +  ��	���� �
�����: 
(2 1)( 2) (3 2 )( 2) 2 1 3 2 4 4 1x x x x x x x x− + = − + ⇔ − = − ⇔ = ⇔ = . 

+��� �� � ������ 2x = −  ��������� �� �����
 ���
�
�.  
 

2. ' ���
�
� 2 1 2x x− = −  ��	���� �
�����: 

2 1 2 2 1 2 � 2 1 2 1 � 1x x x x x x x x− = − ⇔ − = − − = − ⇔ = − = . 
+��� ��� �� ��� ����� ���� ��� x  ��� ��������� �� �����
 ���
�
�.  
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��WC�N �������
 
%�� � �#� #���� �� ��������� #��
�������
� ��	����� ��#����� 
�� � ��
��� �� ���
�
� 2�� !����.  

H� �#��� "������ #��
�������
� ����������� ��������, �
�� ���� ��� 
��
������ ��� ��#� �� ���� 	������� �������, ��	 �� ���� �������� 
��
������ ��� ��������� �� � �������	 7���.  

H� L���� �� �� *�!�� #��
�������
� �� ������ ���� �� �� 
������� 
�����
� «
�������
�� ���������», ������	����� ���� ������	 ��� 
����� ����
�� ��� ��
���. %���� ������
� �� ����������� ����� �	�� 
�� �� ��� ���
�
���  

2 2 2, ,x px q x px q x px q+ = − = − = − . 
����� ���� ��	����� ��� ���
�
��� ���� �� �� ������ �����  

2 0�x �x �+ + =  
H 
��#����� 
��!���
��� 	�#�
� � �����/��� ���� �� 1500 μ.M, �� �� 
���������� #��
�������
�� �������� ��/�� �� ��� �������� ��/�� 
����	���� �� ���� Cardano �� Girard. ' ���������� ��	
�
� ��� 
�������� ��/�� �� ��� Descartes �� ��� �������� ������ �� ���� 
Wessel, Argand �� Gauss ���� ���� ������� ����� ����

����� ����-
����� �� ��/�� ��� �������!	���� ���
�
��. 
+��� �  �������  ��� �����
��� ���  ����#���� �  �#� #����  ��  
�������
� � ��������� �������� ������� ������� ��� �����  

2

1,2

4
2

� � ��
x

�
− ± −

=  

��� ����� ��� ��/�� ��� ������� ���
�
�� 2�� !����  
2 0, 0�x �x � �+ + = ≠ . 

��� 
���#�� ����
�	/����  ����� �������� �����
�� ��� ���
�
�� 2�� 
!����. 

+�'���� �%� <���� 
' �����
� ��� ��� ���������� 
��� L���, �������� 
��� Sridhara (1025 
�.M. �������). 
"#���� ����#��	:  

2

2

0�x �x �
�x �x �

+ + =

+ = −
 

C�����
�	/���� �� � ��� ���� ��� ���
�
�� �� 4� �� �
��� ���
��-
����� �� �2 �� 
� ��� ����, �� � �����7�� �� «������» ����	���� 
�� 
��
���� �����. $���� 
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( )

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

4 4 4
4 4 4

2 4

2 4 , ���
�� 4 0.

� x ��x ��
� x ��x � � ��

�x � � ��

�x � � �� � ��

+ = −

+ + = −

+ = −

+ = ± − − ≥

 

"�
� ��������� ���: 
2 4

2
� � ��

x
�

− ± −
=  

�abd;�: ' ������ ��� ������� ��� L���� #������/��� �� �� ������� 
��� �� ��	
� ��� �����/���. ��	 ���� 
�� �������� !��. 

+�'���� ��� Vieta  

' ���
�
� 2��  !���� 2 0, 0�x �x � �+ + = ≠ ������ � ����� ���������, � 
��� �����#�� ��� �����!	���� ��� �x , ��	�� ��� ������ ����� � ���-
���#��� �� ��� �����	
�
� 

                                            
2
�x y
�

= −                                            (1) 

F��� � ���
�
� ������: 
2

0
2 2
� �� y � y �
� �

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 � ���� ��� ������-

���� ������: 
2 4y 0

4
� ���

�
− +

+ = . 

H� ��/�� ��� ���
�
�� ���� ����  
2 4
2

� ��
y

�
± −

= ���
�� 2 4 0� ��− ≥  

�� � !����� ��� ��/�� ��� �#���� ���
�
�� ������
����� ��� ���	-
�� ���� ��� y 
��� (1) �� �#����:  

2 4
2 2 2

� ��� �x y
� � �

−
= − = ± −  

H���� 
2 4

2
� � ��

x
�

− ± −
= . 

�abd;�: ' ������� ��� ��� Vieta ���� ���������
, ���� ���� � ���	�-
����� ��� ��#����� �� ��� �����
� ��� ������� �����!	���� ���� �� ��� 
������	����� ���
�
��. �� ��	�����, �� ����� !�� 
��� �����
� ��� 

���
�
�� 3 2 0�x �x �x �+ + + = , ���� � �����	
�
� 
3
�x y
�

= −   ��� ��-

�	

�� ��� ���
�
� �� �� �������!	���� ���.  



100 3. ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ

+�'���� ��� Harriot  

H ��������� Thomas Harriot (1560-1621) ��	���
� �� ������ ��� �-
����������
��, �� � !��� ��� ��
��� ��� ���
�
�� 2��  !����, 
�� ��-
�	�� ���� ��� �� ��� 	���!� «Artis Analytical Praxis». ' ��#���� ��� ��-
�� � ���� �������:  
K��������� ��� 1x  �� 2x  ���� �� ��/�� ��� �������!	���� ���
�
�� 

                                       2 0, 0�x �x � �+ + = ≠                                 (1). 
�#����/���� ��� �� ���
�
� �� ��/�� 1x  �� 2x . %��� ���� � 

( ) ( )1 2 0x x x x− − =  � ,�
�����, �  

                                   ( )2
1 2 1 2 0x x x x x x− + + =                                 (2)  

<� �����
� ��� ����� ��� (1) �� 0� ≠ , !��
�����: 

                                         2 0� �x x
� �

+ + =                                         (3) 

&����� �� ���
�
��� (2) �� (3) ���� �����, �� ���
���#�� 
������
��� ������ 
� ���� �
��. &�������: 

                           1 2
�x x
�

+ = −        ��        1 2
�x x
�

=                             (4) 

' ������� ( ) ( )2 2
1 2 1 2 1 24x x x x x x− = + −  
� 
����
�� �� ��� (4) �����  

                             
2

1 2

4� ��
x x

�
−

− = ± ,      [���
�� 2 4 0� ��− ≥ ]   (5) 

8������ �� 
�
��� ��� ���
�
��� (4) �� (5) �#����:  
2

1

4
2

� � ��
x

�
− + −

=    ��    
2

2

4
2

� � ��
x

�
− − −

=  

 
�abd;�: &��� ����� � �����
���� ���� �� ������ ���������� ��/ ��� 
(5). ' ������� ��/ ���� ����	

�� �� ��	��� ��� 1x  �� 2x . 
 


