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�.1  �	 ����	��	 ��� �	����� 
 
 

Στη παράγραφο αυτή θα γνωρίσουμε μερικές βασικές έννοιες της Λογικής, τις 
οποίες θα χρησιμοποιήσουμε στη συνέχεια, όπου αυτό κρίνεται αναγκαίο, για 
τη σαφέστερη διατύπωση μαθηματικών εννοιών, προτάσεων κτλ.  
Τα παραδείγματα που θα χρησιμοποιήσουμε αναφέρονται σε έννοιες και ιδιό-
τητες που είναι γνωστές από το Γυμνάσιο. 
 
� ����������  
Ας θεωρήσουμε δύο πραγματικούς αριθμούς � ��� � . Είναι γνωστό ότι: 

�� �� �	�
��� � ��� �  ���� ����, ��� ��� �� ��	����� ���� 
� ���� ���. 

Αυτό σημαίνει ότι: 
�� � ����	����� « � �= » ���� ���
��, ��� ��� � ����	����� « 2 2� �= » 

� ���� ���
��. 

Γι’ αυτό λέμε ότι ο ισχυρισμός « � �= » συνεπάγεται τον ισχυρισμό 

« 2 2� �= » και γράφουμε: 2 2a � a �= ⇒ = . 

Γενικά: 

Αν P και Q είναι δύο ισχυρισμοί, τέτοιοι ώστε, όταν αληθεύει ο P  να 
αληθεύει και ο Q , τότε λέμε ότι � P ������	�
�� 
�� Q και γράφουμε 
P Q⇒ . 

Ο ισχυρισμός « P Q⇒ » λέγεται ���������� και πολλές φορές διαβάζεται 
«�� P, ���� Q». Ο P  λέγεται ������� της συνεπαγωγής, ενώ ο Q  λέγεται 
���������� αυτής(1).  

                                                 
(1) Στην καθημερινή πράξη, συνήθως, δεν χρησιμοποιούμε συνεπαγωγές με ψευδή υπόθεση. 

Αλλά και η μαθηματική επιστήμη δεν έχει ανάγκη τέτοιου είδους συνεπαγωγών. Όμως, για 
τεχνικούς λόγους που συνδέονται με την ευκολία της έκφρασης μαθηματικών ζητημάτων, 
θα υιοθετήσουμε τη σύμβαση ότι η συνεπαγωγή « P Q⇒ » να είναι αληθής και στην περί-
πτωση που η υπόθεση P είναι ψευδής. Έτσι, η συνεπαγωγή « P Q⇒ » είναι ψευδής, μόνο 
όταν η υπόθεση P είναι αληθής και το συμπέρασμα Q είναι ψευδές και αληθής σε κάθε άλ-
λη περίπτωση. Εκ πρώτης όψεως η σύμβαση αυτή φαίνεται περίεργη, αλλά στο πλαίσιο 
του παρόντος βιβλίου δεν μπορούν να εξηγηθούν οι λόγοι που οδήγησαν σε αυτή. 
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� *�+-����/� � -*�2� ����������  
Ας θεωρήσουμε τις γνωστές μας από το Γυμνάσιο συνεπαγωγές: 
                                          2 2� � � �= ⇒ =                                              (1) 
και  
                                          � � � � � �= ⇒ + = +                                       (2), 
που ισχύουν για όλους τους πραγματικούς , και� � � . 
Παρατηρούμε ότι: 
� Για την πρώτη συνεπαγωγή, δεν ισχύει το αντίστροφο. Δηλαδή δεν ισχύει 

η συνεπαγωγή 2 2� � � �= ⇒ =  για όλους τους πραγματικούς αριθμούς � 

και �, αφού για παράδειγμα είναι ( )2 23 3− = , ενώ 3 3− ≠ . 
� Για τη δεύτερη, όμως, συνεπαγωγή ισχύει και το αντίστροφο. Δηλαδή για 

όλους τους πραγματικούς αριθμούς �, �, � ισχύει και η συνεπαγωγή:  
� � � � � �+ = + ⇒ =  

Γι’ αυτό λέμε ότι οι δύο ισχυρισμοί είναι ισοδύναμοι και γράφουμε: 

� � � � � �= ⇔ + = + . 

Γενικά  

Αν και P Q  είναι δύο ισχυρισμοί, τέτοιοι ώστε, όταν αληθεύει ο P, να 
αληθεύει και ο Q και όταν αληθεύει ο Q, να αληθεύει και ο P, τότε λέμε 
ότι � P  ������	�
�� 
�� Q  �� ��
��
����� ή, αλλιώς, ότι � P ����� 
���������� �� 
�� Q και γράφουμε P Q⇔ . 

Ο ισχυρισμός « P Q⇔ » λέγεται ���������� και αρκετές φορές διαβάζεται 
«P �� �� ���� �� Q». 
 

	 �3�-���+4 «�» 
Γνωρίζουμε ότι: 

�� ������� ��� �	��������� �	�
��� �  και � ���� ��� � �� �����, �� 
��� ���� �� ���� ����������� ��� ���� �	�
���� �  και �  ���� ���� � 
�� �����.  

Για να δηλώσουμε ότι ένας τουλάχιστον από τους �  και �  είναι ίσος με το 
μηδέν, γράφουμε 0� =  ή 0� = . Έτσι, έχουμε την ισοδυναμία 

0 0  ή   0� � � �⋅ = ⇔ = =  
Γενικά 
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Αν και P Q  είναι δύο ισχυρισμοί, τότε ο ισχυρισμός P � Q αληθεύει μόνο 
στην περίπτωση που ένας τουλάχιστον από τους δύο ισχυρισμούς αληθεύει. 

Ο ισχυρισμός «P � Q» λέγεται �������� των P  και Q . 
Για παράδειγμα η εξίσωση 

( )( )2 2 1 0x x x− − =  

αληθεύει, αν και μόνο αν ένας τουλάχιστον από τους παράγοντες 2x x−  και 
2 1x −  είναι ίσος με το μηδέν, δηλαδή, αν και μόνο αν ισχύει η διάζευξη: 

2 20 ή  1 0x x x− = − = . 
Παρατηρούμε εδώ ότι: 
� Για 1x =  αληθεύουν και οι δύο εξισώσεις, ενώ 
� Για 0x =  αληθεύει μόνο η πρώτη και για 1x = −  αληθεύει μόνο η δεύτε-

ρη. 
 

	 �3�-���+4 «F�*» 
Γνωρίζουμε ότι: 

«�� ������� ��� �	��������� �	�
��� και � �  ���� ���!�	� ��� ���-
���, �� ��� ����� �� ��� �� ��� �	�
��� και � � ���� ���!�	�� ��� ���-
���». 

Για να δηλώσουμε ότι και οι δύο αριθμοί και � �  είναι διάφοροι του μηδενός 
γράφουμε 

0� ≠  και 0� ≠  
Έτσι, έχουμε την ισοδυναμία 

0 0� � �⋅ ≠ ⇔ ≠ και 0� ≠  
Γενικά 

Αν και P Q  είναι δύο ισχυρισμοί, τότε ο ισχυρισμός P �� Q αληθεύει 
μόνο στην περίπτωση που και οι δύο ισχυρισμοί αληθεύουν. 

Ο ισχυρισμός «P �� Q» λέγεται ������� των P και Q . 

Για παράδειγμα, ο ισχυρισμός 

( 1) 0x x − =  και ( 1)( 1) 0x x− + =  

αληθεύει για εκείνα τα x  για τα οποία αληθεύουν και οι δύο εξισώσεις, δηλα-
δή για 1x = . 
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�H������� ����I	���� 
 

I. �� ������ ��� 
�� �����
� �����
����� �� �����
� 
� 	����� 
�, �� � ���������� ����� ������ 	�� ����� 
��� ���	��
���� ����-
���� � �� J. !������
�� �� �����
� 
� 	����� K. 

1.  2 9 3� �= ⇒ =  Α Ψ  

2.  2 1� � �= ⇔ =  Α Ψ  

3.  2 1� � �≠ ⇒ ≠  Α Ψ  

4.  22 4� �≠ ⇔ ≠  Α Ψ  

5.  22 4� �> ⇒ >  Α Ψ  

6.  22 4� �< ⇒ <  Α Ψ  

7.  2 4 2� �< ⇒ <  Α Ψ  

8.  2 4 2� �> ⇒ >  Α Ψ  

9.  2 και 3 6� � � �< < ⇒ ⋅ <  Α Ψ  

 
II. "� ��
��
������
� ��#�� ��� 
��� ����������� 
�� ������ $% �� 
�� 

��������� 
�� ��������� ��� 
� ����� &%. 

$%  '*$!$ &%  '*$!$ 

1 ( )2 0x x− =  $ 0 και 2x x≠ ≠  

2 ( )2 0x x− ≠  & 2x =  

3 2 4x =  + 2 ή 2x x= − =  

4 2 4 και 0x x= <  ! 0x =  

5 ( ) ( )2 0 και 1 0x x x x− = − =  / 0 ή 2x x= =  

6 2 4 και 0x x= >  0 2x = −  
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�.2  �MI	�� 
 
 

� ���+*� �+� ����2+�  
Πολλοί άνθρωποι συνηθίζουν να συλλέγουν διάφορα πράγματα, όπως π.χ. 
γραμματόσημα, νομίσματα, πίνακες ζωγραφικής, εφημερίδες, βιβλία κτλ. Οι 
περισσότεροι συλλέκτες ταξινομούν τις συλλογές τους σε κατηγορίες, π.χ. 
«γραμματόσημα που προέρχονται από την ίδια χώρα», «νομίσματα του περα-
σμένου αιώνα», «πίνακες της αναγέννησης» κτλ.  
Επίσης από αρχαιοτάτων χρόνων οι άνθρωποι ενδιαφέρθηκαν για τους αριθ-
μούς και τους ταξινόμησαν σε κατηγορίες, όπως είναι π.χ. «οι άρτιοι αριθ-
μοί», «οι πρώτοι αριθμοί» κτλ.  
Συλλογές ή κατηγορίες όπως οι παραπάνω ή ακόμη ομάδες αντικειμένων, ο-
μοειδών ή όχι, που μπορούμε με κάποιο τρόπο να τα ξεχωρίσουμε, ονομάζο-
νται στα Μαθηματικά ������. 
Σύμφωνα με τον μεγάλο μαθηματικό Cantor: 

������ είναι κάθε συλλογή αντικειμένων, που προέρχονται από την 
εμπειρία μας ή τη διανόησή μας, είναι καλά ορισμένα και διακρίνονται 
το ένα από το άλλο. 

Τα αντικείμενα αυτά, που αποτελούν το σύνολο, ονομάζονται στοιχεία ή μέλη 
του συνόλου.  

�N	��	  
Ένα σύνολο πρέπει να είναι, όπως συνηθίζουμε να λέμε, «καλώς ορισμένο». 
Αυτό σημαίνει ότι τα στοιχεία του μπορούν να αναγνωρίζονται με σιγουριά. 
Για παράδειγμα δεν μπορούμε να μιλάμε για το σύνολο των μεγάλων πραγμα-
τικών αριθμών. Αυτό δεν είναι σύνολο, με τη μαθηματική έννοια του όρου, 
διότι δεν υπάρχει κανόνας που να καθορίζει αν ένας πραγματικός αριθμός εί-
ναι ή δεν  είναι μεγάλος. Αν όμως θεωρήσουμε τους πραγματικούς αριθμούς 
που είναι μεγαλύτεροι του 1000000, τότε αυτοί αποτελούν σύνολο. 

Για να συμβολίσουμε ένα σύνολο στα Μαθηματικά, χρησιμοποιούμε ένα από 
τα κεφαλαία γράμματα του Ελληνικού ή του Λατινικού αλφαβήτου, ενώ για 
τα στοιχεία του χρησιμοποιούμε τα μικρά γράμματα αυτών. Για παράδειγμα: 
� με �  συμβολίζουμε το σύνολο των φυσικών αριθμών,  
� με �  το σύνολο των ακεραίων αριθμών,  
� με �  το σύνολο των ρητών αριθμών και  
� με �  το σύνολο των πραγματικών αριθμών. 
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�� �3�J+2� ∈  F�* ∉    
Για να δηλώσουμε ότι το x είναι στοιχείο του συνόλου Α, γράφουμε Αx∈  και 
διαβάζουμε «το x ανήκει στο Α», ενώ για να δηλώσουμε ότι το x δεν είναι 
στοιχείο του συνόλου Α γράφουμε Αx∉  και διαβάζουμε «το x δεν ανήκει στο 
Α». Για παράδειγμα 

3
5
∉� ,    3

5
∈� ,    2− ∈� ,    2∉� ,    2∈�  κτλ. 

 
R��S����� ����2+�  
Για να παραστήσουμε ένα σύνολο χρησιμοποιούμε συνήθως έναν από τους 
παρακάτω τρόπους: 

�) Όταν δίνονται όλα τα στοιχεία του και είναι λίγα σε πλήθος, τότε γράφουμε 
τα στοιχεία αυτά μεταξύ δύο αγκίστρων, χωρίζοντας τα με το κόμμα. Έτσι 
π.χ., αν το σύνολο Α έχει ως στοιχεία τους αριθμούς 2, 4 και 6, γράφουμε: 

{ }Α 2,  4,  6=  

Πολλές φορές χρησιμοποιούμε έναν παρόμοιο συμβολισμό και για σύνολα 
που έχουν πολλά ή άπειρα στοιχεία, γράφοντας μερικά μόνο από αυτά και α-
ποσιωπώντας τα υπόλοιπα, αρκεί να είναι σαφές ποια είναι αυτά που παραλεί-
πονται. Έτσι για παράδειγμα το σύνολο Β των ακεραίων από το 1 μέχρι το 
100 συμβολίζεται ως εξής  

{ }Β 1,  2,  3,  ... , 100= , 

ενώ το σύνολο των κλασμάτων της μορφής 1
v

, όπου ν θετικός ακέραιος, συμ-

βολίζεται ως εξής:  
1 1 1Γ= 1, ,  ,  ,  ... 
2 3 4

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

Ο παραπάνω τρόπος παράστασης ενός συνόλου λέγεται «παράσταση του συ-
νόλου με ���	���� των στοιχείων του».  

:) Αν από το σύνολο των πραγματικών αριθμών επιλέξουμε εκείνους που έ-
χουν την ιδιότητα να είναι θετικοί, τότε φτιάχνουμε το σύνολο των θετικών 
πραγματικών αριθμών, το οποίο συμβολίζεται με:  

{ }0x x∈ >�  

και διαβάζεται «Το σύνολο των x∈� , όπου 0x > ». 

Ομοίως το σύνολο των άρτιων ακεραίων συμβολίζεται  

{ } άρτιοςx x∈�  
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Γενικά, αν από ένα σύνολο Ω επιλέγουμε εκείνα τα στοιχεία του, που έχουν 
μια ορισμένη ιδιότητα Ι, τότε φτιάχνουμε ένα νέο σύνολο που συμβολίζεται 
με:  

{ }Ω  έχει την ιδιότητα Ιx x∈  

και διαβάζεται «Το σύνολο των x∈Ω , όπου x  έχει την ιδιότητα Ι».  
Ο παραπάνω τρόπος παράστασης ενός συνόλου λέγεται «παράσταση του συ-
νόλου με ����	���� των στοιχείων του».  
 
U�� �3�+2�  
Ας θεωρήσουμε τώρα τα σύνολα:  

{ }Α 1,  2=     και    { }Β= ( 1)( 2) 0 x x x∈ − − =�  

Επειδή οι λύσεις της εξίσωσης ( 1)( 2) 0x x− − =  είναι οι αριθμοί 1 και 2, το 
σύνολο Β έχει τα ίδια ακριβώς στοιχεία με το Α. Σε αυτήν την περίπτωση λέ-
με ότι τα σύνολα Α και Β είναι ίσα.  

Γενικά  

Δύο σύνολα Α και Β λέγονται ���, όταν έχουν τα ίδια ακριβώς στοιχεία. 

Με άλλα λόγια:  
«!�� ������ $ �� & �#	��
�� ���, �
�� ��� �
������ 
�� $ ����� �� �
��-
���� 
�� & �� ��
��
����� ��� �
������ 
�� & ����� �� �
������ 
�� $». 
Στην περίπτωση αυτή γράφουμε $=&.  
 
M�+�3�+2� ����2+�  
Ας θεωρήσουμε τα σύνολα  

{ }Α= 1, 2, 3, ... , 15  και  { }Β= 1, 2, 3, ... , 100  
Παρατηρούμε ότι κάθε στοιχείο του συνόλου Α είναι και στοιχείο του συνό-
λου Β. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι το Α είναι υποσύνολο του Β.  

Γενικά  

Ένα σύνολο Α λέγεται ��������� ενός συνόλου Β, όταν κάθε στοιχείο 
του Α είναι και στοιχείο του Β. 

Στην περίπτωση αυτή γράφουμε $ &⊆ . 
Άμεσες συνέπειες του ορισμού είναι οι: 
i) Α Α⊆ , για κάθε σύνολο Α. 
ii) Αν Α Β⊆  και Β Γ⊆ , τότε Α Γ⊆ . 
iii) Αν Α Β⊆  και Β Α⊆ , τότε Α=Β . 
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�+ F��� �3�+2+ 
Ας αναζητήσουμε τα στοιχεία του συνόλου { }2Α 1x x= ∈ = −� . Είναι φανερό 

ότι τέτοια στοιχεία δεν υπάρχουν, αφού η εξίσωση 2 1x = −  είναι αδύνατη στο 
� . Το σύνολο αυτό, που δεν έχει κανένα στοιχείο, λέγεται ��� ������ και 
συμβολίζεται με ∅  ή { }.  
Δηλαδή: 

;��� ������ είναι το σύνολο που δεν έχει στοιχεία. 

Δεχόμαστε ότι το κενό σύνολο είναι υποσύνολο κάθε συνόλου. 
 

W*���S����� Venn 
Μια εποπτική παρουσίαση των συνόλων και των μεταξύ τους σχέσεων γίνεται 
με τα διαγράμματα Venn.  
• Κάθε φορά που εργαζόμαστε με σύνολα, τα σύνολα αυτά θεωρούνται 

υποσύνολα ενός συνόλου που λέγεται :���� ������ και συμβολίζεται 
με <. Για παράδειγμα, τα σύνολα , και ,� � �  είναι υποσύνολα του βα-
σικού συνόλου Ω=� .  

Το βασικό σύνολο συμβολίζεται με το εσωτε-
ρικό ενός ορθογωνίου, ενώ κάθε υποσύνολο 
ενός βασικού συνόλου παριστάνεται με το 
εσωτερικό μιας κλειστής καμπύλης που πε-
ριέχεται στο εσωτερικό του ορθογωνίου. 

• Αν Α Β⊆ , τότε το Α παριστάνεται με το 
εσωτερικό μιας κλειστής καμπύλης που 
περιέχεται στο εσωτερικό της κλειστής 
καμπύλης που παριστάνει το Β.  
 

R�SE�*4 �� �3�+2� 
Έστω { }Ω 1,2,3,...,10=  ένα βασικό σύνολο και δύο υποσύνολά του: 

{ }Α 1,2,3,4=    και    { }Β 3,4,5,6= . 

• Το σύνολο { }1,2,3,4,5,6 , που έχει ως στοιχεία τα κοινά και τα μη κοινά 

στοιχεία των Α και Β, δηλαδή το σύνολο των στοιχείων του Ω που ανή-
κουν τουλάχιστον σε ένα από τα Α και Β λέγεται ένωση των συνόλων Α 
και Β. 
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Γενικά: 

>���� δύο υποσυνόλων Α, Β ενός βασι-
κού συνόλου Ω λέγεται το σύνολο των 
στοιχείων του Ω που ανήκουν τουλάχι-
στον σε ένα από τα σύνολα Α και Β και 
συμβολίζεται με $ &∪ . 

Δηλαδή είναι:  

             { }$ & < $ � &x x x∪ = ∈ ∈ ∈  

 
• Το σύνολο { }3,4 που έχει ως στοιχεία τα κοινά μόνο στοιχεία των Α και Β 

λέγεται τομή των Α και Β. 

Γενικά: 

?��� δύο υποσυνόλων Α, Β ενός βασικού 
συνόλου Ω λέγεται το σύνολο των στοι-
χείων του Ω που ανήκουν και στα δύο σύ-
νολα Α, Β και συμβολίζεται με $ &∩  

Δηλαδή είναι: 

           { }$ & < $ �� &x x x∩ = ∈ ∈ ∈  

Στην περίπτωση που δύο σύνολα Α και Β δεν έχουν κοινά στοιχεία, δηλα-
δή όταν Α Β∩ =∅ , τα δύο σύνολα λέγονται �#�� μεταξύ τους. 
 

• Το σύνολο { }5,6,7,8,9,10  που έχει ως στοιχεία τα στοιχεία του Ω που 

δεν ανήκουν στο Α, λέγεται συμπλήρωμα του συνόλου Α. 

Γενικά: 

���������� ενός υποσυνόλου Α ενός 
βασικού συνόλου Ω λέγεται το σύνολο 
των στοιχείων του Ω που δεν ανήκουν στο 
Α και συμβολίζεται με $%. 

Δηλαδή είναι:  

                   { }$ < $Z x x= ∈ ∉  
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�H������� ����I	���� 
 

I. 1. Στους παρακάτω πίνακες να συμπληρώσετε με το σύμβολο “ ” εκείνα τα τε-
τραγωνάκια των οποίων ο αντίστοιχος αριθμός ανήκει στο αντίστοιχο σύνολο. 

2. Πώς ονομάζονται οι αριθμοί για τους οποίους έχουν συμπληρωθεί τα τετραγω-
νάκια μόνο της τελευταίας γραμμής; 

3. Να χρησιμοποιήσετε τα διαγράμματα του Venn για να παραστήσετε τις διαδο-
χικές σχέσεις εγκλεισμού των συνόλων� , � , �  και �  και να τοποθετήσετε 
μέσα σε αυτά τους αριθμούς αυτούς. 

 3,5−  0 10  
13
5

−  π 2,3  20
5

 100  5−  

∈�           
∈�           
∈�           
∈�           

II. �� ������ ��� 
�� �����
� ���
����� �� ����������
� 
�� ���
�
��. 

1.    Αν { }Α= διαιρέτης του 16x x∈� και { }Β= διαιρέτης του 24x x∈� ,τότε: 

 �) Α Β=............................∪              :) Α Β=................∩     
2.    Ας θεωρήσουμε ως βασικό σύνολο το  σύνολο Ω των γραμμάτων του 

ελληνικού αλφαβήτου και τα υποσύνολά του   

{ }Α= Ω φωνήενx x∈       και     { }Β= Ω σύμφωνοx x∈ . 

   Τότε: 
�) Α Β=.......∪      :) Α Β=......∩       	) Α΄=......           �) B΄=......  

III. �� ������ ��� 
�� �����
� ���
����� �� :���
� �� ��� 
�� ���
#�  
����
�����. 
1. Έστω δύο σύνολα Α και Β. Τότε: 
        �) Α Α Β⊆ ∩       :) Β Α Β⊆ ∩       	) Α Β Α∩ ⊆  �) Α Β Β∩ ⊆  

2.  Έστω δύο σύνολα Α  και Β . Τότε: 
        �) Α Α Β⊆ ∪       :) Α Β Β∪ ⊆       	) Α Β Α∪ ⊆  �) Α Β Β∪ ⊆  

IV. �� ������ ��� 
�� �����
� ���
����� �� ����������
� 
�� ���
�
��. 
1. Έστω Ω  ένα βασικό σύνολο, ∅  το κενό σύνολο και Α Ω⊆ .Τότε:  
        �)  ́=∅ ……                :) Ω  ́= ……                	) (Α )́  ́= …..                

2. Έστω Α Β⊆ .Τότε  
                    �) Α Β∩ = ……            :) Α Β∪ = ……. 

 


