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1. (I. ΣΑΛΑΜΑΝΗΣ 3Ο ΓΕΛ ΓΙΑΝΝΙΤΣΩΝ , 6/5/21) 

Δίνεται η συνεχής συνάρτηση , 
 

f (x) =  
   1)      1)         ,    1

  1  ,     1
  

 
Γ1. Να αποδείξετε ότι     e 
   μονάδες  5 

 
 
Γ2. Να με ετηθεί η f (x) ως προς τα ακρότατα και την κυρτότητα. 
   μονάδες  5 

 
 
Γ3. Να δείξετε ότι η εξίσωση f (x)   π έχει ακριβώς δυο ρίζες στο  
[-1 ,  ∞). 
   μονάδες  5 

 
 
Γ4. Να βρεθεί η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f (x) η 

οποία σχηματίζει γωνία 
 

 
 με τον xx΄. 

   μονάδες  5 

 
 
Γ5. Αν -1 < α≠0   και   -1 < β ≠e-1 , να δείξετε ότι η εξίσωση  
 

    )   

   
 

    )    

    
=0 

 
έχει ακριβώς μια ρίζα στο  0,1). 
   μονάδες  5 

 
ΥΠΟΔΕΙΞΕΙΣ 

 
Γ1. Υπο ογίζοντας το όριο στο -1 και το f (-1), προκύπτει η εξίσωση  
 

   

 
 

1

 
 

 

Θεωρώντας την ρ x) = 
   

 
 , x   0  και εξετάζοντας τη μονοτονία της , 

προκύπτει ότι είναι 1-1 και άρα ερχόμαστε στο ζητούμενο. 



 
2 

 
Γ2. Η f (x) ΚΥΡΤΗ στο πεδίο ορισμού της και γν.φθίνουσα στο [-1,0] 
και γνησίως αύξουσα στο [0,  ∞) , έχει Ο.Ε το σημείο  0,e) 
 
 
Γ3.  f ([-1,0]) = [e , e 1]   το π ανήκει εκεί ! 
 
f ([0, ∞)) = [e ,  ∞)   το π ανήκει και εκεί ! Και  όγω της μονοτονίας 
της προκύπτει το ζητούμενο ! 
 
 
Γ4. f ΄ xο)   1  ………..    xο = e-1 
 
Άρα η ζητούμενη ευθεία είναι y = x 2   και  f (x)≥ x+2 , x≥-1 
 
 
Γ5.  Θ. Μπο τζάνο για την  
 

G(x) =(ex-1)(f(α)-e) + (x-1)(f(β)-β-2)  , x  [0,1] 
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2. (I. ΣΑΛΑΜΑΝΗΣ 3Ο ΓΕΛ ΓΙΑΝΝΙΤΣΩΝ , 9/5/21) 

Δίνεται η συνάρτηση f (x) =
   

 
 -    + 1 ,   0 

 
α ) Να με ετηθεί ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα. 
 
   μονάδες  4 

 
β ) Να βρεθεί το π ήθος των ριζών της εξίσωσης :  
 

e 
   

 =   ,     0 
   μονάδες  5 

 
γ ) Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της f (x) έχει μοναδικό 
σημείο καμπής με τετμημένη  ο   1,  ) 
   μονάδες  6 

 
 
δ ) Να αποδείξετε ότι : 

ι ) Η ευθεία  ε) : y = -e-1x + e-1   1 είναι εφαπτομένη της Cf στο 

Α( 1, f (x1)) με  1   ο ,  ∞). 
   μονάδες  3 

 

ιι ) Υπάρχει σημείο Β( 2, f (x2)) με  2  (1,e) στο οποίο η 
εφαπτομένη είναι παρά  η η στην ε. 

   μονάδες  4 

 
 
ε ) Να βρεθεί το όριο :  
 

   
   

   
  

 
   

     )      
  , 0 < α ≠1 

 
   μονάδες  3 

ΥΠΟΔΕΙΞΕΙΣ 
 

α. Η f (x) είναι συνεχής και παραγωγίσιμη,  

Είναι : f ΄(x) = 
       

  
 ,  f ΄(1)   0 ,   θεωρώ την  

ρ  ) = 1 –    -   ,    ρ 1)   0 , η ρ  ) είναι γνησίως φθίνουσα και  
 

για κάθε   > 1   ρ  ) < 0  ,  για κάθε  0 <   < 1   ρ  ) > 0 
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0 <   < 1   f ΄(x)   0  άρα η f (x)γνησίως αύξουσα στο  0,1]. 
 
  > 1   f ΄ x) < 0  άρα η f (x)γνησίως φθίνουσα  [1,  ∞). 
 
   

    
    )   ∞ , f (1) = 1  ,    

    
    )   ∞ 

 

γιατί    
    

     
 

 
  1     ∞)  ∞)   ∞ 

 
f ( 0, ∞)) = (-∞,1] 
 
 
β.  Και τα δυο μέρη της εξίσωσης είναι θετικά.  

   (e 
   

 )=    ( )   …….. f (x) =     (1) 
 
Για     e η  1) έχει μοναδική  ύση την   = 1. 
Για 0 <   < e , η  1) έχει δυο ακριβώς ρίζες  μια στο  0,1) και μια στο 
 1, ∞). 
 
Για     e η  1) Δεν έχει καμία  ύση 
 
 

γ.  f ΄΄(x) = 
        

  
 ,   0 

 
θεωρώ την  
κ  ) = 2       -3,    κ 1)   -2 , κ e) = e-1  
η κ  ) είναι γνησίως αύξουσα στο  0,  ∞) και έχει μοναδική ρίζα  
xο   (1,e) από Θ.Μπο τζάνο για την συνεχή κ x) στο [1,e]. 
 
x > xο   κ x) > 0   f ΄΄(x) > 0 
x < xο   κ x) < 0   f ΄΄(x) < 0  
 
Άρα το  xο, f (xο)) μοναδικό Σ.Κ της f (x). 
 
 
δ.  ι ) Για x1 = e    ο, + ∞) προκύπτει το ζητούμενο. 
 
ιι )  Ισχύουν οι προϋποθέσεις του ΘΜΤ για την f (x) στο [1,e] , 
υπάρχει x2   1,  ) 

f΄ (x2) = 
    )     )
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ε.     
   

   
  

 
   

     )      
 =

    )  

  
 , 0 < α ≠1 

 
 f  α)-1 < 0 για κάθε α≠1 

 ef (x)+x-1-e = e( f (x)-(
  

 
 

 

 
 1) ), όμως  

η f (x) ΚΥΡΤΗ στο [xο,  ∞)  , f (x)≥(
  

 
 

 

 
 1) για κάθε x κοντά στο e. 

Συνεπώς,       
   

   
  

 
   

     )      
 = - ∞  , 0 < α ≠1 

 
 
 
 
 

 
 

Επιμέ εια Λύσεων  

 
 


