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ΣΥΛΛΟΓΗ ΘΕΜΑΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ Γ’ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

Θέμα ONοK==

Έστω=f=μια συνεχής και γνησίως αύξουσα συνάρτηση στο διάστημα= [ ]MIN  για την οποία ισχύει= ( )f M M> K=
Δίνεται επίσης συνάρτηση=g=συνεχής στο διάστημα=[ ]MIN για την οποία ισχύει= ( )g x M>  για κάθε= [ ]x MINÎ K==

 Ορίζουμε τις συναρτήσεις:===

( ) ( ) ( )
x

M
c x f t g t dt= ò I= [ ]x MINÎ I= = ( ) ( )

x

M
d x g t dt= ò I= [ ]x MINÎ K==

αK Να δειχθεί ότι= ( )c x M>  για κάθε=x=στο διάστημα= ( ]MIN K==

βK Να αποδειχθεί ότι:= ( ) ( ) ( )f x d x c x× >  για κάθε=x=στο διάστημα= ( ]MIN K==

γK Να αποδειχθεί ότι ισχύει:= ( )
( )

( )
( )

c x c N
d x d N

£  για κάθε=x=στο διάστημα= ( ]MIN K==

δK Να βρεθεί το όριο:==
( ) ( )( )

( )( )

O=x= x O

=M= M

=xx M R

=M

f t g t dt ημt dt
lim

g t dt x
+®

æ ö× ç ÷
è ø

×

ò ò

ò
K=

(Πανελλαδικές 2MMTF 

Λύση: 

αK Η= ( ) ( ) ( )
=x

=M
c x f t g t dt= ×ò  είναι παραγωγίσιμη στο=[ ]MIN ==αφού οι=fIg=είναι συνεχείς στο=[ ]MIN I=με==

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
=x

=M
c x f t g t dt c x f x g x

¢
¢ ¢= × Þ = ×ò =

Η= f= είναι γνησίως αύξουσα στο= [ ]MIN  άρα για κάθε= [ ]x MINÎ  θα ισχύει= ( ) ( )f x f M M³ >  και=
( )g x M> δηλαδή για κάθε= ( ]x MINÎ ==θα έχουμε= ( ) ( )f x g x M× > K=Οπότε και= ( )f x M¢ >  δηλαδή=c=γνησίως=

αύξουσα στο= ( ]MIN  με== ( )c M M= K=Έτσι αν= ( ]x MINÎ  τότε:= ( ) ( ) ( )x xc M Mc cÞ> > K==

=

βK Έστω:= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x d x c x f x d x c x M> Û - > Û ===

Û = ( ) ( ) ( ) ( )
=x= x

=M= M
f x g t dt f t g t dt MÛ × - × > Ûò ò ( ) ( ) ( ) ( )

=x= x

=M= M
f x g t dt f t g t dt M× - × > Ûò ò =

( ) ( )( ) ( )
=x

= M
f x f t g t dt MÛ - >ò =

Αρκεί λοιπόν να δείξουμε ότι== ( ) ( )( ) ( )x Mtf tf g- × >  όταν= [ ]t MI xÎ ==

Η==f=αύξουσα στο=[ ]MI x  άρα για κάθε= x t>  θα έχουμε== ( ) ( ) ( ) ( )f x f t f x f t MÛ> - >  και= ( )g t M>  άρα==

( ) ( )( ) ( )x Mtf tf g- × >  οπότε== ( ) ( )( ) ( )
=x

=M
f x f t g t dt M- >ò K=

=
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γK Έστω συνάρτηση=h=με= ( ) ( )
( )

c x
h x

d x
= K=Η=h=είναι παραγωγίσιμη στο= ( ]MIN  σαν πηλίκο παραγωγίσιμων=

συναρτήσεων με= ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )O O

g x f x d x c xc x d x c x d x
h x M

d x d x
× -¢ ¢-

¢ = = > =

διότι= ( )g x M>  και= ( ) ( ) ( )f x d x c x M× - >  από το ερώτημα=(β) και= ( )Od x M>  στο=EMINz=

Άρα=h=γνησίως αύξουσα στο= ( ]MIN  και αν= x N£  τότε:= ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

c x c N
h x h N

d x d N
£ Û £ =

δK Έχουμε ότι=
( ) ( )( )

( )( )
( ) ( )

( ) ( )

O
O=x= x O =x= x O

=M= M = M= M
=x=x Rx Mx M x MR

=M=M

f t g t dt ημt dt f g dt ημt dt
lim lim lim

xg t dtg t dt x

t t
+ +®® ®

æ ö× ç ÷
è ø = × =
×

ò ò ò ò
òò

=

( ) ( )( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( )

O=x=x OM
4M =M=M

4Die x M x M x M x M=x R

= M

ημt dtf g dt f x g x Oxημx
lim lim lim lim

g x Rxxg t

t

dt

t
+ + + +® ® ® ®

¢¢ æ ö
ç ÷ ×è ø= × = × =

¢ ¢

òò

ò
=

( ) ( )
( )

4

4x M x M

f x g x Oxημx
lim lim

g x Rx+ +® ®

×
= × = ( ) ( )

4

4x M x M

O ημx Of M lim lim x f M N M M
R x R+ +® ®
× × × = × × × = =

διότι= ( ) ( )
x M
lim f x f M

+®
=  γιατί=f=συνεχής στο=MI=και=

44 x u

4x M u M x M

ημx ημulim lim N
x u+ + +

®

® ® ®
= =  
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Θέμα OOοK==

αK Αν=fIg=δύο συνεχείς συναρτήσεις στο διάστημα=[ ]α,β ==με= ( ) ( )f x g x£  για κάθε= [ ]x α,βÎ =I=να δείξετε=

ότι=: ( ) ( )
 β  β

 α  α
f x dx g x dx£ò ò K==

 

βK Δίνεται η συνάρτηση= [ )f : MI+¥ ® ¡  με= ( ) ( )xf x x ln N e-+ += =

iK Να βρείτε τη μονοτονία της=f=και να δείξετε ότι η=f=είναι θετική για κάθε= [ )x MIÎ +¥ K=

iiK==Να δείξετε ότι η ευθεία ε:= y x=  είναι ασύμπτωτη της= fC K= = = =

iiiK Να δείξετε ότι για κάθε= [ )x MIÎ +¥  ισχύει= ( )
x

x x
x

e ln N e e
e N

-
- -

- < + <
+

K = =

ivK Αν Ε είναι το εμβαδό που περικλείεται από την= fC I=την ασύμπτωτη ε: y x=  και τις ευθείες= x M= I=

x N= I=να δείξετε ότι:= N
N

O
ln E N e

N e
-

-
æ ö < < -ç ÷+è ø

== = ====

=

Λύση: 

ΑK==Είναι== ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x M£ Û - £ ===

Άρα= ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
 β  β  β  β  β

 α  α  α  α  α
f x g x dx M f x dx g x dx M f x dx g x dx- £ Û - £ Û £ò ò ò ò ò ==

==

ΒKiK Η=f=είναι παραγωγίσιμη ως άθροισμα των παραγωγίσιμων συναρτήσεων= x I= ( )-xln N e+  με=

( ) ( )x x x x

x x x

N e e N e e
f x N N

N e N e N e

- - - -

- - -

¢
+ - + -¢ = + = + =
+ + +

K=Άρα= ( ) x

Nf x M
N e-

¢ = >
+

 για κάθε= x M³ K=

Επομένως η=f=είναι γνησίως αύξουσα στο=[ )MI+¥ με= ( ) ( )f M M ln N N ln O M= + + = > =

Άρα για= ( ) ( ) ( )
f

x M f x f M ln O M f x M


³ Þ ³ = > Þ > =

=

iiK Αρκεί να δείξουμε ότι= ( )
x
lim f x x M
®+¥

- =é ùë û ==

Είναι= ( ) ( ) ( )x xf x x x ln N e x ln N e- -- = + + - = +  οπότε:=

( )x

x
lim N e N M N-

®+¥
+ = + = =I ( )

xN e u
x

x u N u N
lim ln N e lim ln u lnN M

-+ ®
-

®+¥ ® ®
+ = = = =

Άρα= ( )( )
x
lim f x x M
®+¥

- =  και επομένως η= y x=  είναι ασύμπτωτη της= fC K==

=

=
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=

iiiK Θέτουμε όπου= -xe t M= > =

Θα δείξουμε ότι= ( ) ( ) ( )
( )

t M ln N t ln N t lnNt N N
ln N t t N N

t N t N t t N N t N

> + + -
< + < Û < < Û < <

+ + + + -
=EO)=

Θεωρούμε= ( )g u ln u= I= [ ]u NI t NÎ + I= t M> =

Για την=g=ισχύει το=Θ.Μ.ΤK  στο=[ ]NI t N+ I=άρα υπάρχει= ( )ξ NI t NÎ +  τέτοιο ώστε να ισχύει=

: ( ) ( )
( )

( )
( )

ln t N lnN ln t N lnNN
g ξ

t N N ξ t N N
+ - + -

¢ = Û =
+ - + -

=K=Επομένως η=EO) ισοδύναμα γίνεται:=

N N N t N ξ N
t N ξ

< < Û + > >
+

==ή== t N ξ N+ ñ ñ  που ισχύειI=αφού= ( )ξ NIt NÎ + ==

=

ivK Το εμβαδό θα ισούται με== ( ) ( ) ( )=N= N= Nx x

=M= M= M
Ε f x x dx x ln N e x dx ln N e dx- -= - = + + - = +ò ò ò =

Από το ερώτημα=(γ) έχουμε ότι= ( )
x

x x
x

e ln N e e
e N

-
- -

- < + <
+

 άρα=

( )
x=N= N= Nx x

x=M= M= M

e dx ln N e dx e dx
e N

-
- -

- < + <
+ò ò ò ==E3)=

Είναι:
( ) ( )

xx N=N= N x
x x=M= M M

e Ne
dx dx ln e N

e N e N

--
-

- -

¢- +
é ù= = - + =ë û+ +ò ò =

( ) ( ) ( )N M N
N

Oln e N ln e N ln O ln e N ln
N e

- -
-

= - + + + = - + =
+

=

Επίσης:
=N Nx x N M N

M=M
e dx e e e N e- - - -é ù= - = - + = -ë ûò ==και== ( )=N x

=M
ln N e dx E-+ =ò =

Άρα==E3) N
N

Oln E N e
N e

-
-

Û < < -
+
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Θέμα O3οK==

Δίνεται η συνάρτηση= ( ) ( ) =xO
O= M

Nf x ln x x N dt
N t

= + + -
+ò K=

αK Να εξετάσετε την=f=ως προς τη μονοτονία τηςK=

βK==Να δείξετε ότι=
P=
4

O=M

NM dt ln O
N t

< <
+ò K=

γK==Να δείξετε ότι=
 φx

O=M

N dt x
N t

=
+ò

ò
I= xÎ¡ K=

δK Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την= fC = I=τον= x x¢  και τις ευθείες= x M=  και=
x N= K=
(Θέμα N24 Συλλογής Mathematica F 

 

Λύση: 

αK Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης= ( ) ( ) =xO
O= M

Nf x ln x x N dt
N t

= + + -
+ò K=

Πρέπει= Ox x N M+ + > που ισχύει για κάθε= xÎ¡ I=διότι= O Ox N x x x+ > = ³ - K=

Η= O

N
N t+

 συνεχής στο=¡ I=οπότε το=
=x

O=M

N dt
N t+ò  παραγωγίσιμο στο==¡ I=άρα η=f=παραγωγίσιμη στο=¡ ως=

πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με==

( )
O OO

O O O OO O O O

OxN
N x x N N N N x N NO x Nf x

N x N x N x N xx x N x NEx x NF x N

+
+ + + -+¢ = - = - = - =

+ + + ++ + + + + +
K=

Οπότε λύνουμε=:=

( )
O

O O O
O

x N N
f x M M x N N M x N N x M x M

N x
+ -¢ = Û = Û + - = Û + = Û = Û =
+

=

( )
OO N x M

O O O
O

x N N
f x M M x N N M x N N x M x M

N x

+ >+ -¢ > Û > Û + - > Û + > Û > Û ¹
+

=

Επομένως= ( )f x M¢ ³  για κάθε= xÎ¡ I=άρα η=f=είναι γνησίως αύξουσα στο=¡ K=

 

βK Έχουμε= ( )f M M=  και=

O P P P= = =
4 4 4

O O O=M= M= M

P P P N P R N N
f ln N dt ln dt ln O dt

4 4 4 N t 4 4 N t N t

æ öæ ö æ ö æ öç ÷= + + - = + - = -ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ + + +è ø è ø è øè ø
ò ò ò K=

Ακόμα για κάθε= tÎ¡ ,έχουμε==
P=
4

O O=M

N NM dt M
t N N t

> Þ >
+ +ò K=Έχουμε=

P=
4

O= M

P Nf ln O dt
4 N t

æ ö = -ç ÷ +è ø ò K=

Επειδή η=f=είναι γνησίως αύξουσα στο=¡ έχουμε:=
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( )
P P= =
4 4

O O=M= M

P N NM f M f ln O dt dt ln O
4 N t N t

æ ö= < = - Û <ç ÷ + +è ø ò ò K==Επομένως=
P=
4

O=M

NM dt ln O
N t

< <
+ò K=

=

γK Θεωρώ= ( )
 φx

O=M

Nh x dt
N t

=
+ò

ò
=I=η= O

N
t N+

 συνεχής στο==¡ =I=οπότε το=
=x

O=M

N dt
N t+ò  παραγωγίσιμο στο==¡ I=

άρα η=h=παραγωγίσιμη στο=¡  με= ( ) ( )
O

O
N1 ε x

συν x

O O O

N N Nh x ε x = = N
1 ε x N ε x συν x

+ f =

¢¢ = f = × =
+ f + f

K=

Συνεπώς= ( ) ( )h x N h x x c¢ = Þ = + K==Όμως= ( )
=M

O=M

Nh M dt M
N t

= =
+ò =I=οπότε για= x M=  έχουμε= c M= =Iάρα=

( )
 φx

O=M

Nh x x dt x
N t

= Û =
+ò

ò
K=

 

δK Έχουμε για= πx
4

=  ότι=
=N

O=M

N πdt
N t 4

=
+ò K=

Έχουμε=fExF M³ I=για κάθε= [ )x MIÎ +¥ I=οπότε=:=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
=N= N= N= NN

OM O=M= M= M= M

N NE f x dx x f x dx xf x xf x dx f N x dx
x Nx N

æ ö¢ ¢= = = - = - - =é ù ç ÷ë û ++è ø
ò ò ò ò =

( ) ( ) ( )
N N N=N O O

OO=M MMM

x x N
f N dx f N x N ln x N

x N Ox N
é ù é ù= - + = - + + + =ë ûë û++ò ò =

( ) ( ) =N

O=M

N N Nf N O N ln O ln N O dt O N ln O
O N t O

- + + = + - - + + =
+ò ==

( ) π Nln N O O N ln O
4 O

= + - - + + τ.μK 
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Θέμα O4οK==

Έστω η συνάρτηση= [ ]f : α,β ® ¡ I=παραγωγίσιμη στο=[ ]α,β  με= ( ) ( )f D α f D β M= =  και= ( ) ( )f α f β< K=

αK Να δείξετε ότι η συνάρτηση= ( )
( ) ( )f x f α

I=α x β
g x x α

===M==============I=x α===

-ì
< £ï= -í

ï =î

 είναι συνεχής στο=[ ]α,β K=

βK Να δείξετε ότι η= ( )g x  είναι παραγωγίσιμη στο= ( ]α,β  με= ( )g β M¢ < K=

 

γKiK Αν= ( ) ( )g x g β M> > I =να δείξετε ότι η= ( )g x  παίρνει μέγιστη τιμή σε ένα εσωτερικό σημείο του=
διαστήματος=[ ]α,β K=

iiK Να δείξετε ότι υπάρχει= ( )ξ α,βÎ  τέτοιο ώστε να ισχύει:= ( ) ( ) ( )f ξ f α
f ξ

ξ α
-

¢ =
-

K=

δK Αν= ( ) ( )α
α

μ
f β

β
M

f-
<

-
< I=να δείξετε ότι υπάρχει= ( )ξ α,βÎ  τέτοιο ώστε να ισχύει=

( ) ( ) ( )f ξ f α μ ξ α- = × - ==

=

εK Αν η συνάρτηση= ( )f x  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και κυρτή στο διάστημα= ( )α,β  να δείξετε ότι η=
συνάρτηση= ( )g x  είναι γνησίως αύξουσα στο= ( )α,β K=

 

Λύση: 

αK Η=g=είναι συνεχής στο= ( ]α,β  ως πηλίκο των συνεχών=:= ( ) ( )f x f α-  και= x α- K=

Στο= x α=  εξετάζουμε τη συνέχεια με τον ορισμόK==

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x α x α

f x f α
lim g x lim f α M g α

x α® + ® +

-
¢= = = =

-
K=Άρα==g=συνεχής στο= x α= K=

Επομένως η=g=είναι συνεχής στο=[ ]α,β K=

=

βK Η=g=είναι παραγωγίσιμη στο= ( )α,β  ως πηλίκο παραγωγίσιμων συναρτήσεων=I=με=

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )O

f x x α f x f α
g x

x α

¢ - - +
¢ =

-
K=

Στο= x β= ==: = ( ) ( )
x β

g x g β
lim

x β-®

-
-

==

( ) ( ) ( ) ( )

x β

f β f αf x f α
x α β αlim

x β-®

--
-

- -
=

-

( ) ( )

( )

M
M

Die x β

f x f α
x α

lim
x β

-®

¢-æ ö
ç ÷-è ø= =

¢-
=
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( )( ) ( ) ( )
( )

( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )O O Ox β

f β β α f β f β f β f αf x x α f x f α
lim M

x α β α β α-®

¢¢ - - + -- - +
= = = - <

- - -
==

Άρα=g=παραγωγίσιμη στο= x β=  με= ( )g β M¢ < K=

=

γK Επειδή=g=συνεχής στο κλειστό=[ ]α,β  από=θεώρημα Μέγιστης – Ελάχιστης τιμήςI=θα παίρνει μέγιστοK=

( ) ( )
( )

Όμως=g x g β =M

και=g α M

> > üïÞý
= ïþ

==Άρα= ( ) ( ) ( )g x g β g α> > ==

Επομένως η=g=παίρνει μέγιστο σε εσωτερικό σημείο= ( )ξ α,βÎ K=

Επειδή=g=παραγωγίσιμη στο= ( )α,β  από το=θεώρημα cermat έχουμε ότι==

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
O O

f ξ ξ α f ξ f α f ξ f ξ
g ξ

f α f ξ f α
M f ξ

ξ α ξ αξ α
M

ξ α

¢ ¢- - + - -
¢= Þ = Þ¢ =

- -
=

--
Þ ==

=

δK Η= f =ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του= Θ.Μ.ΤK στο= [ ]α,β  οπότε θα υπάρχει= ( )Mx   α,βÎ  τέτοιο ώστε= =

( ) ( ) ( )
M

f β f α
f x

β α
-

¢ =
-

=

Από την=EN) έχουμε== ( ) Mf α μ xE Ff¢ ¢<<  οπότε= ( ) ( )Mg α   μ  g x< <  οπότε από Θεώρημα Ενδιαμέσων ΤιμώνI=

θα υπάρχει= ( )Mξ αI xÎ  τέτοιο ώστε= ( ) ( ) ( )f ξ f α
μ

ξ
g ξ

α
μ

-
-

Þ == =

=

εK Θα δείξουμε ότι αν= N Ox x   <  τότε=== ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )N O

N
O

O
Ng

f x f α f x f α
x α

g x
x α

x
- -

< Û < Û
- -

=

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
O

Nx α M

O N N Ox α M
x – α f x f α   x α f x f α

- >

- >
- - -Û < =E5)K=

Θεωρώ= ( ) ( ) ( )h x ff x α= - K=Τότε==E5)= ( ) ( ) ( ) ( )O N N Ox α h x x = α h x< -Û - Û =

( ) ( ) ( ) ( )O N N N O Ox h x – αh x x h x – αh x<Û K=Προσθέτουμε και αφαιρούμε το= ( )N Nx h x  και έχουμε:=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )O N N N N N O N N Ox h x x h x x h x αh x αh x x h x- + + <- Û ==

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )O N N N N N Ox x h x x α h x   x α h x- + -Û - < Û ==

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )O N N N O Nx x h x   x α h x h x- < -Û - ==

πολλαπλασιάζουμε με=
( )( )O N N

N M
x x x α

>
- -

 και επειδή= ( )h α M=  έχω:==

( ) ( ) ( ) ( )N O N

N O N

h x h α h x h x
x α x x
- -

<
- -

=E6)=
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Εφαρμόζουμε το==Θ.Μ.ΤK για την=h=στα διαστήματα=[ ]NαI x  και=[ ]N Ox Ix ==

· Στο=[ ]NαI x =

Υπάρχει= ( )N Nξ αI xÎ ==τέτοιο ώστε= ( ) ( ) ( )N
N

N

h x
x α

h ξ
h α-

¢
-

= I=

· Στο=[ ]N Ox Ix =

Υπάρχει= ( )O N Oξ x I xÎ  τέτοιο ώστε:= ( ) ( ) ( )O N

O
O

N

h x
ξ

h x
x

h
x
-
-

¢ = =

ΈτσιI= η= E6) ισοδύναμα δίνει:= ( ) ( )N Oh ξ   h ξ¢ ¢<  που= = ισχύει διότι= N Oξ ξ<  και= ( ) ( )h x f x¢ = ¢  η οποία είναι=
γνησίως αύξουσα στο= ( )α,β  αφού=f=κυρτή στο= ( )α,β K 
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Θέμα O5οK==

αK== iK Να αποδείξετε ότι==o=αριθμός=u=είναι πραγματικόςI=αν και μόνο αν= u u= =

iiK==Αν= z w N= = I=τοτε να αποδείξετε==ο αριθμός= z w
N z w
+
+ ×

 είναι πραγματικόςK=

 

βK Μεταξύ όλων των μιγαδικών Ζ που ικανοποιούν τη σχέση= z Oi N- £ I=να βρείτε:==

iK ποιος έχει το ελάχιστο και ποιος το μέγιστο δυνατό μέτροK=== ========

iiK για ποιον από όλους η παράσταση= z O Oi+ -  παίρνει τη μέγιστη δυνατή τιμήK=

 

Λύση: 

αKiK α) Ευθύ: 

Έστω ότι= u x yi= + =

Τότε= u u x Mi u x Mi u uÎ Þ = + Þ = - Þ =¡ =

β) Αντίστροφο 

Έστω= u u x yi x yi Oyi M y M u= Þ + = - Þ = Þ = Þ Î¡ =

=

iiK Έστω= z wu
N z w
+

=
+ ×

K=Επειδή= z w N= = =I=έχουμε: = Þ = Þ × = Þ =O Nz N z N z z N z
z

 και==

O Nw N w N w w N w
w

= Þ = Þ × = Þ = =

Αρκεί να αποδείξουμε ότι= u u= ==

N N w z z w
z w z w z wz w z w z w z wu uN z w N N z wN z w N z w N z wN

z w z w z w z w

+
+ +æ ö+ + +× × ×= = = = = = =ç ÷ × + ×+ × + × + ×è ø + +
× × × ×

=

=

βKiK Οι μιγαδικοί=z=που ικανοποιούν τη σχέση= z Oi N- < =I=ανήκουν σε κυκλικό δίσκο με κέντρο= ( )h MI O =
και ακτίνα= ρ N= K=Οπότε η διάκεντρος=Eπου είναι και φορέας και των ζητούμενων μιγαδικώνF=είναι ο άξονας=
yy’I=και τα σημεία τομής με τους άξονες είναι τα= ( )A MIN  και= ( )B MIP K=Οπότε οι ζητούμενοι μιγαδικοί είναι=
οι= Nz M i= +  με μέτρο=N=και ο= Oz M Pi= +  με μέτρο=PK=

 

iiK Η εξίσωση= ( )z O Oi N z O Oi N+ - = Þ - + =  επαληθεύεται μόνο από τους μιγαδικούς=z=που έχουν την=
ιδιότητα οι εικόνες τους να απέχουν από την εικόνα του μιγαδικού= O Oi- + I =δηλαδή από το σημείο=
( )h OI O- I =απόσταση= N =μονάδαK =ΕπομένωςI =η εξίσωση αυτή είναι εξίσωση κύκλου με κέντρο το σημείο=
( )h OI O-  και ακτίνα= ρ N= K=
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 Το= z  είναι η απόσταση της εικόνας= ( )M z  από την αρχή=
( )l MIM I= δηλαδή το μήκος= lM K= Από τη ΓεωμετρίαI= όμωςI=

γνωρίζουμε ότι αν η ευθεία= Κ τέμνει τον κύκλο στα= A  και= B I=
τότε= ( ) ( ) ( )lA lM lB£ £ I=που σημαίνει ότι η μέγιστη τιμή=
του= z  είναι το μήκος= ( )lB  και η ελάχιστη το μήκος= ( )lA K=

=
Η εξίσωσηI=όμωςI=της ευθείας= l Κ είναι η= y x= K=ΕπομένωςI=οι=
συντεταγμένες των σημείων= A =και Β θα είναι οι λύσεις του=

συστήματος= ( ) ( )OOx O y O N
y x

ì + + - =ï
í

= -ïî
 που είναι τα ζεύγη= ( )NIN- =

και= ( )PI P- K= ΆραI= η μέγιστη τιμή του= z  είναι ίση με=

( ) O OlB P P P O= + =  και η ελάχιστη ίση με= ( ) O OlA N N O= + = K 

 

 

= y x= - =

 ( )h OIO-  

 B=

 A=
( ) Μ z

  

 Ο=  x=

 y=

=
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Θέμα O6οK==

Έστω η συνάρτηση= ®¡ ¡f : ==για την οποία ισχύει= ( ) ( )+ + =Pf x Rf x x M =I=για κάθε= Î¡x ==

αK Να προσδιορίσετε το πρόσημο της συνάρτησης==f=

βK Να δείξετε ότι η=f=αντιστρέφεται=

γK Με δεδομένη την γραφική παράσταση της συνάρτησης= ( ) = +Pg x x Rx =I=να δείξετε ότι η=f=έχει σύνολο=
τιμών το=¡  και να ορίσετε την αντίστροφη συνάρτηση= -Nf ==

δK Να δείξετε ότι η=f=είναι γνησίως φθίνουσα στο=¡ =

εK Να αποδείξετε ότι η=f=για κάθε= Î¡Mx  ισχύει= ( ) ( )
®

=
M

Mx x
lim f x f x ==

στK Να λύσετε την εξίσωση= ( )- = +f x N9 x N ==

ζK Να βρείτε το= ( )-

®

N

x M

f
lim

x
ημx

==

Λύση: 

αK Ισχύει ότι= ( ) ( )( )+ = -Of x f x R x I= Î¡x ==άρα επειδή== ( )+ >Of x R M ==θα είναι και==

( )
( )

= -
+O

xf x
f x R

=EN)==από όπου για= <x M ==έχουμε= ( ) >f x M  και για= >x M ==έχουμε= ( ) <f x M K=

==
βK Αν για= Î¡N Ox I x  ισχύει ότι= ( ) ( )N Of x Zf x  τότε θα ισχύουν και= ( ) ( )=P P

N Of x f x I= ( ) ( )N ORf x ZRf x ==και=
με πρόσθεση ότι= ( ) ( ) ( ) ( )+ = +P P

N N O Of x Rf x f x Rf x ==άρα και=- = - Û =N O N Ox x x x ==άρα η=f=είναι ΄N-N΄K=

=
γK Αν= ( ) = +Pg x x Rx I= Î¡x = =ισχύουν ότι είναι συνεχής και γνήσια αύξουσα αφού για= <N Ox x == ισχύουν=
ότι= <P P

N Ox x ==άρα και= + < +P P
N N O Ox Rx x Rx  άρα και= ( ) ( )N Og x <g x ==και έχει επίσης==

( ) ( ) ( )
®+¥ ®+¥ ®+¥

= + = = +¥P P

x x x
lim g x lim x Rx lim x  και===

( ) ( ) ( )
®-¥ ®-¥ ®-¥

= + = = -¥P P

x x x
lim g x lim x Rx lim x =

=
άρα έχει σύνολο τιμών= ( ) =¡ ¡g = =και αφού ισχύει= ( )( ) = -g f x x I= Î¡x = = και= g = =αντιστρέψιμη με=

- ®¡ ¡
Ng :  θα ισχύει= ( ) ( )-= -Nf x g x I= Î¡x  επομένως η=f = =θα έχει σύνολο τιμών το=¡ = = οπότε θα=

είναι= - ®¡ ¡
Nf : ==και για=x=το= ( )-Nf x  από την αρχική θα ισχύει=

= ( )( ) ( )( ) ( )- - -+ + =P N N Nf f x Rf f x f x M ==άρα= ( )- = - -N Pf x x Rx =I= Î¡x =K=

=

Β΄ Τρόπος: (Για την μονοτονία της=gF=
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Η ( ) = +Pg x x Rx  είναι παραγωγίσιμη στο=¡  σαν πολυωνυμική με== ( ) ( )¢¢ = + = + >P Og x x Rx Px R M  για=
κάθε= Î¡x I=οπότε η=g=είναι γνησίως αύξουσα στο πεδίο ορισμού της== 

=

δK Από= ( )( ) = -g f x x =I= Î¡x  για= <N Ox x ==ισχύει=- > -N Ox x ==άρα και= ( )( ) ( )( )>N Og f x g f x ==και επειδή=
η=g=γνήσια αύξουσα θα ισχύει ότι= ( ) ( )>N Of x f x  άρα η=f=είναι γνήσια φθίνουσα στο=¡ K=

=
εK Για= = Mx x ==στην αρχική προκύπτει ότι= ( ) ( )+ = -P

M M Mf x Rf x x  οπότε με αφαίρεση κατά μέλη έχουμε==
=
ότι= ( ) ( ) ( ) ( )( )- + - = - +P P

M M Mf x f x R f x f x x x ==ή ακόμη==

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )- + + + = - -O O
M M M Mf x f x f x f x f x f x R x x  οπότε=

και= ( ) ( )
( ) ( ) ( )

-
- = -

æ ö+ + +ç ÷
è ø

M
M 4

O
M M

x xf x f x
N Pf x f x f x R
O 4

==και επειδή==

( ) ( )
( ) ( ) ( )

--
- = - £

æ ö+ + +ç ÷
è ø

MM
M 4

O
M M

x xx x
f x f x

RN Pf x f x f x R
O 4

==άρα θα ισχύει=

= ( ) ( )- -
- £ - £M M

M

x x x x
f x f x

R R
==και επειδή==

®

-
=

M

M

x x

x x
lim M

R
==από κριτήριο παρεμβολής==

= ( ) ( )( )
®

- =
M

Mx x
lim f x f x M ==άρα= ( ) ( ) ( ) ( )

® ®
- = Û =

M M
M Mx x x x

lim f x f x M lim f x f x =

=
στK Είναι= ( ) ( )-- = + Û - = +Nf x N9 x N x N9 f x N ==ισοδύναμα λόγω=(γK)==

( ) ( ) ( ) ( )- = - + - + Û + + + - =P Px N9 x N R x N x N 6 x N OM M = =και με= eorner= προκύπτει ισοδύναμα ότι= =
=
+ = Û =x N O x N ==ή= ( ) ( )+ + + + =Ox N O x N NM M ==που είναι αδύνατοK=
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=

ζK Είναι=
( )- ¹- - - -

= = =
N P Ox Mf x Rx x RhExF = ημxημx ημx

x

x

==οπότε= ( )
( )

®

® ®

®

- -- - -
= = = = -

OO
x M

x M x M

x M

lim x Rx R M Rlimh x lim Rημx ημx Nlim
x x

 

Θέμα OTοK==

Δίνεται η συνάρτηση=f=με= ¢¢f  συνεχής στο=¡ I=τέτοια ώστε να ισχύουν=

( ) ( ) ( ) ( )¢¢ ¢+ = -ò ò ò
=x= M= NO

=M= x= M
t N f t dt O tf t dt 4 xtf x dt I=για κάθε= Î¡x I=με= ( ) =f M M  και= ( )¢ =f M O =

αK Να δείξετε ότι= ( ) =
+O

Oxf x
x N

I=για κάθε= Î¡x K=

βK Έστω= ( )E α  το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την= fC I =τον= xx’ =και τις ευθείες= =x M  και=

=x α I= >α M K=Αν το α μεταβάλλεται με ρυθμό= cmNM sec I=να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής του= ( )E α I=τη=
στιγμή κατά την οποία= =α Pcm K=

=

γK Θεωρούμε τη συνεχή συνάρτηση=g=με= ( ) ( )+ - £g x x O f x I=για κάθε= Î¡x K=

= iK Να δείξετε ότι η ευθεία= = - +y x O  είναι ασύμπτωτη της= gC  στο=+¥ K=

iiK Αν Ε το εμβαδόν που περικλείεται από τη= gC I=τη πλάγια ασύμπτωτη της στο= +¥  και τις ευθείες==
=x M  και= =x O I=να δείξετε ότι= £E ln R =

=

Λύση: 

αK 

( ) ( ) ( ) ( )¢¢ ¢+ = - Þò ò ò
=x= M= NO

=M= x= M
t N f t dt O tf t dt 4 xtf x dt

( ) ( ) ( ) ( )¢¢ ¢+ = - - Þò ò ò
=x= x= NO

=M= M= M
t N f t dt O tf t dt 4xf x tdt

( ) ( ) ( ) ( ) é ù¢¢ ¢+ = - - Þê ú
ë û

ò ò
=NO=x= xO

=M= M
=M

t
t N f t dt O tf t dt 4xf x

O
 

( ) ( ) ( ) ( )¢¢ ¢+ = - - Þò ò
=x= xO

=M= M

Nt N f t dt O tf t dt 4xf x
O

 

( ) ( ) ( ) ( )¢¢ ¢+ = - -ò ò
=x= xO

=M= M
t N f t dt O tf t dt Oxf x K Παραγωγίζω τη σχέση και έχω:=

( ) ( ) ( ) ( ) ( )¢¢ ¢ ¢+ = - - - ÞOx N f x Oxf x Of x Oxf x ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )¢¢ ¢ ¢+ + = - + ÞOx N f x Oxf x O f x xf x =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )¢¢¢ ¢ ¢ ¢+ + + = - × + × ÞO Ox N f x x N f x O x f x x f x

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )¢ ¢¢ ¢+ = - × Þ + = - × +O O
Nx N f x O x f x x N f x Ox f x c =
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Για= =x M  έχουμε= ( ) ( ) ( )¢+ = - × × + ÞO
NM N f M O M f M c =Nc O K=Άρα= ( ) ( ) ( )¢+ = - × +Ox N f x Ox f x O K=Οπότε=

( ) ( ) ( )¢+ + × = ÞOx N f x Ox f x O ( ) ( ) ( ) ( )¢¢+ + + × = ÞO Ox N f x x N f x O ( ) ( )( ) ( )¢ ¢+ = ÞOx N f x Ox

( ) ( )+ = +O
Ox N f x Ox c K=

Για= =x M  έχουμε= ( ) ( )+ = × + ÞO
OM N f M O M c =Oc M K=Άρα= ( ) ( )+ = ÞOx N f x Ox ( ) ( )

=
+O

Ox
f x

x N
=

βK Έχουμε ότι= ( ) ( )= ò
 α

=M
E α f x dx K=Όμως= ( ) =f x M  όταν= =x M I=και για= >x M I= ( ) >f x M K=Οπότε=

( ) ( ) ( )= Þ = Þ
+ò ò

 α  α

O=M= M

OxE α f x dx E α dx
x N

( ) ( )¢+
= Þ

+ò
O

 α

O=M

x N
E α dx

x N
( ) ( )é ù= + Þë û

 αO

=M
E α ln x N

( ) ( )= +OE α ln α N K=Όμως το α μεταβάλλεται σε σχέση με το χρόνοI=συνεπώς είναι συνάρτηση του=tI=οπότε=

το εμβαδό γράφεται= ( )( ) ( )( )= +OE α t ln α t N K=

Έτσι= ( )( )( ) ( )( )( ) ( )
( ) ( )¢¢ ¢= + = × ×

+
O

O

NE α t ln α t N Oα t α t
α t N

K==

Τη στιγμή= Mt I=έχουμε= ( ) =Mα t Pcm  και= ( )¢ =M
cmα t NM sec K=Άρα=

( )¢ = × × × =
+

O O

O

N cm cmE t O P NM 6sec secP N
K=

=

γKiK Έχουμε ότι= ( ) ( )+ - £ Þg x x O f x ( ) ( ) ( )- - + £ Þg x x O f x ( ) ( ) ( ) ( )- £ - - + £f x g x x O f x K=

Όμως= ( )
®+¥ ®+¥ ®+¥

= = =
+O Ox x x

Ox Oxlim f x lim lim M
x N x

I=οπότε από κριτήριο παρεμβολήςI=

( ) ( )( )
®+¥

- - + =
x
lim g x x O M =K=Άρα η ευθεία= = - +y x O  είναι πλάγια ασύμπτωτη της= gC  στο=+¥ K=

 

iiK ( ) ( ) ( ) ( )
¢+

é ù= + - £ = = = + = - =ë û+ +ò ò ò ò
O

=O=O= O= O= O O
O O=M= M= M= M M=

x NOxE g x x O f x dx dx dx ln x N lnR lnN lnR
x N x N

K 

Άρα= £E ln R =
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Θέμα O8οK==

Έστω= Î£z  και η συνάρτηση= ( ) ( )- - -
= Î +¥

-

Pz N x z O x
f x I x NI

x N
,τέτοια ώστε το όριο= ( )

+®x N
lim f x να=

υπάρχει και να είναι πραγματικόςK==
=

Να αποδείξετε ότι:=

=αK iK= - = -z N z O K==

iiK ο μιγαδικός=zI=που έχει το ελάχιστο μέτρο είναι ο= P
O

K=

=

βK iK η συνάρτηση=f=είναι γνησίως αύξουσα στο= ( )+¥NI K=

iiK η συνάρτηση=f=παίρνει την τιμή= × -OMNO z N K=

γK Αν επιπλέον η συνάρτηση=

ì
ï >
ï

= =í
ï -ï <
î -

fExF I x N
gExF 4 I x N

4ημEx NF I x N
x N

 είναι συνεχής στο=NI=να αποδείξετε ότι:=

iK το πεδίο ορισμού της=f=–N είναι το διάστημα= ( )+¥4I K=

iiK= = +
P NRz i
O O

 ή= = -
P NRz i
O O

=

 

Λύση: 

αKiK Επειδή== ( )
+®

Î¡
x N
lim f x  και== ( )

+®
- =

x N
lim x N M  αν= ( )

+ +® ®
- - - ¹ Þ = +¥P

x N x N
lim z N x z O x M lim f x  ή= -¥ ==

(που απορρίπτεταιI= αφού το όριο υπάρχει και είναι πραγματικός αριθμόςFI=
οπότε

+®
- - - = Þ - = -P

x N
lim z N x z O x M z N z O =

=
iiK Ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων= ( )Μ z  πάνω στο μιγαδικό επίπεδο είναι η μεσοκάθετος του=
ευθύγραμμου τμήματος==ΑΒI=όπου== ( )A NIM I= ( )B OIM K=

Άρα η εξίσωση είναι= = =
Px
O

==όπου= = +
Pz yi
O

I= Î¡y I= άρα η εικόνα του μιγαδικού=z=που έχει ελάχιστο=

μέτροI=είναι το σημείο= æ ö
ç ÷
è ø

PΓ I M
O

 που αντιστοιχεί στο μιγαδικό= =
Pz
O

K=
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Οπότε η συνάρτηση γίνεται= ( ) ( ) ( )
- -- - -

= = = - +
- -

PP z N x xz N x z N x
f x z N x x N

x N x N
I= ( )Î +¥x NI =I=

όπου όπου= = +
Pz yi
O

I= Î¡y K=

 

βKiK Για κάθε= >x N  έχουμεI= ( ) ( ) ( )¢ = - × + - × + = - × + >f x z N x z N x N z N Ox N M  άρα η= =f = =είναι γνησίως=
αύξουσα στο= ( )+¥NI K=

=
iiK Αναζητούμε ένα= ( )Î +¥Mx NI  τέτοιο ώστε= ( ) = × -Mf x OMNO z N I=οπότε έχουμε διαδοχικά:=

( ) ( )= × - Û - × × + = × -M M Mf x OMNO z N z N x x N OMNO z N Û + - =O
M Mx x OMNO M  με= = + × >Δ N 4 OMNO M ==

και επειδή= = = - <×N Om x x OMNO M I=άρα οι λύσεις είναι ετερόσημεςI=οπότε η αρνητική λύση απορρίπτεται=
λόγω πεδίο ορισμού της συνάρτησης=f=Eκαι η άλλη είναι δεκτή αφού είναι μεγαλύτερη της μονάδας= -=
προκύπτει με πολλούς τρόπουςFI= άρα υπάρχει μοναδικό= ( )Î +¥Mx NI  τέτοιο ώστε= ( ) = × -Mf x OMNO z N ==
=
Β΄ τρόπος: Προκύπτει εύκολα και από την εύρεση του συνόλου τιμών της=f=όπως θα δούμε στο παρακάτω=
ερώτημαK==
=
 

γK Για να είναι συνεχής η==g==στο σημείο= =Mx N ==πρέπει:=

( ) ( ) ( ) ( )
+ + +® ® ®

= Þ = Þ - × × + = Þ - = Þ - = = -é ùë ûx N x N x N
lim g x g N lim f x 4 lim z N x x N 4 O z N 4 z N O z O =

(δεν χρειάζεται να πάρουμε τον κλάδο για= <x NI= αν και το όριο βγαίνει πάλι= 4I= από συνέχεια= -= οπότε=
είναι περιττόF=
Άρα η συνάρτηση=f==γίνεται:= ( ) ( ) ( )= × × + = + Î +¥Of x O x x N Ox OxI x NI K=

=
Εύρεση συνόλου τιμών της fK  

Η=f==είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο== ( )+¥NI ==και= ( )
+®

=
x N
lim f x 4 I= ( ) ( )

®+¥ ®+¥
= = +¥O

x x
lim f x lim Ox =

=
Σημείωση: Από εδώ φαίνεται ότι το=OMNO = =ανήκει στο σύνολο τιμών της= =f = =και επειδή είναι γνησίως=
μονότονηI=το σημείο αυτό είναι μοναδικόK=

ΆραI= ( ) ( )= +¥f Δ 4I  και επειδή η= = f= = είναι γνησίως αύξουσαI= είναι= N-NI= άρα αντιστρέφεται=
με= ( )- = +¥Nf

D 4I K=
=

iiK Έχουμε:= æ ö- = Û + - = Û - + = Û = Û = = -ç ÷
è ø

O
O OP P NR NR NR

z N O yi N O N y O y y y
O O 4

 ή
O O

=

οπότε οι ζητούμενοι μιγαδικοί είναι:= = +
P NRz i
O O

 ή= = -
P NRor z i
O O

K=
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Θέμα O9οK 

αK Aν οι συναρτήσεις= f= I=g  με πεδίο ορισμού το=¡  είναι=¨N-N¨I=να αποδείξετε ότι και==η συνάρτηση= of g =
είναι==¨N-N¨K=

βK Αν η συνάρτηση= f I= ορισμένη στο= ¡ I =είναι= = ¨N-N¨I =να= = αποδείξετε ότι και= = η συνάρτηση=
( ) ( ) ( )= + -é ùë û

P
h x f x Of x P ==είναι==¨N-N¨K=

γK Έστω η συνάρτηση= = ( ) ( ) ( )= + -Pg x g xh x e Oe P = I= όπου= g  συνάρτηση= = ¨N-N¨= ορισμένη= = στο= ¡ K= Αν η=
γραφική παράσταση της= g διέρχεται από την αρχή των αξόνων και ( ) =g O ln O =I=τότε:=

iK Να αποδείξετε ότι υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση της= h  και ότι= ( )- =Nh M M  και== ( )- =Nh 9 O K========

iiK Να λύσετε την εξίσωση ( )( )-- + - =N Oh O h x 8x M K=        

 

Λύση: 

αK Έστω= Î
oN O f gx I x D  με= ( )( ) ( )( )=N Of g x f g x = K =ΤότεI =αφού η= f =είναι= -"N N"  θα έχουμε=

( ) ( )
-

= Þ =
g "N N"

O O N Og x g x x x =K=Άρα και==η συνάρτηση= of g  είναι==¨N-N¨K=========

 

βK Θεωρώ τη συνάρτηση=g=με= ( ) = + -Pg x x Ox P K==Αν αποδείξω ότι η=g=είναι= -"N N" I=τότε και αφού η=f=
είναι= -"N N" I=από το=(α) ερώτημαI=και η σύνθεση τους= ( )( )og f x  θα είναι= -"N N" K=

Έστω= ÎN O gx I x D  με= <N Ox x K=

Τότε= <P P
N Ox x I=οπότε αν προσθέσω κατά μέλη έχουμε==

( ) ( )
-ì <

Å Þ + < + Û + - < + - Û <í
<î

P P P
P P P PN O
N N O O N N O O N O

N O

x x
x x x x x x P x x P g x g x

x x
K =Οπότε η= g =είναι γνησίως=

αύξουσαI= άρα και= -"N N" K= Αν θεωρήσω σαν= ( ) ( )( )= oh x g f x = I =τότε= = η συνάρτηση=

( ) ( ) ( )= + -é ùë û
P

h x f x Of x P ==είναι==¨N-N¨K========

 

γK  Η συνάρτηση== ( ) ( ) ( )= + -Pg x g xh x e Oe P  είναι σύνθεση των συναρτήσεων= ( )g x I= xe == ( ) = + -Pf x x Ox P I=
που κάθε μία είναι= -"N N" I= οπότε από προηγούμενο ερώτημαI= και η σύνθεση τους=
( ) ( ) ( )= + -Pg x g xh x e Oe P =είναι==¨N-N¨=στο=¡ K==

Άρα η= ( ) ( ) ( )= + -Pg x g xh x e Oe P  αντιστρέφεταιI=δηλαδή υπάρχει η η αντίστροφη συνάρτηση της= h K=

Αφού η γραφική παράσταση της= g διέρχεται από την αρχή των αξόνων και ( ) =g O ln O =I=τότε:=

( ) ( ) ( )= + - = + - = + - = + × - =
PPg O g O Pln O ln O lnO lnO Ph O e Oe P e Oe P e Oe P O O O P 9 =

Οπότε= ( ) ( )( ) ( ) ( )- - -= Û = Û =N N Nh O 9 h h O h 9 h 9 O =
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Ακόμα η γραφική παράσταση της= g =διέρχεται από την αρχή των αξόνων οπότε= ( ) =g M M  και==

( ) ( ) ( ) ×= + - = + - = + - =Pg M g M P M Mh M e Oe P e Oe P N O P M K=Άρα=

= ( ) ( )( ) ( ) ( )- - -= Û = Û =N N Nh M M h h M h M h M M =

 

iiK ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
-

- - -- + - = Û - + - = Û - + - = Û
h"N N"

N O N O N Oh O h x 8x M h O h x 8x h M O h x 8x M
=

( ) ( ) ( )
- - +

- - - = -ì
- = Û - = Û - = Û - - = Û í =î

Nh "N N
N O N O N O O x N

h x 8x O h x 8x h 9 x 8x 9 x 8x 9 M
x 9
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Θέμα 3MοK==

Δίνεται η συνάρτηση= ®¡ ¡f : η οποία είναι γνησίως αύξουσα με= ( )- >f N M και ο μιγαδικός αριθμός=

( ) ( )
( )

- ×
= +

f N f M 4 Pz i
O f N

=I=για τον οποίο ισχύει= ( )= -
zz N i P
O

.Να αποδείξετε ότι ισχύουν:=

αK= ( ) ( ) ( )- × × =f N f M f N 8 =

βK= ( ) =O oe z z =

γK= ( ) ( )- < <f N O f N =

δK= ( )-- < <NN f z M =

 

Λύση: 

αK=Έστω= = +z x yi ,με= ÎxI y ℝ=

( ) ( )+
= - = - Û = - + + Û

z x yiz N Pi N Pi O z x Pxi yi Py
O O

=

( )Û = + + -O z x Py i y Px  

Δηλαδή= = +O z x Py ==EN) και= - =y Px M Û =y Px =EO)=Eδιότι= z  πραγματικός αριθμόςF=

Από υπόθεση έχουμε ότι== ( ) ( )
( )

- ×
= +

f N f M 4 Pz i
O f N

I=δηλαδή= ( ) ( )-
=

f N f M
x

O
 και=

( )
=

4 Py
f N

,με=

αντικατάσταση στη σχέση=O=προκύπτει=
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )-
= Û = -

f N f M4 P P 8 f N f N f M
f N O

=

 

βK Η=EN) με βάση=EO) γίνεται= ( )= + = + = Û = Û =O z x P Px x Px 4x z Ox z O oe z =

=

γK Η=f=είναι γνησίως αύξουσα στο=ℝ και= ( )- >f N M  οπότε για=- < <N M N  θα έχουμε=
( ) ( ) ( )< - < <M f N f M f N =

Πολλαπλασιάζουμε όλα τα μέλη της ανίσωσης με= ( ) ( )-f N f N =Eθετικοί αριθμοίF=και έχουμε:=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )- < - < - Û - < < -O O O Of N f N f N f M f N f N f N f N f N 8 f N f N =E3)=

=

Όμως= ( ) ( ) ( ) ( ) ( )- < Û - < -P Of N f N f N f N f N =Eπολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη με τον θετικό αριθμό=

( )-Of N =F=I=οπότε ο αριθμός= ( )-Pf N  είναι ένα κάτω φράγμαK=
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 Όμοια= ( ) ( ) ( ) ( ) ( )- < Û - <O Pf N f N f N f N f N =Eπολλαπλασιάζουμε όλα τα μέλη με τον θετικό αριθμό=

( )Of N =FIοπότε==ο αριθμός= ( )Pf N  είναι ένα άνω φράγμαK=

=

Επομένως έχουμε= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )- < - < < - <P O O Pf N f N f N 8 f N f N f N  δηλαδή= ( ) ( )- < < ÛP Pf N = 8 =f N =

( ) ( )Û - < <f N O f N =

=

δK=== ( ) ( ) ( ) ( ) ( )-- < < Û - < < Û - < <N O ON f z M f N z f M f N z f N =

Όμως= ( )=z Ooe z  ή=
( ) ( )- ×

=
f N f M

z O
O

 ή== ( ) ( )= × -z f M f N ====

Επομένως αρκεί να δείξουμε ότι:= ( ) ( ) ( ) ( )- < - <O Of N f M f N f M I=το οποίο ισχύειI=διότι=

( ) ( ) ( ) ( ) ( )- < Û - < - ×Of N f M f N f N f M  και== ( ) ( ) ( ) ( ) ( )- < Û - × < Of N f M f N f M f M =
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Θέμα 3NοK==

Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί== Î£z  για τους οποίους==ισχύει= - - =z 4 4i O  και= ³fmEzF 4 K=

αK Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών αυτώνKK=

 

βK Να δείξετε ότι οι εικόνες των παραπάνω μιγαδικών ανήκουν στη γραφική παράσταση της συνάρτησης= =
= + - + -OfExF 4 x 8x N4 ==και να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης αυτήςK=

 

γK Να βρεθεί ο μιγαδικός του παραπάνω γεωμετρικού τόπου με το μέγιστο μέτροK=

 

δK Να γράψετε την εξίσωση==εφαπτομένης της παραπάνω συνάρτησης==στο σημείο==το οποίο είναι η εικόνα=
του μιγαδικού που βρήκατε στο τρίτο ερώτημαK=

 

Λύση: 

αK Η σχέση= - - =z 4 4i O  περιγράφει κύκλο κέντρου= ( )h 4I4  και ακτίνας= =ρ O I= με εξίσωση=

( ) ( )- + - =OOx 4 y 4 O K=Όμως η σχέση== ³fmEzF 4  περιγράφει τα σημεία του κύκλου με τεταγμένη= ³y 4 K=
Άρα ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι το ημικύκλιο που βρίσκεται πάνω από την ευθεία= =y 4 I=καθώς=
και τα σημεία τομής του κύκλου με την ευθεία αυτήK=EΒλέπε σχήμα=NF=

=

βK Αφού ισχύει ότι= ( ) ( )- + - =OOx 4 y 4 O  και= ³y 4 I=θα έχουμε:=

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

ì - = - -ï- + - = Û - = - - Û í
ï - = - - -î

O
O OO O

O

y 4 O x 4
x 4 y 4 O y 4 O x 4

y 4 O x 4
=
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Άρα=
( )

( )

ì ì ì- = - - - = - + - = + - + -ï ï ïÛ Ûí í í
- = - - + - = - - + -ï ï ï- = - - - î îî

O O O

O O O

y 4 O x 4 y 4 O x 8x N6 y 4 x 8x N4

y 4 O x 8x N6 y 4 x 8x N4y 4 O x 4
K=

Όμως=I=άρα θα πρέπει να ισχύει= = + - + -Oy 4 x 8x N4 I=οπότε αν θέσουμε σαν= ( )®y f x =I=θα έχουμε==

( ) = + - + -Of x 4 x 8x N4 K =Είναι εύκολο να δούμεI =είτε αλγεβρικάI =είτε από το σχήμαI =ότι η= f =ορίζεται=

όταν= ( )Î - +x 4 O I4 O = I =δηλαδή όταν ( )Î - +M Mx x ρI x ρ = I= όπου= ( )M Mx I y = = οι συντεταγμένες του=

κέντρου του κύκλουI=και ρ η ακτίνα τουK==

=

γK Φέρνουμε την διάκεντρο=Eθα είναι η ευθεία= =y x I=διότι διέρχεται από το= ( )l MIM  και= ( )h 4I4 =I=οπότε=
ο ζητούμενος μιγαδικός θα είναι το σημείο τομής Μ του ημικυκλίου με την ευθεία αυτήK=

Λύνουμε λοιπόν το σύστημα της ευθείας και του ημικυκλίου:=

ì ìì = + - + - - = - + -= + - + -ï ï ïÛ Û Ûí í í
= = =ï ï ïî î î

O OO y 4 y 8y N4 y 4 y 8y N4y 4 x 8x N4
y x y x y x

==

( ) ( )ì ì ì- + = - + - - + =- = - + -ïÛ Û Û Ûí í í
= =î îï =î

OO O O OO y 8y N6 y 8y N4 Oy N6y PM My 4 y 8y N4
y x y xy x

=

³
=ì

=ìïÛ = Ûí í =îï =î

y 4
y R

y R
y P

x R
y x

K=Οπότε ο μιγαδικός με το μέγιστο μέτρο είναι ο= = +M R Ri ==

 

δK Η=f=είναι παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της σαν σύνθεση παραγωγίσιμων συναρτήσεωνK=Η εξίσωση=
εφαπτομένης στο σημείο= ( )M RIR ==θα έχει τύπο= ( ) ( )( )¢- = -y f R f R x R K=

Όμως= ( ) ( ) ( ) ( )¢ ¢¢ = + - + - = × - + - = × - +
- + - - + -

O O

O O

N Nf x 4 x 8x N4 x 8x N4 Ox 8
O x 8x N4 O x 8x N4

==

Οπότε= ( ) ( ) -¢ = × - × + = = -
×- + × -O

N O
f R O R 8 N

O NO R 8 R N4
==

Οπότε η=(ε) θα έχει τύπο= ( )- = - - Û = - +y R N x R y x NM =

=



 Συλλογή  Λυμένων  Θεμάτων Μαθηματικών Κατεύθυνσης Γ’ Λυκείου 

Νίκος ΕK Καντιδάκης – Μαθηματικός mage O4 of 4O wwwKkantidakisKgr 

=

=
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Θέμα 3OοK==

Δίνεται συνάρτηση=fI=δύο φορές παραγωγίσιμη στο= [ ]NI e I=με= ( )f N O= I= ( )f e e N= +  και σύνολο τιμών το=

[ ]NI 4- K=Να αποδείξετε ότι:=

αK Υπάρχουν τουλάχιστον δύο τιμές= ( )N Ox I x NI eÎ I=με= N Ox x¹ I=τέτοια ώστε= ( ) ( )N Of x f x M¢ ¢= = ====    

βK Υπάρχει τουλάχιστον ένα= ( )ξ NI eÎ I=τέτοιο ώστε= ( )f ξ M¢¢ = == 

γK Υπάρχει τουλάχιστον ένα= ( )Mx NI eÎ I=τέτοιο ώστε= ( ) ( ) ( )4
M M M Mf x f x 4f x x¢é ù- =ë û ===

δK Η ευθεία= y x e O= - + +  τέμνει την= fC  σε ένα τουλάχιστον σημείο με τετμημένη να ανήκει στο=
διάστημα= ( )NI e ==

εK=Υπάρχουν== ( )N Oξ , ξ NI eÎ I=με= N Oξ ξ¹ I=τέτοια ώστε να ισχύει= ( ) ( )N Of ξ f ξ N¢ ¢× = =

 

Λύση: 

αK Η= f=είναι συνεχής στο= [ ]NI e I=από=θεώρημα Μέγιστης-Ελάχιστης τιμής θα υπάρχουν= [ ]ÎN Ox I x NI e  τέτοια=
ώστε= ( ) =Nf x m  και= ( ) =Of x M  όπου= m= και= M= η ελάχιστη και η μέγιστη τιμή αντίστοιχαK= Η= f= έχει=
σύνολο τιμών το=[ ]-NI 4  και= ( ) =f N O I= ( ) = +f e e N  οπότε= ( ) ( ) ( ) ( )< < <N Of x f N f e f x =I=επομένως= N Ox I x =
δεν είναι άκρα του διαστήματος= [ ]NI e K=Άρα= ( )ÎN Ox I x NI e  και επειδή η=f=λαμβάνει μέγιστη και ελάχιστη=
τιμή σε αυτάI=από=θεώρημα cermat έχουμε ότι= ( ) ( )= =N Of D x f D x M =

 

βK Η= ¢f  είναι συνεχής στο= [ ] [ ]ÌN Ox I x NI e  και παραγωγίσιμη στο= ( ) [ ]ÌN Ox I x NI e  και από αK=

( ) ( )¢ ¢=N Of x f x K=Από=ΘKoolle θα υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )ξ NI eÎ I=τέτοιο ώστε= ( )f ξ M¢¢ = K=

 

γK Θεωρούμε τη συνάρτηση= ( ) ( ) ( ) ( )¢é ù= - -ë û
4g x f x f x 4f x x  συνεχή στο= [ ]NI e  ως πράξεις και σύνθεση=

συνεχών συναρτήσεωνI=άρα και στο= ( ) [ ]ÌN Ox I x NI e K=ΕπίσηςI=

= ( ) ( ) ( ) ( )¢é ù é ù= - - = - × - = - - <ë û ë û
4 4 6

N N N N N N Ng x f x f x 4f x x 4 M 4 4 x 4 x M ==

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )é ù¢é ù= - - = - - - - = - >ë û ë û
44

O O O O O O Og x f x f x 4f x x N M 4 N x 4 x M ===

Από=ΘK Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα= ( )Mx NI eÎ I=τέτοιο ώστε=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )¢ ¢é ù é ù= Þ - - Þ - =ë û ë û
4 4

M M M M M M M M Mg x M f x f x 4f x x f x f x 4f x x =

 

δK Θεωρούμε τη συνάρτηση= ( ) ( ) ( ) ( )= - - + + = + - -h x f x x e O f x x e O  συνεχή στο= [ ]NI e  ως πράξεις=
και σύνθεση συνεχών συναρτήσεωνK=ΕπίσηςI=

= ( ) ( )= + - - = + - - = - + <h N f N N e O O N e O e N M  και== ( ) ( )= + - - = + - = - >h e f e e e O e N O e N M ===
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Από=ΘK Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα= ( )ÎPx NI e I=τέτοιο ώστε=

= ( ) ( ) ( )= Þ + - - Þ = - + +P P P P Ph x M f x x e O f x x e O I=δηλαδή η ευθεία= y x e O= - + +  τέμνει την= fC  σε=
ένα τουλάχιστον σημείο με τετμημένη να ανήκει στο διάστημα= ( )NI e ==

 

εK Αφού η=f==είναι συνεχής στο=[ ]NI e =Eόπως στο αKF=και παραγωγίσιμη στο= ( )NI e K=Άρα θα ικανοποιεί τις=
προϋποθέσεις του=Θ.Μ.ΤK στο=[ ]NI e I=συνεπώς και στα υποδιαστήματα αυτού[ ] [ ]P PNI x I x I e I=όπου= Px από το=
δK=Από το πρώτο διάστημα συμπεραίνουμε ότι θα υπάρχει= ( ) ( )Î ÍN Pξ NI x NI e  με=

( ) ( ) ( )- - + + - - +¢ = = =
- - -

P P P
N

P P P

f x f N x e O O x e
f ξ

x N x N x N
===και από το δεύτερο ότι θα υπάρχει=

( ) ( )Î ÍO Pξ x I e NI e  με==

( ) ( ) ( )- + + - - -¢ = = =
- - - +

P P P
O

P P P

f e f x e N x e O x N
f ξ

e x e x x e
K==

Άρα= ( ) ( ) - + -¢ ¢× = × =
- - +

P P
N O

P P

x e x N
f ξ f ξ N

x N x e
 με= ( )N Oξ , ξ NI eÎ  και= N Oξ ξ¹ (αφού= ( ) ( )Ç =ÆP PNI x x I e F==
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Θέμα 33οK==

Δίνεται η συνάρτηση= ®¡f : A  και ο μιγαδικός= z  για τον οποίο ισχύουν:= =z N  και= ( )= + ×z x i f x = I=
Îx A K=

αK Να δείξετε ότι= [ ]Í -A NI= N  και= [ ]Í -f EAF NI=N K=

βK Αν= [ ]=A MI=N  ή= [ ]= -A NI=M  να δείξετε ότι η συνάρτηση= f  είναι=N=–=N=K=

γK Αν= [ ]= -A NI=M  και ο αριθμός=
-Oz N

Oiz
 είναι=μη αρνητικός πραγματικός τότε:=

iK Να βρείτε τη συνάρτηση= f K=

= iiK Να ορίσετε την αντίστροφη της συνάρτησης= f K=

 

Λύση: 

αK Αν= Î¡N Ox I x  με= =N OgEx F gEx F I=τότε=

( )( ) ( )( )= Û + = + Û = Û =
υπόθεση

N O N O N O N Of g x f g x 4x 9 4x 9 4x 4x x x =

Άρα η=g=είναι= -N NK==

=

βK Για να αποδείξουμε ότι το σύνολο τιμών της=f=είναι το=¡ I=αρκεί να αποδείξουμε ότι για κάθε= Î¡y =
υπάρχει= Î¡Mx I=ώστε= =MfEx F y ==EN)=

Έστω= Î¡y K= Τότε από την υπόθεση= ( )( ) = +f g x 4x 9 I= Î¡x = = έχουμε= -
+ = Þ =

y 94x 9 y x
4

I=

οπότε: -æ öæ ö =ç ÷ç ÷è øè ø

y 9
f g y

4
=EO)=

Από τη σχέση=EO)I=θεωρούμε σαν= Mx  το= -æ ö= ç ÷
è ø

M
y 9x g

4
 και έτσι η σχέση=EO) μας δίνει την=EN)K==

=

γ) Έστω= Î¡N Ox I x  με= <N Ox x =E3)K==

Για να αποδείξουμε ότι η συνάρτηση=g=είναι γνησίως φθίνουσαI=αρκεί να αποδείξουμε ότι= ( ) ( )>N Og x g x =

Υποθέτουμε ότι αυτό δεν συμβαίνειK=Τότε έχουμε διαδοχικά:=

( ) ( ) ( )( ) ( )( )£ Û ³ Û + ³ + Û ³ Û ³
] υπόθεσηf

N O N O N O N O N Og x g x f g x f g x 4x 9 4x 9 4x 4x x x  άτοπο από την=
E3)==

Άρα η=g=είναι γνησίως φθίνουσαK=

=

δK Επειδή οι συναρτήσεις=f=και=g=είναι ίσεςI=τότε η υπόθεση γράφεται:=
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( )( ) = +f f x 4x 9  για κάθε= Î¡x ==E4)=

Επειδή όμως η συνάρτηση= ®¡ ¡f :  είναι= -N N==Eερώτημα=(α)I=αφού=f=Z=gF=και έχει σύνολο τιμών το=¡ =
(ερώτημα=(β)FI=η=f=έχει αντίστροφηI=την= - ®¡ ¡

Nf : K=

ΈτσιI=αν= Î¡x I=θέτοντας στην=E4) όπου=x=το= -Nf ExF  βρίσκουμε διαδοχικά:=

( )( )( ) ( )- -= + ÛN Nf f f x 4f x 9 =

( ) ( )-Û = + ÛNf x 4f x 9 ====Eαφού= ( )( )- =Nf f x x F=

( ) ( )- -
Û =N f x 9

f x
4

=
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Θέμα 34οK==

Έστω οι μιγαδικοί= N Oz I z  και η συνάρτηση= ®¡ ¡f :  με= ( ) = - +ò
=M

N O= O
f x x z xt z dt = = και για την οποία=

ισχύει= ( ) ³f x x  για κάθε= Î¡x =

Να αποδείξετε ότι:=

αK ( ) = +ò
=Ox

N O= M
f x z t z dt  

βK  =O
Nz
O

 

γK  Η εξίσωση= ( ) =f x OMNP  έχει ακριβώς μια λύση στο διάστημα= ( )+¥MI K=

δK==Για κάθε= Î¡x  ισχύει:== + ³ò
=x

O
N=M

z xz t dt
O 4

=

 

Λύση: 

αK Έχουμε ότι= ( ) = - +ò
=M

N O= O
f x x z tx z dt K=

Θέτουμε= = Þ = Þ =
duxt u xdt du dt
x

 και τα άκρα γίνονται:
= Þ =ì

í = Þ =î

t O u Ox
t M u M

=

και έτσι==

( )
®

= - + = - + = + = +ò ò ò ò
u t= M = M = O x = Ox

N O N O N O N O= Ox= Ox= M = M

duf x x z u z z u z du z u z du z t z dt
x

=

=

βK Για= =x M  έχουμε ότι= ( ) = + =ò
=M

N O= M
f M z t z dt M =

Θεωρώ= ( ) ( )= -h x f x x I=οπότε= ( ) ³h x M  για κάθε=xI =συνεπώς= ( ) ( )³h x h M  διότι= ( ) ( )= - =h M f M M M K=
Άρα από=θεώρημα cermatI=το= ( )¢ =h M M I=δηλαδή= ( )¢ - =f M N M K=

Όμως= ( ) ( ) ( )
¢ ¢¢ = + = + × = +ò

Ox

N O N O N OM
f x z t z dt z Ox z Ox O z Ox z I=οπότε=

= ( )¢ = × + =N O Of M O z O M z O z K=Άρα= ( )¢ - = Þ - = Þ =O O
Nf M N M O z N M z
O

=

=

γK Έχουμε= ( )¢ = + ³N Of x O z Ox z M I=άρα η= ( )f x  είναι γνησίως αύξουσα στο πεδίο ορισμού τηςI=οπότε το=

σύνολο τιμών της θα είναι το διάστημα= ( ) ( )( )+ ®+¥® xx M
lim f x I lim f x K=

Έχουμε ότι=:= ( ) ³f x x I=οπότε:=
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· ( ) ( ) ( )
®+¥ ®+¥ ®+¥

³ Þ ³ = +¥Þ = +¥
x x x

f x x lim f x lim x lim f x =

· ( ) ( )
³ Þ ³

f x
f x x N

x
 για κάθε= >x M I=οπότε:==

( ) ( )
+ + +® ® ®

¢
= = + = = × =

M
M

N O ODKex M x M x M

f x f x Nlim lim lim O z Ox z O z O N
x N O

I=άρα==

( ) ( ) ( ) ( )
+ + + +® ® ® ®

= Þ = × Þ =
x M x M x M x M

f x
lim N lim f x lim x N lim f x M

x
=

οπότε το σύνολο τιμών της θα είναι το διάστημα= ( )+¥MI I=που περιέχει το= OMNPI= οπότε αφού η= f= είναι=
συνεχήςI=από==θεώρημα Eνδιαμέσων TιμώνI=θα υπάρχει ένα= ( )Î +¥Mx MI  τέτοιο ώστε= ( ) =Mf x OMNP K=Όμως=
στο διάστημα αυτό η=f=είναι γνησίως αύξουσαI=άρα και= -"N N" I=οπότε το= Mx  αυτό είναι μοναδικόK=

=

δK Έχουμε ότι=:= ( ) ³ Þ + ³ò
=Ox

N O=M
f x x z t z dt x =

Θέτουμε= = Þ =
t u dt Odu
O

 και τα άκρα γίνονται:
= Þ =ì

í = Þ =î

t Ox u x
t M u M

=

και έτσι==

+ ³ Þ + ³ Þ + ³ Þò ò ò
=Ox= x= x

O
N O N O N=M= M = M

zz t z dt x z Ou z Odu x 4 z u du x
O

=

®
Þ + ³ Þ + ³ò ò

u t=x= x
O O

N N=M = M

z x z xz u du z t dt
O 4 O 4

=
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Θέμα 35οK==

iK Να αποδείξετε την ανισότητα:= ( )- £ + £
Oxx ln N x x

O
 για κάθε= ³x M K=

Πότε ισχύουν οι ισότητες;=

=

iiK Δίνεται η συνάρτηση= ( ) ( )= + Oln Nf xx K=

Αν=E=το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη= fC I=τον άξονα= ¢x x  και τις ευθείες== =x M  και= =x N I=

τότε να δείξετε ότι= < <
T NE
PM P

==

 EStydy4examsF 

 

Λύση: 

iK Θεωρούμε τη συνάρτηση= ( ) ( )= + -h x ln N x x  με= > -x NK=

Έχουμε= ( ) ( )( ) ( ) -¢ ¢¢ = + - = - =
+ +
N xh x ln N x x N

x N x N
==οπότε σχηματίζουμε τον εξής πίνακα προσήμου:=

=

=
Άρα η=h=είναι γνησίως φθίνουσα στο=[ )+¥MI I=οπότε για= >x M  έπεται==

( ) ( ) ( ) ( )= + - < = Û + <h x ln N x x h M M ln N x x K=

Άρα= ( )+ £ln N x x  για κάθε= ³x M  και η ισότητα ισχύει για= =x M K=

Ομοίως θεωρούμε τη συνάρτηση= ( ) ( )= + - +
Oxg x ln N x x

O
I= > -x NK=Η παράγωγός της είναι:=

( ) ( )( )
¢æ ö¢¢ = + - - = - + =ç ÷ + +è ø

O Ox N x
g x ln N x x N x

O x N x N
I= > -x NI==οπότε=

=
Άρα η=g=είναι γνησίως αύξουσα στο=[ )+¥MI I=οπότε για= >x M  έπεται==

( ) ( ) ( )= + - + > =
Oxg x ln N x x g M M

O
K==

Άρα= ( )+ > -
Oxln N x x

O
 για κάθε= ³x M  και η ισότητα ισχύει για= =x M K=
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=

iiK Με βάση το προηγούμενο ερώτημα ισχύει:==

( ) ( )
®

- £ + £ Û - £ + £
OO 4x x

O O Ox xx ln N x x x ln N x x
O O

I=για κάθε= Î¡x I=Eαφού= ³Ox M F=

άρα= ( )- £ £
4

O Oxx f x x
O

I=για κάθε= Î¡x K=

Επίσης= + ³ON x N άρα= ( ) ( )= + ³ =Of x ln N x lnN M I=οπότε το εμβαδόν του χωρίου=E=που περικλείεται από=

τη= fC I=τον άξονα= ¢x x  και τις ευθείες== =x M  και= =x N I=ισούται με= ( )= ò
=N

=M
E f x dx K=

Ολοκληρώνουμε τη σχέση= ( )- ³Ox f x M  και παίρνουμε:=

( )( ) ( ) é ù
> Û < Û < Û <ê ú

ë
-

û
ò ò ò

NP=N= N= N O

M

O

= = M= M
M

x N
dx M f x dx x dx E E

P
x f x

P
=

Η ανισότητα είναι γνήσιαI=γιατί η συνεχής συνάρτηση= ( )-Ox f x  δεν είναι παντού μηδένK=

Ομοίως ολοκληρώνοντας την ανισότητα= ( )- +
4

O xf x x
4

==παίρνουμε:=

( ) ( )æ ö æ ö é ù
- + > Û > - Û > - Û >ç ÷ ç ÷ ê ú

è ø è ø ë û
ò ò ò

N4 4 P R=N= N= NO O

=M= M= M
M

x x x x T
f x x dx M f x dx x dx E E

4 4 P NM PM
=

Η ανισότητα και πάλι είναι γνήσιαI=γιατί η συνεχής συνάρτηση= ( )- +
4

O xf x x
4

 δεν είναι παντού μηδένK=

Άρα= < <
T NE
PM P

K 
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Θέμα 36οK==

Δίνεται η συνεχής συνάρτηση=f : ®¡ ¡ I=για την οποία ισχύει= ( )
Ox M

f x x
lim OMMR

x®

-
= K=

αK Να δείξετε ότι:==

iK ( )f M M= ==

iiK ( )f M N¢ = K==

βK Να βρείτε το= λÎ¡  έτσιI=ώστε:==
( )( )
( )( )

OO

OOx M

x λ f x
lim P

Ox f x®

+
=

+
=K=

γK Αν επιπλέον η=f=είναι παραγωγίσιμη με συνεχή παράγωγο στο=¡  και= ( ) ( )f x f x¢ >  για κάθε= xÎ¡ I==

να δείξετε ότι:==

iK ( )xf x M>  για κάθε= x M¹ K==

iiK ( ) ( )
N

M

f x dx f N<ò K=

(Επαναληπτικές 2MMRF 

Λύση: 

αKiK :=Επειδή η= f είναι συνεχής στο==MI=αρκεί να δείξουμε ότι= ( )
x M
lim f x M
®

= K=

Θέτουμε=
( ) ( )O

f x x
g x

x
-

= ==EN)==I=οπότε== ( )
x M
lim g x OMMR
®

= K=

Λύνοντας τη σχέση ως προς= f I=έχουμε= ( ) ( )Of x x g x x= + K=

Το όριο στο δεύτερο μέλος υπάρχειI=άρα== ( ) ( )( )O

x M x M
limf x lim x f x x M OMMR M M
® ®

= + = × + = K=

 

iiK  Από τη σχέση==EN)==για= x M¹  προκύπτει= ( ) ( )f x
xg x N

x
= + K=

Επομένως== ( ) ( ) ( ) ( )( )
x M x M x M

f x f M f x
lim lim lim xg x N N

x x® ® ®

-
= = + = K=Άρα== ( )f M N¢ = K=

 

βK Εκμεταλλευόμαστε το προηγούμενο όριοI=έχουμε:=

( )( )
( )( )

( )

( )

O

OO

O OOx M x M

f x
1 λ

x λ f x x 1 λ
lim P lim P P λ 8

O Nf xOx f x
O

x

® ®

æ ö
+ ç ÷+ +è ø= Þ = Þ = Þ =

++ æ ö
+ ç ÷
è ø

=
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γKiK Η σχέση που μας δίνεται γράφεται ισοδύναμα:=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )x x xf x f x f x f x M e f x e f x M e f x M- - - ¢¢ ¢ ¢> Û - > Û - > Û > K=

Επομένως η συνάρτηση= ( ) ( )xh x e f x-=  είναι γνησίως αύξουσα στο=¡ K=

Άρα για= ( ) ( ) ( ) ( )xx M h x h M M e f x M f x M-> Þ > = Þ > Þ > K=Επομένως== ( )xf x M> K=

Ομοίως για= ( ) ( ) ( )xx M h x M e f x M f x M-< Þ < Þ < Þ < I=άρα== ( )xf x M> K=

=

iiK Έχουμε διαδοχικά:=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
=N= N= N

=M= M= M
f x f x f x f x M f x f x dx M f x dx f x dx M¢ ¢ ¢ ¢> Þ - > Þ - > Þ - > Þò ò ò =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
=N= N= N= N= NN

M=M= M= M= M= M
f x dx f x dx f x f x dx f N f M f x dx f x dx f N¢Þ > Þ > Þ - > Þ <é ùë ûò ò ò ò ò  
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Θέμα 3TοK  

Δίνονται οι συναρτήσεις=fIg=οι οποίες είναι παραγωγίσιμες στο= ( )MI+¥  και ισχύει=:=

· ( ) ( ) ( ) ( )f N g N f N g N M¢ ¢= = = = =

· ( ) ( )g xf x e N¢ = + =EN)=

· ( ) ( )f xg x e N¢ = + =EO) 

 για κάθε= x M> =K=

αK Να δείξετε ότι= ( ) ( )f x g x=  για κάθε= x M> K=

βK Να βρείτε τη συνάρτηση= ( ) ( )f xh x e x-= + I= x M> K=

γK Αν= α M>  και για κάθε= x N> -  ισχύει=:= ( ) xh x N P α³+ - ==E*)=I=να δείξετε ότι= Pα e= =K 

 

Λύση: 

αK Η= g =είναι παραγωγίσιμη και η= ( )g xe παραγωγίσιμη επομένως και η= ( )f x¢  είναι παραγωγίσιμη ως=

άθροισμα των παραγωγίσιμων= ( )g xe  και της σταθερής συνάρτησης=NI=με= ( ) ( ) ( )g x  f x e g x¢ ¢¢ = =E3)K=

Ομοίως=g΄ExF=είναι παραγωγίσιμη ως άθροισμα των παραγωγίσιμων=e f E x F  και της σταθερής συνάρτησης==N=
με= ( ) ( ) ( )f xg x e f x¢¢ ¢= =E4)=

E3)=
( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
N

f x f x N g x f x g x g x¢¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢Þ = - = - ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x¢ ¢ ¢¢ ¢Þ = + = E5)=

E4) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
E O F

g x g x N f x f x g x f x¢¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢Þ = - = - = ( ) ( ) ( ) ( )f x g x g x f x¢ ¢ ¢¢ ¢Þ = + ==E6)=

Από τις=E5) και=E6) έχουμε=:= ( ) ( ) ( ) ( )f x g x g x f x¢¢ ¢¢ ¢¢ ¢+ = + ( ) ( )( ) ( ) ( )( )f x g x g x f x ¢¢¢ ¢ ¢¢ ¢Þ + = + Þ ==

( ) ( ) ( ) ( ) Nf x g x g x f x c¢ ¢Þ + = + + K=

Για= x N=  προκύπτει= ( ) ( ) ( ) ( ) N Nf N g N g N f N c c M¢ ¢+ = + + Û = =

Άρα= ( ) ( ) ( ) ( )f x g x g x f x¢ ¢+ = + ( ) ( ) ( ) ( )f x – g x f x g x¢ ¢Þ = - Þ = ( ) ( )( ) ( ) ( )f x g x f x g x¢- = - =

Άρα= ( ) ( ) xf x g x c e- = × K=

 Για=xZN=προκύπτει= ( ) ( ) Nf N g N c e c M- = × Û = K=Επομένως= ( ) ( ) ( ) ( )f x g x M f x g x- = Û =  για κάθε= x M> K=

=

βK== ( ) ( )f xh x e x-= + =K=Η=h=είναι παραγωγίσιμη ως άθροισμα παραγωγίσιμων με==

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )f x f f x f x g xxh x e f x N e –f x N ef N e Ne x N- - - -¢¢ ¢ ¢= - + = + = = - +- + + = =

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

f x g x
f x f x f xf xe Ne N N e N e x h x

=
- - -= - + = - - + = - = -+ =
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Άρα= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x xh x x h x h x h x x e h x e h x x e¢ ¢ ¢= - Û + = Û × + × = × Û ==

( )( ) ( )( ) ( )x x x xe h x x e e h x dx x e dx¢ ¢Þ × = × Þ × = ×ò ò ==ET)=

Αν θεωρήσω σαν= ( )x x x x xf x e dx x e e dx x e e c= × = × - = × - +ò ò =

ET)Þ = ( )x x xe h x x e e c× = × - + =

Για= x N=  έχουμε= ( ) ( )f N Mh N e N e N O-= + = + =  και= ( )Ne  h N N e e c c Oe× = × - + Û = =

Άρα= ( ) ( ) ( )x x x x N xe h x x e e Oe h x x N Oe e h x x N Oe- -× = × - + Þ = - + × Þ = - + I== x M> K=

=

γK Θεωρούμε τη συνάρτηση= ( ) ( )x x xφ x α P h x N α P x Oe-= - + + = - + + K=

Τότε λόγω της=E*) έχουμε ότι= x xα P x Oe M-- - + ³  για κάθε= x N> -  ή= ( )φ x M³  για κάθε= x N> - K===================================

Είναι= ( ) M Mφ 0 α – P – M Oe M= + = =

Άρα= ( ) ( )φ x  φ M³  για κάθε= x N> -  οπότε η φ παρουσιάζει στο= Mx M=  ελάχιστοK=

Επειδή η φ είναι παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο= Mx M= ==από το=θεώρημα cermat θα ισχύει== ( )φ M M¢ = =

Επειδή= ( ) x xφ x α lnα – N – Oe-¢ =  θα έχουμε ότι=

( ) M Mφ M M α ln α N Oe M lnα N O M¢ = Þ - - = Þ - - = Pln α 3 α eÞ = Þ =  

 

 

=
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Θέμα 38οK==

Έστω συνάρτηση=f : ®¡ ¡  η οποία είναι παραγωγίσιμη και κυρτή στο=¡  με= ( )f M N=  και= ( )f M M¢ = ==

αK Να αποδείξετε ότι= ( )f x N³  για κάθε= xÎ¡ =

βK Να αποδείξετε ότι=
( )

=N P

=M
Px M

f xt dt xx
lim

ημ x®

+×
= +¥ò =

=

Αν=επιπλέον δίνεται ότι= ( ) ( )( )Of x Ox Ox f x x¢ + = × + I= xÎ¡ I=τότε:==

=

γK Να αποδείξετε ότι= ( )
Ox Of x =e x-= I== xÎ¡ =

 

δK Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση= ( ) ( )
=xHO

=x
h x f t dt= ò I= x M³  και να λύσετε στο=¡ =

την ανίσωση= ( ) ( )
O

O

=x Ox P= 4

=x Ox N= 6
f t dt f t dt M

+ +

+ +
+ <ò ò  

(Επαναληπτικές 2MNMF 

 

Λύση 

αK Εφόσον η= f  είναι κυρτή στο=¡ I=η=f ¢ είναι γνησίως αύξουσαK=

Άρα για= ( ) ( ) ( )x M f x f M f x M¢ ¢ ¢> Þ > Þ >  και=

για= ( ) ( ) ( )x M f x f M f x M¢ ¢ ¢< Þ < Þ < K=

=
=

Επειδή η= f είναι και συνεχήςI=θα είναι γνησίως αύξουσα στο=[ )MI+¥  και γνησίως φθίνουσα στο= ( ]IM-¥ K=

Συνεπώς για= ( ) ( ) ( )x M f x f M f x N> Þ > Þ >  και=

για= ( ) ( ) ( )x M f x f M f x N< Þ > Þ > K=

Επιπλέον ισχύει== ( )f M N= I=άρα= ( )f x N³ I=για κάθε= xÎ¡ K=

 

βK Έστω= ( ) ( )
=N

=M
g x f xt dt= ò K=Θέτουμε= xt u= I=οπότε= duxdt du dt

x
= Û =  και για=
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t M= έχουμε= u M= I=ενώ για= t N= έχουμε= u x= K=

Έτσι η συνάρτηση= g  γράφεται:= ( ) ( )
=x

=M

Ng x f u du
x

= ò  και το ζητούμενο όριο=

γίνεται==
( ) ( )

=x =xP P
=M =M

P Px M x M

Nx f u du x f u du xxlim lim
ημ x ημ x® ®

+ +
=

ò ò = = =

Επειδή η συνάρτηση== ( ) ( )
=x

=M
p x f u du= ò  είναι παραγωγίσιμηI=θα είναι και συνεχήςI=άρα=

( ) ( )
x M
lim p x p M M
®

= = K=Έτσι το ζητούμενο όριο είναι απροσδιόριστη μορφή== M
M

=K=

Επειδή= ( )( ) ( )( ) ( )
=x P O

=Mx M x M
lim f u du x lim f x Px f M N
® ®

¢
+ = + = =ò  και===

( ) ( )P O

x M x M
lim ημ x lim Pημ x συνx M
® ®

¢ ¢= × = I=με= OPημ x συνx M× > κοντά στο=MI==

οπότε=
( ) ( ) ( )( )

=x MP OM
O=M

P O Ox M Die x M x M x M

f u du x f x Px N
lim lim lim f x Px lim

ημ x Pημ xσυνx Pημ xσυνx® ® ® ®

+ +
= = + × = +¥ò =

 

γK Έχουμε== ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )O O Of x Ox Ox f x x f x x Ox f x x¢¢ + = × + Û + = × + Û =

( )( )
( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )

O
O O O O O

O

f x x
x ln f x x x ln f x x x c

f x x

¢+ ¢¢ ¢Û = Û + = Û + = +
+

=

Για== x M= βρίσκουμε= ( )( )O Oln f M M M c lnN c c M+ = + Û = Û = I==

άρα== ( )( ) ( ) ( )O OO O O x x Oln f x x x f x x e f x e x+ = Û + = Û = - =K=

=

δK Έχουμε== ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
=xHO= N= xHO= xHO= x

=x= x= N= N= N
h x f t dt f t dt f t dt f t dt f t dt= = + = -ò ò ò ò ò =

Επειδή η= f  είναι συνεχήςI=η= h  είναι παραγωγίσιμη με= ( ) ( ) ( ) ( ) ( )h x f x f x O f x O f x¢ = - + + = + - K=

Όμως= = ( ) ( )Oxf x Ox e N M¢ = - > I= για κάθε= x M> και= f συνεχήςI= άρα η= f είναι γνησίως αύξουσα στο=

[ )MI+¥ K=Συνεπώς για= ( ) ( )x x O f x f x O< + Þ < + I=άρα= ( )h x M¢ >  και= h συνεχήςI=άρα γνησίως αύξουσα=
στο=[ )MI+¥ K=Η ανίσωση τώρα γράφεται:=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
O O O

O O O

=x Ox P= 4= x Ox P= 4= x Ox P= 6

=x Ox N= 6= x Ox N= 6= x Ox N= 4
f t dt f t dt f t dt f t dt f t dt f t dtM

+ + + + + +

+ + + + + +
+ < < - Û < ÛÛò ò ò ò ò ò =

( )( ) ( ) ( ) ( )
O

O

= x Ox N O= 4HO O O

=x Ox N= 4
f t dt f t dt h x Ox N h 4 x Ox N 4 P x N

+ + +

+ +
Û < Û + + < Û + + < Û - < <ò ò K=

Επειδή όμως η= h  ορίζεται για= x M³ I=έχουμε τελικά==M x N£ < K 
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Θέμα 39οK==

αK Δίνεται η συνάρτηση= [ ]f : α,β ® ¡ I=παραγωγίσιμη στο=[ ]α,β  με= ( ) ( )f α f β¹ K=Να δείξετε ότι=:==

iK Υπάρχει= ( )ξ α,βÎ  τέτοιο ώστε= ( ) ( ) ( )f α β
f ξ

f
O

=
+

=

iiK Υπάρχουν= ( )N Oξ ,ξ α,βÎ  τέτοια ώστε=
( ) ( )

( )
( ) ( )N O

O β αN N
f ξ f ξ f β f α

-
+ =

¢ ¢ -
=

βK Δίνεται συνάρτηση= ( )f : MI+¥ ® ¡  με= ( ) e
f

x
x α xln= + æ ö

ç ÷
è ø

I= αÎ¡ I==η οποία έχει τοπικό ακρότατο το=

N
O

K=

iK Να δείξετε ότι= Nα
O

= - K=

iiK Για= Nα
O

= -  να δείξετε ότι η εξίσωση= ( )f x M=  έχει ακριβώς δύο ρίζες στο διάστημα= ( )MI+¥ =I=

μία στο= O

N
IN

e
æ ö
ç ÷
è ø

 και μία στο διάστημα= ( )ONIe =K 

Λύση 

αKiK Αφού= f= παραγωγίσιμη στο= [ ]α,β  άρα και συνεχής σε αυτό και= ( ) ( )f α f β¹  και χωρίς βλάβη της=

γενικότητας= ( ) ( )f α f β< K=Επίσης= ( ) ( ) ( ) ( )f α f β
α βf f

O
+

< < K=Σύμφωνα με το=θεώρημα Ενδιαμέσων Τιμών=

υπάρχει= ( )ξ α,βÎ  τέτοιο ώστε= ( ) ( ) ( )f α β
f ξ

f
O

=
+

=

=

iiK Εφαρμόζουμε το=Θεώρημα Μέσης Τιμής στα διαστήματα=[ ]α,ξ  και=[ ]ξ,β ==αντίστοιχαI=για την=fK==

· Στο διάστημα=[ ]α,ξ  ισχύουν προφανώς οι προϋποθέσεις του θεωρήματος άρα υπάρχει ένα=

( )Nξ α,ξÎ  τέτοιο ώστε== ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )N

f α f β

f ξ
f α f β f αf ξ f α O

ξ α ξ α 2 ξ α

+
- --

=¢ = =
- - -

=

· ΌμοιαI=στο διάστημα=[ ]ξ,β  υπάρχει ένα=

( )Oξ ξ,βÎ  τέτοιο ώστε==f΄(ξOFZ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )O

f α f β
f βf β f ξ f β f

f ξ
αO

β ξ β ξ 2 β ξ

+
-- -

=¢ =
- - -

= K=

Επομένως=
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )N O

O β αN N Oξ 2α 2β 2ξ
f ξ f ξ f β f α f β f α f β f α

-- -
+ = + =

¢ ¢ - - -
=



 Συλλογή  Λυμένων  Θεμάτων Μαθηματικών Κατεύθυνσης Γ’ Λυκείου 

Νίκος ΕK Καντιδάκης – Μαθηματικός mage 4M of 4O wwwKkantidakisKgr 

βKiK Η= ( ) e
f

x
x α xln= + æ ö

ç ÷
è ø

I= αÎ¡  είναι ορισμένη στο διάστημα= ( )MI+¥  και παραγωγίσιμη σ΄αυτό με==

( )
O

O O

e N e e x e eln ln Nex x x e
f x l

x x
x

n xæ ö æ ö æ ö æ ö æ ö- = + - = -ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø ø è

=
ø

¢
è

+ I= x M> K=

Αφού η= f= παρουσιάζει τοπικό ακρότατο υπάρχει ένα= Mx M>  εσωτερικό του= ( )MI+¥  που σύμφωνα με=

θεώρημα cermat==θα έχουμε== ( )Mf x M¢ =  και= ( )M
Nf x
O

= K==

· ( )
ln x΄ Ń N"D

M M
M M M

e e ef x M ln N M ln ln e e x N
x x x

-æ ö æ ö
¢ = Û - = Û = Û = Û =ç ÷ ç ÷

è ø è ø
=

· ( ) ( )M
N Nf x f N α N
O O

N Nln e α
O O

= Û = Û + = Û = -× =

=

iiK Εξετάζοντας την μονοτονία της=f==βρίσκουμε==

=

(ΟλικόF=μέγιστο το= ( )f N N
O

= K=Εφαρμόζοντας=θεώρημα Bolzano για την συνεχή=f=στα διαστήματα= O

N
IN

e
é ù
ê úë û

I=

ONIeé ùë û I=έχουμε:==

· ( )f N N M
O

= > = = =

· 
O

P
O O O O O O

e
N N N N N N P 6 eNf ln ln e M
e O e e O e O e Oe

æ ö
ç ÷ -æ ö = - + = - + = - + = <ç ÷ç ÷

è ø ç ÷
è ø

=

Δηλ= ( )O

N
f f N M

e
æ ö × <ç ÷
è ø

 άρα υπάρχει ένα τουλάχιστον= ON
N

INx
e

æ öÎç ÷
è ø

 τέτοιο ώστε= = ( )Nf x M=  και αφού= f =

γνησίως αύξουσα στο= ( )MIN (άρα και στο== O

N
IN

e
æ ö
ç ÷
è ø

F==η ρίζα= Nx  είναι μοναδική στο= ( )MIN K=

Επίσης= ( )O O O
O

N e N
f e e ln e M

O e O
æ ö= - + = - - <ç ÷
è ø

==και= ( )f N N M
O

= > =

Άρα= ( ) ( )Of e Mf N× < I=οπότε υπάρχει ένα τουλάχιστον= ( )O
Ox NIeÎ  τέτοιο ώστε= ( )Of x M=  και αφού η= f =

γνησίως φθίνουσα στο= ( )NI+¥ = ( )MIN (άρα και στο== ( )ONIe F==οπότε η ρίζα= Ox  είναι==μοναδική στο= ( )NI+¥ ==

Τελικά η= ( )f x M=  έχει ακριβώς=O=ρίζες στο διάστημα= ( )MI+¥ =K 
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Θέμα 4MοK==

Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς=z=I=w=I=οι οποίοι ικανοποιούν τις σχέσεις:=

· O

z N
i z i

α α
- = - ==EN)=

· ( ) Ow z i Ozi Oα M- - - = ==EO)=I=όπου= αÎ¡  και= M α N< ¹ ==

αK Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών=z=

βK Να αποδείξετε ότι οι εικόνες των μιγαδικών αριθμών=w =ανήκουν σε κύκλοI =του οποίου να βρείτε το=
κέντρο και την ακτίναK=

γK Να αποδείξετε ότι ο αριθμός= Oz wv
Oz w

-
=

+
 με= w Oz¹ - I=είναι φανταστικός=

δK Αν= N Oz Iz  είναι δυο μιγαδικοί αριθμοί με εικόνες αντίστοιχα στο επίπεδο τα σημεία Α,ΒI= οι οποίοι=
ικανοποιούν τη σχέση= EN) και= w =είναι ένας μιγαδικός αριθμός με εικόνα στο επίπεδο το σημείο Γ= I =ο=

οποίος ικανοποιεί τη σχέση=EO)I=τότε να αποδείξετε ότι:= ( )
( )
ΓΑN

P
P ΓΒ
£ £ ==

(ΕΜΕ 2MN2F 

 

Λύση 

αK Είναι:=

O OO O O
O

z N
i z i z α i α z i z α i α z i

α α
- = - Û - = - Û - = - Û ==

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )O O O O O Oz α i z α i α z i z i z α i z α i α z i z iÛ - - = - - Û - + = - + Û ==

O OO O 4 O O O O O O 4 O O O Ozz α zi α zi α i α zz α zi α zi α i z α i α z α iÛ + - - = + - - Û - = - Û ==

( ) ( )
0 α NO O O OO O 4 O O O Oz α z α α 1 α z N α α z α z α
< ¹

Û - = - Û - = - Û = Û = =E3)=

Άρα ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών αριθμών= z= είναι ο κύκλος με κέντρο το σημείο=
( )Ο MIM  και ακτίνα= ρ α= K==

=

βK Έχουμε:= ( ) ( )
( )O Pz i

O O Ozi Oαw z i Ozi Oα M w z i Ozi Oα w
z i

¹ +
- - - = Û - = + Û = Û

-
==

( )OOzi O z Oz z iOzi Ozz
w w w

z i z i z i
+ ++

Û = Û = Û =
- - -

==E4)=

Είναι= z i¹ I=γιατί αν= z i=  από τη σχέση=EO) προκύπτει= Oα N=  άτοποK=

Από τη σχέση=E4) έχουμε:=

( ) ( ) ( ) O z z iOz z i O z z iOz z i
w w w w

z i z i z i z i

× -+ × ++
= Û = Û = Û = Û

- - - -
=
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( )NO z z i
w w O z w Oα

z i
× -

Û = Û = Û =
-

==E5)=

Άρα οι εικόνες των μιγαδικών αριθμών=w=ανήκουν στον κύκλοI=ο οποίος έχει κέντρο το σημείο= ( )Ο MIM =
και ακτίνα= ρ 2α= ==

=

γK==Αρκεί να αποδείξουμε ότι= v v= - K==Από τις σχέσεις=E3) και=E5) έχουμε:=

· 
O

O O αz α zz α z
z

= Û = Û = ==

· 
O

O O O 4αw Oα w 4α ww 4α w
w

= Û = Û = Û = =

Είναι==
O O

O

O O
O

N Oα 4α 2αOOz w Oz w Oz w z wz wv
N Oα 4αOz w Oz wOz w 2αO
z wz w

æ ö-- ç ÷æ ö- - - è ø= = = = = =ç ÷
+ + æ ö+è ø ++ ç ÷

è ø

=

=

N O w Oz
w Oz Oz wz w zw vN O w Oz w Oz Oz w

z w zw

-
- - -

= = = = - = -+ + ++
K=Άρα ο αριθμός= Oz wv

Oz w
-

=
+

 είναι φανταστικός=

=

δK Είναι= ( ) NΓΑ w z= -  και= ( ) OΓΒ w z= - ==

Για τους μιγαδικούς αριθμούς= NwIz  από τριγωνική ανισότητα έχουμε:=

N N Nw z w z w z- £ + £ + ==E6)=

Αν στη σχέση=E6) θέσουμεI=όπου= Nz  το= Nz- ==έχουμε:=

( )
N Nz z

N N N N N Nw z w z w z w z w z w z
= -

- - £ + - £ + - Û - £ - £ + Û =

( )NOα α w z Oα α α ΓΑ 3αÛ - £ - £ + Û £ £ ==ET)=

Ομοίως για τους μιγαδικούς αριθμούς= OwIz ==έχουμε:=

( )Oα w z Pα α ΓΒ 3α£ - £ Û £ £ I=οπότε=
( )

N N N
Pα ΓΒ α

£ £ ==E8F=

Πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη τις σχέσεις=ET) και=E8) έχουμε:= ( )
( )

( )
( )

ΓΑ ΓΑα 3α N
P

3α ΓΒ α 3 ΓΒ
£ £ Û £ £ =


