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ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  11  
=
Το βάρος=NM=μαθητών σε κιλά είναι=:==
= = ROI=RMI=RTI=ROI=SNI=RMI=RMI=ROI=RTI=RM=
===========Να υπολογίσετε=:=
= == α=F=τη μέση τιμή= β=F=τη διάμεσο= γ=F=το εύρος= =
=
ΛΥΣΗ 
Θα κάνω πίνακα συχνοτήτωνK=Υπενθυμίζουμε ότι κάθε πίνακας συχνοτήτων=
παριστάνει τα δεδομένα σε αύξουσα σειράK=Το βάρος των μαθητών στην=
άσκηση είναι μια διακριτή μεταβλητήK=Οι τιμές της είναι οι=:=χN=Z=RM=I=χO=Z=RO=I=
χP=Z=RT=και χ4=Z=SNK=
=

α )=
n

nå
=

×
=

4

1i
iix

x Z= 1I53
1M
531

= κιλά=

=
β ) Το μέγεθος του δείγματος είναι=NMI=άρτιοI=
οπότε η διάμεσος είναι το ημιάθροισμα==της=
Rης και της=Sης τιμής=E=αφού πρώτα έχουν=
τοποθετηθεί σε αύξουσα σειρά=FK=

Άρα δ=Z= 5O
O

5O5O
=

+  κιλάK=

γ )==Το εύρος συμβολίζεται με=o=και είναι η διαφορά της μεγαλύτερης τιμής του=
δείγματος από την μικρότερη τιμήK=Δηλαδή=:=o=Z=SN=–=RM=Z=NN=κιλάK=
=
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=
Τα δέκα τμήματα της Α΄ Λυκείου ενός σχολείου της ΑττικήςI==έχουν το εξής=
πλήθος μαθητών=:==
= = = PMI=OSI=OOI=PMI=O8I=PSI=O8I=OPI=ORI=PO=
 Να βρείτε=:==
==α=F=τη μέση τιμή====β=F=τη διάμεσο===γ=F=το εύρος====δ=F=την επικρατούσα τιμήK=   
 

ΛΥΣΗ 
Θα κάνω πίνακα συχνοτήτωνK=Το πλήθος των μαθητών είναι μια διακριτή=
μεταβλητήK=Οι τιμές της είναι=:=χN=Z=OO=I=χO=Z=OPI=χP=Z=ORI=χ4=Z=OSI=χR=Z=O8=I==
χS=Z=PMI=χT=Z=PO=I=χ8=Z=PSK==

Τιμές=
χι=

Συχνότητες=
νι=

χι·νι=

RM= 4= OMM=

RO= P= NRS=

RT= O= NN4=

SN= N= SN=

Σύνολο= NM= RPN=
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α )=
n

nå
=

×
=

8

1i
iix

x =Z= O8
1M
O8M

=  μαθητέςI=

=

β ) δ=Z= O8
O

O8O8
=

+  μαθητέςI=το δείγμα είναι=

άρτιο άρα είναι το ημιάθροισμα των δυο=
μεσαίων τιμώνK=
=
γ )==o=Z=μεγαλύτερη τιμή=–=μικρότερη τιμή=Z====

==========ZPS=–=OO=Z=N4=μαθητέςK=
 
δ ) Επικρατούσα είναι η τιμή με την μεγαλύτερη=

συχνότηταI=συμβολίζεται με ΜMI=εδώ έχουμε δυο επικρατούσες τιμέςI=τις=O8=
και=PM=και η μεταβλητή ονομάζεται δικόρυφηK=
Άρα ΜM=Z=O8=και=PM=
=

 
ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  33  
=

Οι ημερήσιες θερμοκρασίες που παρατηρήθηκαν στην Φλώρινα σε=NM=
διαδοχικές μέρες ήταν=:=
= = NRI=NRI=NSI=N8I=N8I=NSI=NTI=N8I=NTI=OM=
Να υπολογιστούν=:==
= = α=F=η μέση τιμή= β=F=τη διάμεσο== γ=F=το εύρος=
= = δ=F=τη διασπορά ε=F=την επικρατούσα τιμήK=
ΛΥΣΗ=

Οι θερμοκρασίες της άσκησης είναι μια διακριτή μεταβλητή με τιμές=:=
χN=Z=NR=I=χO=Z=NS=I=χP=Z=NT=I=χ4=Z=N8=I=χR=Z=OMK=Θα κάνω πίνακα συχνοτήτωνK=

α )=
n

nå
=

×
=

5

1i
iix

x =Z 1T
1M

1TM
= ==

=
β ) Το μέγεθος του=
δείγματος είναι άρτιοI=άρα==

δ=Z= 1T
O

1T1T
=

+ =

γ ) o=Z=OM=–=NR=Z=S=

Τιμές=
χι=

Συχνότητες=
νι=

χι=·=νι=

OO= N= OO=

OP= N= OP=

OR= N= OR=

OS= N= OS=

O8= O= RS=

PM= O= SM=

PO= N= PO=

PS= N= PS=

Σύνολο= NM= O8M=

Τιμές=
χι=

Συχνότητες=
νι=

χι=·=νι= E x -χιFO= νι·E x -χιFO=

NR= O= PM= 4= 8=

NS= O= PO= N= O=

NT= O= P4= M= M=

N8= P= R4= N= P=

OM= N= OM= V= V=

Σύνολά= NM= NTM= = OO=
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ε ) ΜM=Z=N8=I=με συχνότητα=PK 
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Ο πίνακας παρουσιάζει των αριθμό των παιδιών που έχουν οι οικογένειες=
μιας πολυκατοικίας της ΚυψέληςK=

Αριθμός=
Παιδιών=

ix =
M= N= O= P= 4= R=

Οικογένειες== in = N= T= NN= 4= N= N=

=
= Να υπολογίσετε=:=
= = α=F=τη μέση τιμή= β=F=τη διάμεσο= = γ=F=το εύρος=
= = δ=F=την τυπική απόκλιση= = ε=F=τον συντK=μεταβλητότητας=
=
ΛΥΣΗ 
Ο αριθμός των παιδιών είναι μια διακριτή μεταβλητήK=Για να υπολογίσω τα=
ερωτήματα της άσκησης θα κάνω πίνακα συχνοτήτωνK=
=

α )=
n

nå
=

×
=

6

1i
iix

x =Z= O
O5
5M

=  παιδιά=

=
β ) Το μέγεθος του δείγματος είναι=
περιττόI=συνεπώς η διάμεσος είναι=
η μεσαία τιμήK=Άρα δ=Z=NPη τιμή=Z=O=
=
γ )=o=Z=R=–=M=Z=R=παιδιά=

=

δ )=s=Z=
n

å
=

-×
6

1

O)E
i

ii xxv
Z

5
O8

O5
O8

=  παιδιά=

=

χι= νι= χι=·=νι= E x -χιFO= νι=·=E x -χιFO=

M= N= M= 4= 4=

N= T= T= N= T=

O= NN= OO= M= M=

P= 4= NO= N= 4=

4= N= 4= 4= 4=

R= N= R= V= V=

Σύνολα= OR= RM= NV= O8=
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=
×

=
×

=
×

===
x
s I==

====Αν μας ρωτούσανε να εξετάσουμε αν το δείγμα είναι ομοιογενές= I =τότε θα===
έπρεπε να κάνουμε τα εξής=Eχωρίς υπολογιστή τσέπης βέβαια=F==

=====Η ρίζα του=T=είναι ένας αριθμός μεταξύ του=O=και του=PI=δηλαδή=:=

O=Y= 6IM
5
T4IM

5
3

5
T

5
O3T <<Þ<<Þ< =Þ =

======= B6MB4M6IM4IM <<Þ<<Þ CsCs =I=άρα το δείγμα δεν είναι=
ομοιογενέςK=
=
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Ο πίνακας παρουσιάζει τις ηλικίες των υπαλλήλων ενός εργοστασίου:==

Ηλικία=x=-=F=
Υπάλληλοι=

in =

OM-PM= R=

PM-4M= N4=

4M-RM= NN=

RM-SM= 8=

SM-TM= O=

=========
Να υπολογίσετε=:=== α=F=τη μέση τιμή=======β=F=την τυπική απόκλιση====

==γ=F=τον συντK=μεταβλητότητας=
=
ΛΥΣΗ 
Εδώ έχουμε μια συνεχή μεταβλητήK=Ο πίνακας συχνοτήτων είναι ο παρακάτω:=

=
=
=
=
=
=
=
=
=

x=-=F=
Συχνότητες=

νι=
Κέντρα=

Οι=
νι=·Οι= E x -ΟιFO= νι=·=E x -ΟιFO=

OM-PM= R= OR= NOR= O8V= N44R=

PM-4M= N4= PR= 4VM= 4V= S8S=

4M-RM= NN= 4R= 4VR= V= VV=

RM-SM= 8= RR= 44M= NSV= NPRO=

SM-TM= O= SR= NPM= ROV= NMR8=

Αθροίσματα= 4M= = NS8M= = 4S4M=
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x Z= 4O
4M

168M
=  χρόνωνI=

=

β )=s=Z= O9OO94O9OO116
4M

464M
)E

5

1

O

×=×=××===
O-×å

=

n
i

ii xv
 χρόνια=

=

γ )=CsZ
x
s =Z=

O1
O9

4O
O9O

= I=αν μας ρωτούσανε να εξετάσουμε αν το δείγμα=

είναι ομοιογενέςI=τότε θα κάναμε τα εξής==:=

Ο αριθμός= O9  βρίσκεται μεταξύ του=R=και του=S=I=άρα=:==
===

= R=Y= O9 =Y=S BO8BO3O8IM
O1
O9O3IM

O1
6

O1
O9

O1
5

<<Þ<<Þ<<Þ Cs =

Άρα το δείγμα δεν είναι ομοιογενέςK=
=
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=
Ένα δείγμα τριών παρατηρήσεων έχει διάμεσο=NPI=εύρος=V==και μέση τιμή=N4K=
Να βρεθούν οι τρεις αυτές παρατηρήσειςK=
=
ΛΥΣΗ=

Έστω ότι οι τρεις παρατηρήσεις σε αύξουσα σειρά είναι οι εξής=:=χN=I=χO=I=χP=K==
Επειδή η διάμεσος είναι=NP=I=θα είναι η μεσαία τιμή=I=δηλαδή==χO=Z=NPK=
Επειδή=o=Z=V=Þ  χP=–=χN=Z=V==Eσχέση=NF=

Εφόσον= x =Z=N4=Þ = Þ=
++

Þ=
++

14
3

13
14

3
313O1 xxxxx χN=H=χP=HNP=Z=4O=Þ =

χN=H=χP=Z=4O-NP=Z=OV=Eσχέση=OF=
=
Από την σχέση=N=και=O=προκύπτει ένα σύστημα δυο εξισώσεων με δυο=
αγνώστους και λύνετε με πρόσθεση των δυο εξισώσεων κατά μέληK=

1938O
O9

9
33

31

31 =Þ=Þ
î
í
ì

=+
=+-

xx
xx

xx
I=και το χN υπολογίζεται από την πρώτη==

σχέση χNZ=NV=–=V=Z=NMI=άρα οι παρατηρήσεις είναι οι=:=NM=I=NPI=NV=
=
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ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  77  
=
Οκτώ διαδοχικοί περιττοί αριθμοί έχουν μέση τιμή=NS=K=Να βρεθούν οι αριθμοί=
αυτοί καθώς και η διάμεσος τους=K=
     
 
ΛΥΣΗ=
Έστω ότι οι=8=διαδοχικοί περιττοί είναι οι=:==
=
χN=Z=κ=IχO=Z=κHO=IχP=Z=κH4I=χ4=Z=κHS=I=χR=Z=κH8=IχS=Z=κ=HNM=IχT=Z=κHNO=Iχ8=Z=κHN4=
=

Τότε=:= Þ
++++

=Þ
++

=
8

)14KKKKKKE)OE16
8

KKKKK 8O1 kkkxxxx NS=·8=Z=8κHRSÞ =

 
NO8=Z=8κHRS=Þ =TO=Z=8κ=Þ  κ=Z=VK=
=
Άρα οι ζητούμενοι αριθμοί είναι οι=:=V=I=NNI=NPI=NRI=NTI=NVI=ONI=OP=
=
=
ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  88  
  
 
Η μέση τιμή και η διάμεσος επτά αριθμών είναι=8K=Οι πέντε από αυτούς είναι=:=
=
= = = = OI=RI=NMI=NNI=N4K==
=
Να βρεθούν οι άλλοι δυοK=    
=
=
ΛΥΣΗ=

Το δείγμα είναι μεγέθους=TK=Η διάμεσος είναι=8=I=όμως η διάμεσος είναι η=
μεσαία παρατήρησηK=Η μεσαία τιμή από τις επτά είναι η=4η=K=Άρα οι αριθμοί σε=
αύξουσα σειρά είναι οι=:=O=I=RI=k=I=8=I=NM=I=NNI=N4=K=Ονομάζω την τιμή που λείπει=
κ=K=Αυτή θα είναι μια από τις τρεις πρώτεςK=Γνωρίζουμε ότι= x =Z=8=I=άρα έχουμε:=

x =Z=8=Þ = 8
T

14111M85O
=

++++++ k =Þ =RM=H=κ=Z=RS=Þ  κ=Z=SK=

Οι ζητούμενοι αριθμοί είναι οι=:=OI=RI=SI=8I=NMI=NNI=N4K=
=

ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  99  
=
Σε ένα δείγμα μεγέθους=OM=οι τιμές μιας μεταβλητής είναι=PI=4I=RI=TI=8I=ψK=Η=
τιμή ψ είναι διαφορετική από τις άλλες και δεν είναι μικρότερηK=Επίσης έχουμε=
τον πίνακα=:=
=
=
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ix = P= 4= R= T= 8= Ψ=

in = O= R= O= 4= ;= ;=

= =
α=F= = αν το εύρος είναι=S=να βρεθεί ο ψI=

= β=F= να βρεθούν οι συχνότητες των τιμών=8=και ψ αν υπάρχουν δυο=
επικρατούσες τιμέςI=
= γ=F= να βρεθεί η διάμεσοςK=
=
ΛΥΣΗ=

=
α=F=o=Z=ψ=–=P=Þ =S=Z=ψ=-P=Þ  ψ=Z=V=I=
=
β=F=Ονομάζω την συχνότητα του=8=νR και την συχνότητα του=V=νSK==
=
=====νN+νO+νP+ν4+νR+νS=Z=OM=Þ =OHRHOH4HνRH=νS=Z=OM=Þ  νR=H=νS=Z=TK=
=
=====Όμως υπάρχουν δυο επικρατούσες τιμέςK=Άρα μια εκ των νR=I=νS είναι=R=και====

η άλλη είναι=OK=Συνεπώς=:=E=νR=Z=R=I=νS=ZO=F==ή===E=νR=Z=O=I=νS=Z=R=F=
=
γ=F=Το μέγεθος του δείγματος είναι=OM=I=άρα η διάμεσος είναι το ημιάθροισμα=

της=NMης και της=NNης τιμής=K=Οι δυο περιπτώσεις του=EβF==ερωτήματος δεν=
μας επηρεάζουνI==διότι και η=NMη και η=NNη τιμή είναι το=TK=

=

=====Οπότε=:=δ=Z= T
O

TT
=

+ K=

=
=
ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  1100  
=
Η μέση ηλικία=NS=αγοριών και=NO=κοριτσιών μιας τάξης είναι=NRIO=χρόνιαK=Εάν=
η μέση ηλικία των κοριτσιών είναι=N4I8=χρόνια=I=να βρείτε τη μέση ηλικία των=
αγοριώνK=
=
=
ΛΥΣΗ=

Έστω===
444 3444 21 163O1 KIKKKKKKKKKII xxxx ===I======

44 344 21 O8181T IKKKKKKKKI xxx K=Ζητάμε να βρούμε το κλάσμα=:=

= ==ηλικίες αγοριών===========ηλικίες κοριτσιών=
=

16
KKKKKKK

16
16O1

16

1 xxx
x

x i
i ++
==

å
=

A I=αρκεί να βρω τον αριθμητήI=δηλαδή το άθροισμα=

των=NS=ηλικιώνK=
=

Γνωρίζω ότι=:= O8181T
O8181T

O8

1T KKKK1O8I14
1O

KKKKK
8I14

1O
xxxxxx

x
x i

i

++=×Þ
++

=Þ=
å
=

B =
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Και επίσης=:==
=

x =Z= )KKKE)KKKEO8OI15
O8

)KKKKE)KKKKE
O81T16O1

O81T16O1 xxxxxxxxxx
++++=×Þ

++++ =Þ =

=
4ORIS=Z=EχN+χOH…KχNSF=H=E=χNT+χN8H…χO8F=Þ =4ORIS=–=N4I8·NO=Z=χN+χOH…KχNS==
=
Þ =O48=Z=χN+χOH…KχNS==I=οπότε==ο ζητούμενος μέσος όρος είναι=:=
=

16
KKKKKKK

16
16O1

16

1 xxx
x

x i
i ++
==

å
=

A =Z= 5I15
16
O48

=  χρόνιαK=

=
=
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Δίνεται η συνάρτηση=:==

= = = fExF=Z=
î
í
ì

<-
-³+
OIO6
OI1

O

O

xa
xxa

=

=
Να υπολογιστούν=:=α=F=

+-® O
lim

x
=fExF= = ==========β=F=

--® O
lim

x
=fExF=

=
= = ==========γ=F=ο αριθμός α ώστε να υπάρχει το όριο στο χM=Z=-OK=
=
ΛΥΣΗ=

=
α=F=

+-® O
lim

x
fExF=Z=

+-® O
lim

x
(αO·χHNF=Z=-O·αO=HN=

=
β=F=

--® O
lim

x
fExF=Z=

--® O
lim

x
(αO-OS=F=Z=αO=-OS=

=
γ=F=Για να υπάρχει το όριο στο χM=Z=-O=I=πρέπει να ισχύει=:=

+-® O
lim

x
fExF=Z=

--® O
lim

x
fExF==

=
Έχουμε=:=-O=αO=HN=Z=αO=-OS=Þ =OT=Z=P·αO=Þ =V=Z=αO=Þ  α=Z= 9± =Þ  α=Z=± =P=
=
=
ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  1122  
=

Δίνεται η συνάρτηση=:== fExF=Z=
î
í
ì

<-+
>+

OIO
OI3

O xax
xax

=

=
Να υπολογιστούν=:=α=F=fENF=I=fEMF= = β=F=

+®O
lim
x

fExF=I=
-®O

lim
x

fExF=

=
= = ==========γ=F=τον αριθμό α ώστε να ισχύει=:=

O
lim
®x

fExF=Z=4=
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ΛΥΣΗ=

=
α=F=fENF=Z=NHαO-O=Z=-NH=αO= = = =I= = fEMF=Z=MHαO-O=Z=-O=HαO=
=
β=F=

+®O
lim
x

fExF=Z=
+®O

lim
x

EPχ+αF=Z=P·OHα=Z=S=H=α=

=
=====

-®O
lim
x

fExF=Z=
-®O

lim
x

(χ+αO-OF=Z=OHαO-OZ=αO=

=
γ=F=Για να υπάρχει το όριο=

O
lim
®x

fExF=και να είναι ίσο με=4=πρέπει να ισχύει=:==

=
=

-®O
lim
x

fExF=Z=
+®O

lim
x

fExF=Z=4I=άρα από το=EβF=ερώτημα ισχύει=:==

=
=

-®O
lim
x

fExF=Z=4Þ = = = =
+®O

lim
x

fExF=Z=4=Þ = = =

=
=  αO=Z=4====Þ = = = = = S=H=α=Z=4=Þ =
=
===========α=Z=± =O= = = = = α=Z=-O=
=
====Για ισχύει=

-®O
lim
x

fExF=Z=
+®O

lim
x

fExF=Z=4=η ζητούμενη τιμή είναι=:=α=Z=-O=I=γιατί για==

====α=ZO==το=
+®O

lim
x

fExF=δεν είναι ίσο με=4=αλλά με=8K==

= ================
=
ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  1133  
=

Δίνεται η συνάρτηση=:= fExF=Z=
î
í
ì

-£--
->++
1IO43
1I4OO

xxa
xax

b
b

I=

=
Να υπολογιστούν=:=α=F=fE-NF== β=F=

--® 1
lim

x
=fExF=I=

+-® 1
lim

x
=fExF=

= = ==========γ=F=τις τιμές των α=I=β για τις οποίες ισχύει=:=
1

lim
-®x

fExF=Z=NMK=

=
ΛΥΣΗ=
α=F=fE-NF=Z=Pα=–=4β=·E-NF=-O=Z=Pα=H4β=–=O=
=
β=F=

--® 1
lim

x
fExF=Z=

--® 1
lim

x
EPα-4βχ-OF=Z=Pα=H4β=–=O=

=
=====

+-® 1
lim

x
fExF=Z=

+-® 1
lim

x
(αχOHOβH4F=Z=α·E-NFOHOβH4=Z=αHOβH4=

=
γ=F=Για να είναι=:=

1
lim

-®x
fExF=Z=NM=Þ

--® 1
lim

x
fExF=Z=NM=και=

+-® 1
lim

x
fExF=Z=NMI=θα προκύψει=

το παρακάτω σύστημα δυο εξισώσεων με δυο αγνώστουςI==
=
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=

ïî

ï
í
ì

î
í
ì

î
í
ì

=Þ
-=--

=+
Þ

=+
=+

Þ
=++
=-+

M
1O4O

1O43
6O
1O43

1M4O
1MO43

a
a
a

a
a

a
a

b
b

b
b

b
b

=I=το β θα==

=
προκύψει αντικαθιστώντας σε μια από τις αρχικές εξισώσειςK=Αντικαθιστώντας=
στην πρώτη βρίσκουμε=:=P·MH4βZNO=Þ =4β=Z=NOÞ  β=Z=PK==
==
==
==
ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  1144  
=
Να υπολογιστούν τα όρια=:==
=

= ι=F=
63
4lim O

4

O -
-

® x
x

x
== ιι=F=

O5)6E
OT)4Elim O

3

1 -+
-+

-® x
x

x
 ιιι=F=

1
lim

-®x 1

O

+
+

x
xx =

=

= ινF=
1

lim
®x 1

99O3

-
+--

x
xxx =

=
ΛΥΣΗ=

=

ι ) Η συνάρτηση=fExF=Z=
63
4

O

4

-
-

x
x I=ορίζεται για όλα τα χ για τα οποία ισχύει=:==

=
====PχO-S¹ M=Þ =PχO= ¹ S=Þ  χO= ¹ =O=Þ  χ=¹ = O± K=
=

=
63
4lim O

4

O -
-

® x
x

x
=Z=

M
M

6)OE3
4)OE

O

4

=
-×
- I=θα κάνουμε παραγοντοποίηση σε αριθμητή==

=
και παρανομαστή για να διώξουμε την απροσδιοριστίαI=έχουμε=:==
=

63
4lim O

4

O -
-

® x
x

x
=Z= =

+
=

+
=

-
+×-

=
-
-

®®® 3
O)OE

3
Olim

)OE3
)OE)OElim

)OE3
O)Elim

OO

OO

OO

OO

OOO

O

x
x

xx
x

x
xxx

=

=

=Z=
3
4 K=

=

ιι ) Η συνάρτηση=fExF=Z=
O5)6E
OT)4E

O

3

-+
-+

x
x  ορίζεται για όλα τα χ για τα οποία ισχύει=:=

= χ¹ =-N=
====EχHSFO=-OR=¹ =M=Þ =EχHSFO=¹ =OR=Þ  χHS= ¹ =± R=Þ  χ=¹ =-S± R=
  χ¹ =-NN=
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O5)6E
OT)4Elim O

3

1 -+
-+

-® x
x

x
=Z=……KKZ=

M
M I=θα κάνω παραγοντοποίηση χρησιμοποιώντας==

=
τις ταυτότητες=:=αO=–=βO=Z=Eα-βF·Eα+βF==και αP=–=βP=Z=Eα-βF=·EαO+αβ+βO=F=
=

O5)6E
OT)4Elim O

3

1 -+
-+

-® x
x

x
=Z= =

++×-+
++++×-+

=
-+
-+

-®-® )56E)56E
]3)4E3)4xE)34Elim

5)6E
3)4Elim

OO

1OO

33

1 xx
xxx

x
x

xx
==

  

1M
OT

1M
333

11
3)4E3)4Elim

)11E)1E
]3)4E3)4xE)1Elim

OOOOO

1

OO

1
=

++
=

+
++++

=
+×+

++++×+
-®-® x

xx
xx

xxx
xx

=

ιιι ) Η συνάρτηση==:=fExF=Z=
1

O

+
+

x
xx =I=ορίζεται όταν=:=χHN=¹ =M=Þ  χ==¹ =-N=

=

1
lim

-®x 1

O

+
+

x
xx =Z=……KZ=

M
M I=θα κάνω παραγοντοποίηση στον αριθμητή=I==

=

1
lim

-®x 1

O

+
+

x
xx =Z=

1
lim

-®x
=

+
+
1

)1E
x
xx

1
lim

-®x
χ=Z=-N=

=
=

ιν ) Η συνάρτηση=fExF=Z=
1

99O3

-
+--

x
xxx I=ορίζεται όταν=:=χ-N=¹ =M=Þ  χ=¹ =N=

=

1
lim
®x 1

99O3

-
+--

x
xxx =Z=……KKZ=

M
M I=θα κάνω παραγοντοποίηση στον αριθμητή==

=
κατά ομάδες=I=έχουμε=:==
=

1
lim
®x 1

99O3

-
+--

x
xxx =Z=

1
lim
®x

=
-

--
=

-
---

® 1
)9)E1Elim

1
)1E9)1E O

1

O

x
xx

x
xxx

x 1
lim
®x

(χO-VF=Z=-8  

  
  
ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  1155  
=
Ομοίως τα παρακάτω όρια=:=
=

= ι=F=
x

x
x -

-
® 16

4lim
16

= = ιι=F=
9

O1lim O3 -
-+

® x
x

x
 ιιι=F=

O
lim
®x O

35O

-
-+

x
x =

=
ΛΥΣΗ=

ι ) Η συνάρτηση=fExF=Z=
x

x
-
-

16
4 I=ορίζεται όταν=:=

î
í
ì

î
í
ì

³
¹

Þ
³
¹-

M
16

M
M16

x
x

x
x

=
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x
x

x -
-

® 16
4lim

16
=Z=……Z=

M
M I=θα πολλαπλασιάσω και θα διαιρέσω με την συζυγή==

=
παράσταση του αριθμητή δηλαδή την παράσταση=:= 4+x K==
=

x
x

x -
-

® 16
4lim

16
=Z=

)4)E16E
16lim

)4)E16E
4)Elim

)4)E16E
)4)E4Elim

16

OO

1616 +--
-

=
+-

-
=

+-
+-

®®® xx
x

xx
x

xx
xx

xxx
=

=
=

Z=
8
1

416
1

)4E
1lim

16
-=

+
-=

+-® xx
=

=
=
ιι ) Η συνάρτηση της οποίας μας ζητούν να υπολογίσουμε το όριο ορίζεται==
=

όταν=:=
ïî

ï
í
ì

î
í
ì

î
í
ì

±¹
-³

Þ
¹
-³

Þ
¹-
³+

3
1

9
1

M9
M1

OO x
x

x
x

x
x

=

=

9
O1lim O3 -

-+
® x

x
x

Z=……KZ=
M
M I=θα πολλαπλασιάσω και θα διαιρέσω με την==

=
παράσταση=:= O1 ++x I=έχουμε=:==
=

9
O1lim O3 -

-+
® x

x
x

=Z= =
+++-

-+
=

+++-
++-+

®® )O1)E3)E3E
4)1Elim

)O1)E3)E3E
)O1)EO1Elim

O

33 xxx
x

xxx
xx

xx
=

=

Z=
O4
1

)O13)E33E
1

)O1)E3E
1lim

)O1)E3)E3E
41lim

33
=

+++
=

+++
=

+++-
-+

®® xxxxx
x

xx
=

=

ιιι ) Η συνάρτηση=:=fExF=Z=
O

35O

-
-+

x
x I=ορίζεται όταν=:=

ï
î

ï
í

ì

î
í
ì

¹
³

Þ
¹-

³
³+

O
M

MO
M

M5O

x
x

x
x

x
=

=

O
lim
®x O

35O

-
-+

x
x =Z=……KKZ=

M
M I=εδώ έχω δυο συζυγείς παραστάσειςI=θα==

=
πολλαπλασιάσω και θα διαιρέσω με τις=:= 35IO O +++ xx K=
=
=

O
lim
®x O

35O

-
-+

x
x =Z=

O
lim
®x

==
+++-

+++-+ KKKKKKKK
)35)EO)EOE

)O)E35)E35E
O

OO

xxx

xxx
3
O =

=
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ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  1166  
=

Δίνεται η=fExF=Z=
ïî

ï
í
ì

=

¹
-

+-

OI

OI
O

65O

xa

x
x

xx
K=Να υπολογιστούν=:==

=
= α=F=fENF=I=fEMF== β=F=η τιμή του α ώστε η=fExF=να είναι συνεχής στο=OK=
=
 
ΛΥΣΗ=
=

α=F=fENF=Z= O
1

O
1

651
O1

6151O

-=
-

=
-
+-

=
-

+×- I===fEMF=Z= 3
O

6
OM

6M5MO

-=
-

=
-

+×- =

=
β=F=Για να είναι συνεχής η=fExF=στο χMZ=O=I=πρέπει να ισχύει η σχέση=:==
=
= =

O
lim
®x

=fExF=Z=fEOF======ENF=

=
=====Θα υπολογίσω πρώτα το=fEOF=και κατόπιν το=

O
lim
®x

=fExFK=Για να υπολογίσω==

=
αυτό το όριο δεν θα πάρω πλευρικάI=γιατί η=fExF=δεν αλλάζει τύπο δεξιά και==
=
αριστερά του=OK=  

  

        fEOF=Z=αI=======
O

lim
®x

=fExF=Z=
O

lim
®x M

MKKKKKK
O

65O

==
-

+-
x

xx =I=θα κάνω=======

=
παραγοντοποίηση στον αριθμητήK=Ο αριθμητής είναι τριώνυμοK=Θα πρέπει=
να βρω τις ρίζες τουI=κατά τα γνωστάK==
=

O
lim
®x

=
-

--
=

-
+-

® O
)3)EOElim

O
65

O

O

x
xx

x
xx

x
=

O
lim
®x

(χ-PF=Z=-N=

=
=====Συνεπώς α=Z=-NI=από σχέση=ENF=K=
=
  
ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  1177  
=

Να εξετάσετε αν η=fExF=Z=
ïî

ï
í
ì

=

¹
-
--

OI5

OI
O

OO

x

x
x

xx
I=είναι συνεχής σε όλο το πεδίο=

ορισμού τηςK=
=
=
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ΛΥΣΗ 
Το πεδίο ορισμού της=fExF=είναι το=Â K=

=
Για όλα τα χ=¹ =O=η=fExF=είναι συνεχής ως ρητή συνάρτησηK=Θα εξετάσω αν==
=
είναι συνεχής στο=OI==
=
Για να είναι συνεχής η=fExF=στο χM=Z=O=I=θα πρέπει να ισχύει:===
=
fEOF=Z=RI=για να είναι λοιπόν συνεχής θα πρέπει και το όριο να βγει=RI=είναι=:=
=
=

O
lim
®x

=fExF=Z=
O

lim
®x M

MKKKK
O

OO

==
-
--

x
xx I=θα το υπολογίσω όπως στην προηγούμενη=

άσκησηK=
=

O
lim
®x

=fExF=Z=
O

lim
®x

=
-

+-
=

-
--

® O
)1)EOElim

O
O

O

O

x
xx

x
xx

x
=

O
lim
®x

(χHNF=Z=PK=

=
Συνεπώς η=fExF=όχι συνεχής στο χM=Z=OK=
=
=
ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  1188  
=
Να παραγωγίσετε τις παρακάτω συναρτήσεις=:==
=

α )=fNExF=Z=χR=–χP=Hχ= β )=fOExF=Z= x +συνχ== γ )=fPExFZ=Eχ-NF=K· x ====
=

δ )=f4ExFZ=Eχ-NF=· Ox = ε )=fRExFZ= O

ln
x

x ==I=χ=[=M= στ )=fSExF=Z=EOχHPFR=

=

ζ )=fTExF=Z=ημOχ= = η )=f8ExF=Z= xe3 == = θ )=fVExF=Z= 5ln1
+-

x
x =

=
ΛΥΣΗ 
 

α )=f=N΄=ExF=Z=EχR)΄=-=EχP)΄=H=Eχ)΄Z==R·χ4-=P·χOHN ==
=

β )=f=O΄=ExF=Z=E x )΄=H=Eσυνχ)΄=Z=
xO

1 =-=ημχ=

=

γ )=f=P ΄=ExF=Z=Eχ-NF΄=· x =H=Eχ-NF=·E x )΄=Z= x =H=Eχ-NF=·
xO

1 =

=

O
lim
®x

=fExF=Z=fEOF=
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δ )=f=4΄=ExFZ=Eχ-NF΄=·χO=H=Eχ-NF=·EχO)΄=Z=χO=H=Eχ-NF=·Oχ=Z=χO=H=OχO=–=Oχ=Z=PχO=-Oχ=
=

ε )=f=R΄=ExF=Z= 3444

O

x
xlnO1

x
)xlnO1Ex

x
xlnxOx

x

xlnxOx
x
1

-
=

-
=

×-
=

×-×
===I=χ=[=M=

=
=
στ )=f=S΄=ExF=Z=xEOχHPFR=]=΄=Z=R·EOχHPF4=·EOχHPF΄=Z=R·EOχHPF4=·O=Z=NM·EOχHPF4=
=
=
ζ )=f=T΄=ExF=Z=EημOχF=΄=Z=O=·ημχ=·Eημχ)΄=Z=O=·ημχ=·συνχ=
=
=
η )=f=8΄=ExF=Z=E xe3 )΄=Z= xe3 ·EPχ)΄=Z=P· xe3 =
=
=

θ )=f=V΄=ExF=Z=E 5ln1
+-

x
x =F=΄=Z=

xO
1 =-=Eχ-N)΄==Z=

xO
1 =-=E-NF=·χ-O=Z=

xO
1 =H= Ox

1 ==

=
=

ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  1199  
  
Για τις συναρτήσεις=:=fExF=Z=χ O =· xe HO=·ημ=xI= gExF=Z=O=·=χ O H Oln ax - I=
= =

α ) βρείτε τις παραγώγους=:=f΄ExFI=f΄΄ExFI=g΄ExFI=g΄΄ExFI==
= β ) υπολογίστε τους αριθμούς=:==f΄EMFI=g΄ENFK=
=
  
ΛΥΣΗ 

α )=f=΄=ExF==Z=Oχ· xe =H=χO· xe =H=O·συνχ=I=====g΄ExF=Z=4χ=H=
x
1 =

=====f=΄΄=ExFZ=EOχ· xe )΄=H=EχO· xe )΄=H=EO·συνχ)΄===Z==

===============Z=O=·= xe =H=Oχ=·= xe ==H=Oχ=·= xe =H=χO=·= xe =-=O=·ημχ=

=====g΄΄ExF=Z=4=H=Eχ-N)΄=Z=4=- Ox
1 =

β )=f=΄=EMF=Z=O·M·eM=H=M·=eM=H=O=·συνM=Z=O====E=Θυμίζουμε=:=eM=Z=N=I=συνM=ZNF=

=====g΄E=N=F=Z=4=H=N=Z=R=
=
=
ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  2200  
  

Έστω η συνάρτηση=fExF=Z=
î
í
ì

>
£-
OI

OI13
O xx

xx
K=Να εξεταστεί αν η=fExF=είναι=:=

=
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= ι ) συνεχής στο= Mx ZO=I==
= ιι ) παραγωγίσιμη στο= Mx ZOK=
=
ΛΥΣΗ 
=
ι ) Για να είναι συνεχής στο χM=Z=O=I=θα πρέπει να ισχύει=:==

=

Ox
lim
®

=fExF=Z=fEOFK==

=
Όμως για το όριο=

Ox
lim
®

fExFI=θα πάρω πλευρικά γιατί η=fExF=δεξιά και αριστερά=

του=O=αλλάζει τύποK==
=

-®Ox
lim EPχ-NF=Z=S=–=N=Z=R= I=

+®Ox
lim (χOF=Z=4=

=
Επειδή=

-®Ox
lim fExF=¹ =

+®Ox
lim fExF=I=το όριο=

Ox
lim
®

fExF=δεν υπάρχειI=άρα η=fExF=όχι=

συνεχής στο=OK=
=

ιι ) όχι συνεχής στο=O=Þ  όχι παραγωγίσιμη στο=OK=
=
=
ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  2211  
  

Θεωρούμε τη συνάρτηση=fExF=Z=
î
í
ì =

MI
MIO

>
£+

xx
xxx I=να υπολογίσετε=:=

=
α) τον τύπο της=fExF΄ για χ=¹ M=I==
=
β) τους αριθμούς=fE-NF΄I==fERF΄I==
=
γ) Είναι παραγωγίσιμη στο= Mx ZM=;=

=
ΛΥΣΗ 
 
α ) Για==χ=Y=M=είναι=:=f=΄=ExF=Z=EχO+χ)΄=Z=Oχ=H=N=
=
=====Για χ=[=M=είναι=:=f=΄=ExF=Z=EχF=΄=Z=N=E=για κάθε χ=[=M=η παράγωγος είναι=N=F=
=
β ) Για χ=Z=N=θα πάω στην παράγωγο για χ=[=M=Iάρα=:=f=΄=ENF=Z=N=
=
=====Για χ=Z=R=θα πάω στην παράγωγο για χ=[=M=I=άρα=:=f=΄=ERF=Z=N=
=

γ ) Θα πρέπει τα όρια=:=
h

xfhxf
h

)E)E
lim MM

M

-+
+®

=I=
h

xfhxf
h

)E)E
lim MM

M

-+
-®

 να=====είναι=

ίσαK=
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=

=====Για το πλευρικό=:=
h

xfhxf
h

)E)E
lim MM

M

-+
-®

 έχουμε=:==

=
fE=χMHh=F=Z=fE=M=H=h=F=Z=fEhF=Z=hO=H=h==I== fE=χM=F=Z=fEMF=Z=M=
=

1)1hElim
h

)1hEhlim
h

hhlim
MhMh

O

Mh
=+=

+
=

+
--- ®®®

=

=

======Για το πλευρικό=:=
h

xfhxf
h

)E)E
lim MM

M

-+
+®

 έχουμε=:==

=
= fEχM=H=h=F=Z=fEhF=Z=h== I= fE=χM=F=Z=fEMF=Z=M=
=

= 1
h
hlim

Mh
=

+®
=

=
Άρα η συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη στο=M=και=f=΄=EMF=Z=NK  
  
  
ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  2222  
  

Δίνεται η συνάρτηση=:=fExF=Z=
î
í
ì

>+
£-

1Iln4
1I3O

xxx
xxx

I=εξετάστε αν η=fExF=είναι=:=

= α ) συνεχής στο= Mx =Z=N=;=
= β ) παραγωγίσιμη στο= Mx ZN;=
= γ ) υπολογίστε τις παραγώγους=:==f΄EMF=I=f΄E4F=
  
ΛΥΣΗ 
α ) Για να είναι συνεχής στο=N=πρέπει να ισχύει=:==

1x
lim
®

=fExF=Z=fENF=

Θα πάρω πλευρικά=:=
-®1x

lim =fExF=Z=
-®1x

lim (χO-PχF=Z=N=–=P=Z=-O=

=

= = = =
+®1x

lim fExF=Z=
+®1x

lim E4 x HlnχF=Z=4=H=M=Z=4=

Άρα η=fExF==όχι συνεχής στο=NK=
=
β ) Όχι συνεχής στο=N=Þ   όχι παραγωγίσιμη στο=N=
γ ) Για χ=Y=N=:=f=΄=ExF===Z=EχO-Pχ)΄=Z=Oχ=-P=I=άρα=f=΄=EMF=Z=O·M=–=P=Z=-=P=

=

Για χ=[N=:=f=΄=ExF=Z=4·
xO

1 =H=
x
1 =I=άρα=:=f=΄=E4F=Z=N=H=

4
1 =Z=

4
5 K=
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=
ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  2233  
  
Δίνεται η συνάρτηση=:=fExF=Z=συνχ=–=ημχ=I==
=

α ) υπολογίστε==f=΄=ExF==I==
=
β ) αποδείξτε ότι=:=f=΄΄ExF=H=fExF=Z=M=I=για κάθε χ ÂÎ K=
=

ΛΥΣΗ 
 
α )=f=΄=ExF= =Z=-ημχ=–=συνχ= I= f=΄΄ExF==Z=-=συνχ=H=ημχ=
=
β )=f=΄΄ExF=H=fExF=Z=-συνχ=H=ημχ=H=συνχ=–ημχ=Z=M=
=

ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  2244  
  
Δίνεται η συνάρτηση=:==fExF=Z=OχO=Hχ=I==
=

α ) υπολογίστε=f=΄=ExF==I=
β ) υπολογίστε τους αριθμούς=:=f=EMF=I=f=΄=EMF=
γ )==αποδείξτε ότι=:=χ=·ENH=f==΄ExF=F=Z=O=·=fExFK=
=

ΛΥΣΗ 
 
α )=f=΄=ExF==Z=4χ=H=N=
=
β )=fEMF=Z=O=·MHM=Z=M== I= f=΄=EMF=Z=4=·MHNZ=N=
=
γ ) Για να δείξω τη σχέση ξεκινάω από το πρώτο μέλος και κάνοντας πράξεις==
=====καταλήγω στο δεύτερο=:=
χ=·ENH=f=΄=ExF=F=Z=χ=·ENH4χHNF=Z=χ=·E4χHOF=Z=4χO=H=Oχ=Z=O=·EOχO+χF=Z=O=·=fExF==
===

ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  2255  
  
Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας των συναρτήσεων=:=
=
= α )=fExF=Z=χO-OχHP= β )=hExF=Z=-=χPHSχO=HNM= γ )=gExF=Z=χP-OχOH4χ-R=
=
ΛΥΣΗ 
=
α ) f=΄=ExF==Z=Oχ-O===I=βρίσκω τις ρίζες της παραγώγου λύνοντας την εξίσωση=:=
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f=΄=ExF==Z=M=Þ =Oχ-O=Z=M=Þ ==χZ=NK=Η μονοτονία της φαίνεται στον παρακάτω==
=
πίνακα==:==
======================               -¥             1               H¥  
 =
=
=
=
β )=h΄ExF=Z=-PχO=HNOχI==οι ρίζες της παραγώγου είναι=:=h΄ExF=Z=M=Þ =-PχOHNOχZM=
=
Þ3χE-χH4F=Z=M=Þ  χ=Z=M===ή===χ=Z=4K=Η μονοτονία της φαίνεται στο πινακάκι=:==
=
======================               -¥             M                   4          H¥  
 =
=
 
 
γ ) g΄=ExF=Z=PχO-4χH4===I=Δ=Z=NS=-=48=Z=-=PO==Y=M==δεν έχει πραγματικές ρίζεςK=
=
=====                     -¥                               H¥  
   
  
  
  
ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  2266  
  
Να βρείτε τα τοπικά ακρότατα των συναρτήσεων=:=
=

α )=hExF=Z=
4

4
O +x

= β )=fExF=Z=8χP-NOχOHSχHS= γ )=fExFZχ xlnO =

  
ΛΥΣΗ 
=

α ) Πεδίο ορισμού=:=Â ==I=====h΄ExF=Z= OO )4xE
xO4

+
×- =I=θα λύσω την εξίσωση=:==

=

h΄ExF=Z=M=Þ = OO )4xE
xO4

+
×- =Z=M=Þ =-4·Oχ=Z=M=Þ =-=8χ=ZM=Þ  χ=Z=M==I=το πρόσημο της==

=
h΄ExF=φαίνεται στον πίνακα:=
=
= = =   -¥              M               H¥  
 =
=
=
=
Για χ=ZM=η=hExF=έχει τοπικό ελάχιστο το σημείο=:=E=M=I=hEMF=F==

f=΄=ExF= - H 
f=ExF== ↓ ↑ 

h΄ExF= - H - 
hExF= ↓ ↑ ↓ 

g΄ExF H 
gExF== ↑ 

h΄ExF= H - 
hExF=== ↑ ↓ 
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=
=
β )==f΄ExF=Z=O4χO-O4χHS=Z=S·E4χO-4χHNF=I=λύνω την εξίσωση=:=f΄ExF=Z=M=Þ =
=

Þ =S·E4χO-4χHNF=Z=M=Þ ==4χO-4χHN=Z=M===I==Δ=Z=M==I=ρίζα==χM=Z=
O
1 =

=
= = =            -¥               1/O              H¥  
 =
=
==
=
Η=fExF=δεν έχει ακρότατα=I=είναι σε όλο το=Â  γνησίως αύξουσαK=
  
=
γ )==Πεδίο ορισμού=:==Α=Z=EM=I=H¥  )  I  f΄ExF=Z=EχO)΄=·lnx=H=χO=·E=lnxF΄=Z=Oχ=lnx=H=χ==
=
=
Þ ==f΄ExF=Z=χ=·EO=·=lnx=H=N=F=I==λύνω την εξίσωση=:=f=΄ExF=Z=M=Þ ===χ=Z=M====ή==
=

=lnx=Z=
e

1x
O
1

=Þ- == =

= = = == M               
e

1            H¥  

 =
=
=
=

Έχω τοπικό ελάχιστο για χ=Z=
e

1 K  

  
ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  2277  
  
Δίνεται==η συνάρτηση=:=fExF==Z=α· Ox -4χHln=P=η οποία παρουσιάζει τοπικό=
ακρότατο στο= Mx =ZNK=

α )==υπολογίστε==f=΄=ExF==I=
β )==υπολογίστε τον αριθμό α=I==
γ )==βρείτε το είδος του ακρότατου καθώς και την τιμή τουK=

 
ΛΥΣΗ 
=
α )=f=΄ExF=Z=Oαχ=–=4=
=
β ) εφόσον παρουσιάζει==ακρότατο για χ=Z=N=από το Θεώρημα του=cermat=έχω=
=

f=΄ENF=Z=M==Þ =O=·α=–=4=Z=M=Þ ==α=Z=O=
=

f=΄=ExF= H H 
f=ExF== ↑ ↑ 

h΄ExF= - H 
hExF=== ↓ ↑ 
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γ ) Θα πρέπει να εξετάσω τη μονοτονία=:=f=΄ExF=Z=4=·χ=–=4==και==f=΄ExF=Z=M==Þ =
=
Þ  χ=Z=N=I=και=f=΄ExF=[=M==όταν==χ=[N==και==f=΄ExF=Y=M=όταν==χ=Y=N=άρα το χ=Z=N=είναι==
=
τοπικό ελάχιστο=K=
=
=
ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  2288  
  
Δίνεται η==συνάρτηση=gExF=Z=α=·x O3 O3 +- x I=x=Î=Â I=η οποία παρουσιάζει=
τοπικό ακρότατο στο= Mx Z=PK=
= α ) βρείτε την παράγωγο της=gExFK=
= β ) βρείτε τον αριθμό α=K=
= γ ) Αποδείξτε ότι η=gExF=παρουσιάζει και δεύτερο ακρότατο και βρείτε το=
είδος και την τιμή τουK=
  
ΛΥΣΗ 

  
α )==g΄ExF=Z=P=·α=·χO=-Sχ==I==
=
β ) Από το Θεώρημα του=cermat=I=έχω=:=g΄E Mx F==ZM==Þ ==g΄EPF==Z=M==Þ =
=

Þ ==OT=·α=-N8=Z=M=Þ ==α=Z=
3
O =

=

γ ) Εφόσον α=Z=
3
O =I=g΄ExF=Z=P=·

3
O ·χO=–=Sχ==Þ ==g΄ExF=Z=OχO=-SχK=Και θα εξετάσω==

=
τη μονοτονία=I==g΄ExF=Z=M==Þ ==Oχ·Eχ-PF=Z=M=Þ ==χZ=M==ή===χ=Z=P=
=
Το πρόσημο της παραγώγου φαίνεται στον παρακάτω πίνακα=:==
=
======================               -¥             M                   3          H¥  
 =
=
==
=
Για χ=Z=M=η=gExF=παρουσιάζει τοπικό μέγιστο=K=
=
=
ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  2299  
  
Έστω=fExF=Z=α 3x +β Ox HNOχHNI=όπου αI=β πραγματικοί αριθμοίK=
=

α ) βρείτε τον τύπο της παραγώγου της=fExF==
β ) αν η=fExF=παρουσιάζει τοπικά ακρότατα==στα= Mx Z=N=και= Mx ZOI=

= = ι=F=υπολογίστε τα α,β=

g΄ExF H - H 
gExF ↑ ↓ ↑ 
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= = ιι=F=βρείτε το είδος του ακρότατου καθώς και την τιμή τουςK=
  
ΛΥΣΗ  
 
α )==f=΄ExF==Z==PαχO=H=Oβχ=H=NO=
=
β ) Από το Θεώρημα του=cermat=έχω=:==f=΄ENF=Z=M==Þ ==Pα=H=Oβ=H=NO==Z=M==E=N=F==
=
= = = = = =========f΄EOF=Z=M==Þ ==NO=α=H=4β=H=NO=ZM==E=O=F==
=
Οι σχέσεις==ENF=και=EOF=είναι ένα σύστημα δυο εξισώσεων με δυο αγνώστουςI==
=
λύνοντας το βρίσκω=:==α=Z=O==και==β=Z=-V=K=
=
=
γ ) Μέσω του ερωτήματος=EβF=έχουμε=:=f=΄=ExF=Z=SχO=-N8χ=H=NO=Z=S=·EχO-PχHOF=
=
Η εξίσωση=:=f=΄ExF=Z=M=Þ =……K=Þ ==χ=Z=N==ή==χ=Z=O==και κάνοντας πίνακα με το==
=
πρόσημο της==παραγώγου προκύπτει ότι το χ=Z=N=είναι θέση τοπικού μεγίστου==
=
και το χ=Z=O=θέση τοπικού ελαχίστουK  
  
  
ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  3300  
  
Η θέση ενός σημείου που εκτελεί ευθύγραμμη κίνηση σε άξονα δίνεται από=
τον τύπο:= = = = χE tttt 96) O3 +-= =I==όπου χ μετριέται σε μέτρα και το=t=σε=
δευτερόλεπταK=
=

α) βρείτε τον τύπο της ταχύτηταςK=
β) πότε το σημείο είναι ακίνητο;=
γ) ποια η ταχύτητα του σε=O=και σε=4=δευτερόλεπτα;=

 
ΛΥΣΗ 
α )==Η ταχύτητα είναι η παράγωγος της θέσης=I=δηλαδή=:==

u=E=t==F==Z==χ΄=E=t=F==Z=P=tO=-=NO=t=H=V=Z=P=·E=tO=-=4=t=H=P=F==
=
β ) Το σημείο ακίνητο όταν=:=u=E=t==F==Z==M==Þ ==P=·E=tO=-=4=t=H=P=F==Z=M==Þ ==

Þ ==t=Z=P==ή==t==Z=N=EδευτερόλεπταF=

=
γ )==Ψάχνουμε το=:==u=E=O==F==και==u=E=4==F===

u=E=O==F==Z=P=·E4-8HPF=Z=-N=m/sec= I= u=E=4==F==Z=P=·ENS-NSHPFZ=Vm/sec=
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ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  3311  
  
Η συνάρτηση=f=:=Âà=Â  είναι παραγωγίσιμη στο= Mx ZO=και παρουσιάζει σε=
αυτό τοπικό ακρότατο με τιμή=PK=
=
= α ) Υπολογίστε τους αριθμούς=:=
= = ι=F===fEOF= = ιι=F==

O
lim
®x

=fExF= = ιιι=F=fEOF΄=

= β ) Αν δίνεται επίσης η συνάρτηση=gExF=Z=Ex= O -NF=·=fExFI=υπολογίστε τους=
αριθμούς:=gEOF=I=gEOF΄K=
  
ΛΥΣΗ 
 
ι ) Εφόσον η τιμή του ακρότατου είναι=P=και το ακρότατο είναι σημείο της==
συνάρτησης είναι=:=f=EOF=Z=P=
=
=
ιι ) Η συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη στο=O=I=άρα και συνεχής στο=O=οπότε=:==
=
=====

O
lim
®x

=fExF=Z=f=EOF===Þ ==
O

lim
®x

=fExF=Z=P=

=
ιιι ) Από το Θεώρημα του=cermatI=γνωρίζω ότι στη θέση του ακρότατου η==
=
παράγωγος είναι μηδέν άρα=:=f=΄EOF=Z=M==
 
β )==Από τον τύπο της συνάρτησης για χ=Z=O=προκύπτει=:=gEOF=Z=E4-NF=·=f=EOF=Þ =
=
gEOF=Z=P=·P=Z=V=
=
Και παραγωγίζοντας==την=gExF==έχω=:==g΄ExF=Z=EχO-NF΄=·=f=ExF=H=EχO-NF=·=f=΄ExF==Þ =
=
Þ =g΄ExF=Z=Oχ=·=fExF=H=EχO-NF=·=f=΄ExFI=δεν μπορώ να προχωρήσω διότι δεν==
=
γνωρίζω την=f=ExF=I=μου ζητούν όμως το=g΄EOFI=με αντικατάσταση όπου χ το=O==
=
προκύπτει=:=g΄EOF=Z=4=·=f=EOF===H=E4-NF=·=f=΄EOF=Þ ==g΄EOF=Z=NOHM=Z=NO=
=
=
ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  3322  
  
Ένα σώμα αφήνεται να πέσει τη χρονική στιγμή=t=ZMI=από ύψος=NOR=μέτρωνK=
Αν αγνοήσουμε την αντίσταση του αέραI=σε χρόνο=t=δευτερολέπτων το σώμα=
διανύει απόσταση=x=E=t=F=Z=R=t= O  σε μέτραK=Να βρείτε=:==
= =

α ) Τι διάστημα έχει διανύσει σε=P=δευτερόλεπτα και πόσο απέχει από=
το έδαφοςK=

= β ) Σε πόσα δευτερόλεπτα το σώμα θα φτάσει στο έδαφος;=
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= γ ) Τι ταχύτητα θα έχει τη στιγμή της επαφής με το έδαφος;=
 
ΛΥΣΗ 
 
α )  Το διάστημα που έχει διανύσει το σώμα σε=P=δευτερόλεπτα είναι=:==
= χ=EPF=Z=R·PO=Z=4R=μέτραI=άρα θα απέχει από το έδαφος=:=NOR-4R=Z=8M=μ=
=
β )  Θα φτάσει στο έδαφος όταν θα έχει διανύσει=NOR=μέτρα δηλαδή πρέπει να==

λύσω την εξίσωση=:==x=E=t=F=Z=NOR=Þ ==R=tO=ZNOR=Þ ==tO=Z=
5

1O5 ==Þ ==tO=Z=OR===Þ =

Þ ==t=Z= 5O5 ±=± I=βεβαίως δεχόμαστε την θετική λύση διότι το=t==είναι==

=
χρόνοςK=Άρα==σε==t=Z=R=δευτερόλεπτα το σώμα φτάνει στο έδαφοςK=
=
γ )  Πρώτα θα βρω την ταχύτητα=:==u=E=t==F==Z==χ΄=E=t=F==Þ ==u=E=t==F==Z=NM=t===m/sec=

=
Σε=R=δευτερόλεπτα το σώμα φτάνει στο έδαφος οπότε η ταχύτητα του όταν==
=
φτάσει είναι=:=u=E=RF=Z=NM=·R=Z=RM=m/sec=
=

ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  3333  
  
Για την συνάρτηση=:=f=:=ÂàÂ I=γνωρίζουμε ότι=fExF΄=Z=P·x O -S·xI=xÎÂ K=
=
= α ) Λύστε την εξίσωση=fExF΄=ZMK=
= β ) Μελετήστε την=fExF=ως προς τη μονοτονία και βρείτε τις θέσεις των=
τοπικών ακρότατων τηςK=
= γ ) Αν το τοπικό μέγιστο της=fExF=είναι=4I=να βρείτε τον τύπο της=fExFK=
 
 
ΛΥΣΗ 
α )  f=΄ExF==Z=M=Þ ==PχO=–=Sχ=Z=M=Þ ==Pχ=·Eχ-OF=Z=M=Þ ==χ=Z=M==ή===χ=Z=O=

=
β )  Θα κάνω πίνακα προσήμου της παραγώγου για να εξετάσω την==

μονοτονία=:= = = =
= = =============-¥             M                   O          H¥  
 =
=
=

f=΄ExF== H - H 
f=ExF ↑ ↓ ↑ 
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=
Η=f=ExF=είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα=:==E=-=¥ =I=M=]===και==x=O=I=H=¥ =F==
=
Η=f=ExF=είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα=:=x=M=I=O=]==και παρουσιάζει τοπικό==
=
μέγιστο για χ==Z==M==και τοπικό ελάχιστο για χ=Z=OK=
=
=
γ )  Το τοπικό μέγιστο της=f=ExF=είναι=4=σημαίνει ότι=:==f=EMFZ=4K=Για να βρω τον==
=
τύπο της=f=ExF=πρέπει να βρω το γενικό τύπο των παραγουσών της=f=ExFI==
=

δηλαδή=:=f=ExF=Z==P· c
O

x6
3
x O3

+- ==Þ ==fExF==Z=χP=–=PχO=H=c=K===Για να βρω την==

=
σταθερά=c=χρησιμοποιώ την εξίσωση=:=f=EMFZ=4==Þ ==M=–=M=H=c=Z=4==Þ ==c=Z=4=
=
Άρα==:==f=ExF==Z=χP=–=PχO=H=4=
=
=
ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  3344  
 
Μια καθημερινή τηλεοπτική εκπομπή προβλήθηκε για πρώτη φορά όταν=

M=t K=Η θεαματικότητα της ως συνάρτηση του= t ==δίνεται από τον τύπο=:==
=

= = O)OME
1M
1)E +-××=Q ttt I=όπου= ]15IMxÎt K==

=
= α ) βρείτε τη χρονική στιγμή κατά την οποία η θεαματικότητα γίνεται=
μέγιστη= =

β ) ποια η μέγιστη θεαματικότητα=;=
= γ ) πότε η θεαματικότητα αυξάνεται και πότε μειώνεται=;= =
  
ΛΥΣΗ 

α )  Θ΄=EtF==Z===E
1M
1 tF΄=·EOM-tF=H=E

1M
1 t=F=·EOM-tF΄=H=EOF΄=Z==

1M
1 ·EOM-tF=-=

1M
1 ·t===Þ =

======Θ΄EtF=Z=O=-=
1M
1 ·t=-=

1M
1 ·t=Z=O=-=

1M
O ·t=Z=O=-=

5
1 ·t=

Λύνω την εξίσωση=:=Θ΄EtF=Z=M=Þ ==O=-=
5
1 ·t==ZM==Þ ==t=Z=NM==

Και==Θ΄EtF=[=M=Þ ==O=-=
5
1 ·t=[=M==Þ ==t==Y=NM=I=το πρόσημο της ΘEtF=είναι=:==

= = =     M               1M                15 
 =
= Θ΄EtF= H - 

ΘEtF= ↑ ↓ 
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=
 Έχω μέγιστο για=t=Z=NM=αφού η συνάρτηση αλλάζει πρόσημο γύρω από τοNMK=
=

 β )  Η μέγιστη θεαματικότητα είναι=:=ΘENMF=Z=
1M
1 ·NM·EOM-NMF=H=O=Z=NO=B=

γ )  Η θεαματικότητα αυξάνεται στο διάστημα=:=x=M=I=NM=]=και μειώνεται στο==
=
======x=NM=I=NR=]=K==
=

=ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  3355  
  
Συμπληρώστε τον πίνακα=:==
=

  
ΛΥΣΗ 
 
ι )=x=EPχOHRχFP=]΄==Z=P·EPχOHRχFO=·ESχHRF=
=
ιι )=EχP· xe )΄=Z=PχO=· xe =H=χP· xe =
=

ιιι )=E
x

xln )΄=Z= 3O x
xln1

x

xln1
x
1x -

=
×-×

=

=
ιν )=EσυνOχ)΄=Z=O=·συνχ=·E-ημχF=Z=-Oσυνχ=·ημχ=
=

ν )=E 3
3 e3

x
5
+ )΄=Z=ER·χ-PHPeP)΄=Z=R·E-PF=·χ-4HM=Z= 4x

15- =

=

νι )=E 5
O4

x
O

x
4

x
l+- )΄=Z=χP-χ=H=λ·Rχ4=Z=χP=–=χ=H=Rλχ4 
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Δίνεται η παράγωγος μιας συνάρτησης=:==f=΄=ExF=Z=V=·χO=–=V==
=
= α )  εξετάστε τη μονοτονία της=f=ExFI==

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ= EPχOHRχFP= χP· xe =
x

xln ===συνOχ= 3
3 e3

x
5
+ = 5

O4

x
O

x
4

x
l+- =

=
ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ=
=

= = = = = =
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= β )  βρείτε τον αριθμό=:=f=΄=ENF=
= γ )  αν η συνάρτηση=f=ExF=διέρχεται από το σημείο=E=N=I=M=F=I=βρείτε τον=

τύπο==της=f=ExF=
  
ΛΥΣΗ 
α )   Θα λύσω την εξίσωση=:=f=΄ExF===Z=M=Þ =VχO=–=V=Z=M=Þ  χO=Z=N=Þ ==χ=Z=± =N=

  
Εκτός των ριζών είναι ομόσημο του=V=και εντός ετερόσημο του=V=I=δηλαδή=:=
=
Η=fExF=είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα=:=E=-=¥ =I=-N=]==και==x=N=I=H=¥ =F=
=
και==είναι γνησίως φθίνουσα στο==διάστημα=:=x=-N=I=N=]K=
=
β )  Για χ=Z=N=στην παράγωγο έχω=:==f=΄ENF==Z==V=·N=–=V=Z=M=
=
γ )  Για να βρω την συνάρτηση πρέπει να βρω το γενικό τύπο των==

παραγουσών της=fExFK=Έχουμε=:==fExF=Z=V=·
3
x3

=-=Vχ=H=c=Þ =f=ExF=Z=PχP=–=Vχ=H=c=

Η=f=ExF=διέρχεται από το=E=NI=M=F=άρα=:=f=ENF=Z=M=Þ =P=·N-V=·N=H=c=Z=M=Þ =c=Z=S=

=
Ο τύπος της=f=ExF=είναι=:=f=ExF=Z=PχP-Vχ=H=SK=
=
ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ  3377  
  
Το κέρδος=Eσε ευρώF=μιας εταιρείας συναρμολόγησης Η/ΥI=σε σχέση με το=
πλήθος=x==Η/Υ που πουλά μηνιαίωςI=δίνεται από τον τύπο=:==
=
= = = fExF=Z=- MMMK3M4MMO -+ xx I=όπου=M= K3MM££ x =
=

α ) Πόσους Η/Υ πρέπει να πουλά μηνιαίως ώστε να μεγιστοποιεί τα=
κέρδη της;=

β ) Ποιο το μέγιστο δυνατό κέρδος της εταιρείας το χρόνο;=
=
ΛΥΣΗ 
α )  Θα πρέπει να βρω ακρότατα=:==f=΄ExF=Z=-Oχ=H=4MM===I=f=΄ExF===Z=M=Þ ===
=
Þ ==-OχH4MM=Z=M=Þ ==χ=Z=OMM=
=
= = =     M               OMM              3MM 
 =
=
=

f=΄ExF=== H - 
f=ExF= ↑ ↓ 
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=
Το κέρδος είναι μέγιστο για χ=Z=OMM=I=δηλαδή όταν πουλά=OMM=Η/ΥK=
=
β )  Το μέγιστο δυνατό κέρδος είναι=:==f=EOMMF=Z=-OMMOH4MM·OMM=-PMKMMM=Þ =
=
=
Þ ==f=EOMMF=Z=-4MKMMM=H=8MKMMM=–=PMKMMM==Þ ==f=EOMMF=Z=NMKMMM=€  
=
=


