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ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ 
 
 

ΚΥΚΛΟΣ=
=

Εξίσωση= Κέντρο= Ακτίνα= Εφαπτομένη στο ΑE )I 11 yx =
χ O +ψ O =ρ O = ΚEMIM)= ρ= O

11 r=×+× yyxx =
(χ-χ 0 ) O HEψ-ψ 0 ) O =ρ O = Κ(χ 0 ,ψ 0 )= ρ= (χ-χ 0 )∙(χ1 -χ 0 )HEψ-ψ 0 )∙(ψ-ψ1 )=ρ O =

=
Παρατήρηση : Η εξίσωση==:=χ O +ψ O +Αχ=HΒψH=Γ==M=παριστάνει=:=
=

v Κύκλο=όταν=:=Α O +Β O -4Γ=[=MI=με κέντρο ΚE- )
O

I
O

B
-

A  και ακ-

τίνα ρ==
O

4OO G-B+A K=

v Σημείο όταν=:=Α O +Β O -4Γ===MK=
=
v Είναι αδύνατη=όταν=:=Α O +Β O -4Γ=Y=MK=

=
=
ΠΑΡΑΒΟΛΗ=
=

Εξίσωση= Εστία= Διευθετούσα= Κορυφή= Άξονας=
Συμμετρίας=

Εφαπτομένη=
στο ΑE )I 11 yx =

ψ O =Oρ∙χ= ΕE
O
r IM)= χ===-=

O
r = ΟEMIM)= χχ΄= ψ∙ψ1 =ρ∙(χ+χ 1 )=

χ O =Oρ∙χ= ΕEMI=
O
r )= ψ===-=

O
r = ΟEMIM)= ψψ΄= χ∙χ1 =ρ∙(ψ+ψ 1 )=

=
=
ΕΛΛΕΙΨΗ=
=

Εξίσωση= Εστίες== Κέντρο=
Εφαπτομένη στο=

ΑE )I 11 yx =

1O

O

O

O

=+
b
y

a
x = Ε΄E-γIM)==I=Ε(γIM)= ΟEMIM)= 1O

1
O

1 =
×

+
×

b
yy

a
xx =

1O

O

O

O

=+
a
yx

b
= Ε΄EMI-γ)==I=ΕEMIγ)= ΟEMIM)= 1O

1
O

1 =
×

+
×

a
yyxx

b
=

=
Παρατήρηση : Ισχύει πάντα αI=β=I=γ=[=M==και==α O ==β O +γ O I=όπου α=[=γ και α=[β=
=
=
=
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ΥΠΕΡΒΟΛΗ=
=

Εξίσωση= Εστίες= Κέντρο=
Εφαπτομένη=
στο ΑE )I 11 yx = Ασύμπτωτες=

1O

O

O

O

=-
b
y

a
x = Ε΄=E-γIM)I=Ε(γIM)= ΟEMIM)= 1O

1
O

1 =
×

-
×

b
yy

a
xx = x

a
y ×±=

b =

1O

O
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=-
b
x

a
y = Ε΄=EMI-γ)=I=ΕEMIγ)= ΟEMIM)= 1O

1
O

1 =
×

-
×

b
xx

a
yy = xay ×±=

b
=

=
Παρατήρηση : Ισχύει πάντα ότι=:=αI=βI=γ=[=MI=γ O ==α O +β O I=γ=[=α=I=γ=[βK=
=
=
=
ΒΑΣΙΚΕΣ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ=

 
=
Έστω ΑE )I 11 yx  και Β==E OO I yx )=δυο σημεία μιας κωνικής τομής και Μ το μέσο=
του ΑΒK=Τότε=:=
=
v Αν είναι γνωστό το Μ(α,β)I=για να βρούμε την εξίσωση της ΑΒ κάνουμε=

τα εξής=:=
=

§ Επειδή τα Α και Β ανήκουν σε δοσμένη κωνική τομή=I=οι=
συντεταγμένες τους ικανοποιούν την εξίσωση της κωνικής=
τομήςK=Προκύπτουν έτσι δυο εξισώσειςK=

§ Τις παραπάνω εξισώσεις τις αφαιρούμε κατά μέληI=πα-
ραγοντοποιούμε τις διαφορές= O

O
O
1

O
O

O
1 I yyxx --  και σχημα-

τίζουμε μια σχέση της οποίας το ένα μέλος είναι το κλάσ-

μα=:=
1O

1O

xx
yy

-
- K=

§ Θέτουμε= axx OO1 =+  και== bOO1 =+ yy K=

§ Έχοντας υπολογίσει το κλάσμα=
1O

1O

xx
yy

-
-  έχουμε ήδη βρεί=

τον συντελεστή διεύθυνσης της ΑΒI=επίσης γνωρίζουμε το=
Μ=I=οπότε βρίσκουμε την εξίσωση της ΑΒK=

=
v Αν η χορδή ΑΒ της παραβολής=C:=ψ= O =OρχI=διέρχεται από την εστία=

της τότε ισχύει ότι=:=
=

§= O
O1 pyy -=× ==E=Διότι τα Α=I=Β=I=Ε==συνευθειακά=)==

§ Οι εφαπτόμενες της=C=στα Α και Β τέμνονται πάνω στην=
διευθετούσα τηςK=

§ Αν οι εφαπτόμενες στα Α και Β τέμνονται στο ΣE )I 00 yx I=
τότε η ΑΒ έχει εξίσωση=:= = ψ∙ψ 0 =ρ∙(χ+χ 0 )K=
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

1. Να συμπληρωθούν τα κενά στις παρακάτω προτάσεις=: 
=

α=)=Η εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου=C: χ= O +ψ= O ==RI=στο σημείο=
ΑEOI-N)=είναι ε=:=………………………K=
β=)=Η εξίσωση χ= O +ψ= O +ΑχH=ΒψH=Γ==M=I=παριστάνει κύκλο όταν=
:……………KK=
γ=)=Αν η εξίσωση χ= O +ψ= O +Αχ=HΒψH=Γ==M=παριστάνει κύκλο=I=τότε το κέν-
τρο του και η ακτίνα του είναι=:=ΚE……I……K)=I=ρ=………K=
δ=)=Οι παραμετρικές εξισώσεις του κύκλου=C:χ= O +ψ= O =9=είναι=:χ=………K=
ψ=………=

=
2. Να χαρακτηριστούν ως Σωστές ή Λάθος οι παρακάτω προτάσεις=:=
=

NK= Ο κύκλος με κέντρο ΚENI-N)=I=ο οποίος διέρχεται από το=
ΑE4IP)=έχει εξίσωση=:=Eχ-N)= O HEψHN)= O ==ORK= Σ=======Λ=

OK= Η ευθεία με εξίσωση χ+ψ-O=M=εφάπτεται στον κύκλο==
C: χ= O +ψ= O ==OK= Σ=======Λ=

PK= Η εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου=C: χ= O +ψ= O =NP=I=
στο σημείο ΑE-OIP)=είναι η=:=Oχ-Pψ-NP=M= Σ=======Λ=

4K= Η εξίσωση=:=χ= O +ψ= O HOχ-Oψ-O=M=παριστάνει κύκλο με κέν-
τρο ΚE-NIN)=και ακτίνα ρ=OK= Σ=======Λ=

RK= Η ακτίνα του κύκλου χ= O +ψ= O +αχ+βψ+γ=M==είναι:=

ρ=
4

4OO G-B+A K=
Σ=======Λ=

6K= Η ευθεία=Pχ-4ψ-N9=M=εφάπτεται στον κύκλο==
C: (χ-O)= O HEψ-P)= O =ORK= Σ=======Λ=

TK= Ο κύκλος με διάμετρο το τμήμα ΑΒ=I=όπου ΑE-PI4)=και==
ΒEPI-4)=I=έχει εξίσωση=:=χ O +ψ O =R O K= Σ=======Λ=

8K= Η εξίσωση=:=χ O +ψ O +λχHEλHO)ψ-λ-N=M=παριστάνει κύκλο=
για κάθε λ ÂÎ K= Σ=======Λ=

=
3. Να αντιστοιχήσετε κάθε εξίσωση κύκλου της στήλης Α με την εξίσωση μι-

ας εφαπτομένης του από τη στήλη ΒK=
=

ΣΤΗΛΗ Α=  ΣΤΗΛΗ Β=
ι=)===χ O +ψ O =NM= = NK=χ+ψHP=M=
ιι=)==χ O +ψ O -OχH4ψHP=M= = OK=Oχ+ψ-T=M=
ιιι=)=χ O +ψ O -4ψ-N=M= = PK=Pχ-ψ-NM=M=
= = 4K=χHOψ-R=M=

=
4. Ένας κύκλος=C=έχει κέντρο το σημείο=EMIM)=και εφάπτεται στην ευθεία==

ε=:=χ+ψ-4=MK=Να βρείτε=:=
 ι=)= = =την εξίσωση του κύκλουK=
 ιι=)= =το σημείο επαφής= =
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 ιιι=)=την άλλη εφαπτομένη του κύκλου που είναι παράλληλη στην εK=
=
5. Να βρεθεί το κέντρο και η ακτίνα του κύκλου που έχει εξίσωση=:=

ι=)=χ= O +ψ= O -6χ-8ψ-NN=M= = ιι=)=χ= O +ψ= O H6χ=M=
ιιι=)=Oχ= O HOψ= O -NMχHN4ψHR=M= ιν=)=4χ= O H4ψ= O -P6χH4R=MK=

=
6. Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου όταν=:=

α=)=έχει κέντρο ΚE-OI4)=και διέρχεται από το ΑE4INO)K=
β=)=έχει διάμετρο το ΑΒ με ΑENIP)=και ΒE-PIR)K=

=
7. Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου=I=όταν το κέντρο του είναι σημείο της ευ-

θείας ε=:=4χ-RψHNN=M=και διέρχεται από τα σημεία ΑEOIN)=και ΒE-NI4)K=
=
8. Δίνεται ο κύκλος=C: χ= O +ψ= O =R=K=Να βρείτε τις εφαπτόμενες του κύκλου=

που είναι κάθετες στην ευθεία η=:=χHOψHP=MK=
=
9. Να βρείτε τις εφαπτόμενες του κύκλου=C:=χ= O +ψ= O =OR=I=οι οποίες διέρχον-

ται από το σημείο ΣE-RINR)K=
=
10. Δίνεται η εξίσωση χ= O +ψ= O -6χH8ψHN6=MK==

ι=)==να δείξετε ότι αυτή παριστάνει πάντα κύκλοK=
ιι=)=να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα τουK=
ιιι=)=να βρείτε τις εφαπτομένες του κύκλου που είναι παράλληλες στην=
3χH4ψ-R=MK=

=
11. Δίνεται η εξίσωση=:=χ= O +ψ= O H4χH6ψ-NO=MK=

ι=)===να δείξετε ότι αυτή παριστάνει πάντα κύκλο του οποίου να βρείτε το=
κέντρο και την ακτίναK=
ιι=)==να εξετάσετε αν διέρχεται από το σημείο ΑE-RIN)K=
ιιι=)=να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης στο ΑK=

=
12. Ένας κύκλος με κέντρο ΚENIN=)=τέμνει την ευθεία ε=:PχH4ψH8=M=στα σημεία=

Α και ΒK=Να βρείτε την εξίσωση του όταν=EΑΒ)=8K=
=
=
13. Ένας κύκλος έχει το κέντρο του στην ευθεία χ-ψ-N=M=και εφάπτεται της=

ευθείας=4χ-PψHN9=M=στο σημείο ΑE-NIR)K=Να βρείτε την εξίσωση του κύκ-
λουK=

=
14. Δίνεται ο κύκλος=C:=χ= O +ψ= O -NMχ-6ψH9=M=K=Να δειχθεί ότι διέρχεται από το=

σημείο ΣEOI-N)=και να βρείτε τις συντεταγμένες του αντιδιαμετρικού του Σ΄K=
=
15. Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο το σημείο ΚEOI-O)=και=

αποκόπτει από την ευθεία ε=:Pχ-4ψH6=M=χορδή μήκους=NOK=
=
16. Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που έχει διάμετρο την κοινή χορδή των=

κύκλων χ= O +ψ= O -6χ=M=και χ= O +ψ= O -6ψ=MK=
=



ΚΕΦΑΛΑΙΟ==PΟ==ΚΩΝΙΚΕΣ ΤΟΜΕΣ=

Επιμέλεια :  Κοσόγλου  Ιορδάνη  μαθηματικού  O8 

17. Δίνεται ο κύκλος=C:=Eχ-O)= O HEψHN)= O =OR=και η ευθεία ε=:=Pχ-4ψHOM=MK=Να=
βρεθεί η εξίσωση του συμμετρικού του κύκλου=C:=ως προς την ευθεία ε=K=

=
18. Στο επίπεδο θεωρούμε το ορθογώνιο σύστημα ΧΟΨ και σταθερό σημείο=

Α αυτού με== OA ==PK=Ποια γραμμή γράφουν τα σημεία Μ=Eχ,ψ)=του επιπέ-

δου για τα οποία ισχύει=:= 7)OE =OA-OM×OM K=
x=Γενικές Εξετάσεις=N98O=]=

=
19. Δίνεται η ευθεία ε=:RχHPψHO=M=και ο κύκλος=C:=χ= O +ψ= O -χ-O=MI=που τέμ-

νονται στα σημεία Μ=IΝK==
α=)=να αποδείξετε ότι για κάθε λ= ÂÎ  η εξίσωση=:==
= χ= O +ψ= O -χ-OHλERχHPψHO)=M== EN)==
παριστάνει κύκλο=I=ο οποίος διέρχεται από τα Μ=I=ΝK=Για ποια τιμή του λ=
ο κύκλος αυτός διέρχεται από το=EMIM)=X=
β=)=να αποδείξετε ότι τα κέντρα των κύκλων της ερώτησης=Eα)=ανήκουν=
σε ευθεία=I=της οποίας να βρείτε την εξίσωσηK=

x=Γενικές Εξετάσεις=N99M=]=

20. Δίνονται οι κύκλοι=CN=I=CO==με εξισώσεις:=

CN:=xOHyO-4x-OyHN=M=

CO:=ExHOκ)O=H=Ey-λ)O==ORI===κ,λ=Î Ιo=
=
= α) Να αποδείξετε ότι ο κύκλος=CN έχει κέντρο το σημείο ΚN=EOIN)=και ακτί-

να ρN=OK=
 

= β) Να βρείτε τις τιμές των κ και λ έτσι ώστε οι κύκλοι=CN και=CO να έχουν=
το ίδιο κέντροK=

= γ) Να εξετάσετεI=αν τα σημεία ΑE4IN)I=ΒENIN)=ανήκουν στον κύκλο=CNK==
x=Εξετάσεις Εσπερινών Λυκείων=OMMO=]=

21. Σε ένα καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων Οxy= στο επίπεδοI= δίνεται η=
εξίσωση=:=

= = ================xO=H=yO=–=Oλx=H=λO===RI=============EN)===

όπου λ=Î=Io==K=
= α)=Να αποδείξετε ότι για κάθε τιμή του λ η==εξίσωση=EN)=παριστάνει κύκ-

λοK 
 

= β)=Για==λ===NI=να βρείτε τις συντεταγμένες του κέντρου και την ακτίνα του=
κύκλου ο οποίος προκύπτει από την εξίσωση=EN)=K  

= γ)=Για==λ===NI=να βρείτε τις συντεταγμένες των κοινών σημείων της ευθεί-
ας με εξίσωση==y===x=και του κύκλου ο οποίος προκύπτει από την εξίσω-
ση=EN)=K=

x=Εξετάσεις Εσπερινών Λυκείων=OMMP=]=
=
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22.  ΑK Δίνεται η εξίσωση=C:=xO=H=yO=H=6μx=H=8λy===MI=όπου μI=λ πραγματικοί=
αριθμοί διάφοροι του μηδενόςK =Να δείξετε ότιI =για κάθε τιμή των μI =λI =η=
παραπάνω εξίσωση παριστάνει κύκλο που διέρχεται από την αρχή των=
αξόνων ΟK=

=
 ΒK Έστω ότι για τους πραγματικούς αριθμούς μI=λ ισχύει η σχέση==:=
======Pμ=H=Oλ===MK=
αK=Να δείξετε ότιI=όλοι οι κύκλοι που ορίζονται από την εξίσωση=============
====xO=H=yO= H=6μx=H=8λy===M=για τις διάφορες τιμές των μ και λI =έχουν τα=

κέντρα τους σε ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνωνK=
βK Να βρείτε τα μI=λ έτσιI=ώστεI=αν ΑI=Β είναι τα σημεία τομής του αντίσ-

τοιχου κύκλου με την ευθεία=x =H=y=H=O===MI =να ισχύει= 0K  OB OA =× =
= =

γK Για τις τιμές των μI=λ που βρήκατε στο ερώτημα=Eβ)=να υπολογίσετε το=
εμβαδόν του τριγώνου ΑΟΒK=

x=Εξετάσεις Ενιαίων Λυκείων=OMMN=]=
=

=
23. ==Δίνεται η εξίσωση=C:==xO=H=yO=–Oxσυνθ–Oyημθ=–N=MI=M≤θ<2πK===

ΑK Να αποδείξετε ότι για κάθε θ η εξίσωση αυτή παριστάνει κύκλοI =του=
οποίου να προσδιορίσετε το κέντρο και την ακτίναK= 

ΒK=Αν=   
O
π  θ  = I= =να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου στο=

σημείο ΜENIO)K=
ΓK=Να αποδείξετε ότι για τις διάφορες τιμές του θ τα κέντρα των παραπά-
νω κύκλων βρίσκονται σε κύκλο με κέντρο ΟEMIM)=και ακτίνα ρ===NK=

x=Εξετάσεις Ενιαίων Λυκείων=OMMO=]=
=

24. Δίνεται ο κύκλος με εξίσωση==C: =Eχ-P)= O HEψ-O)= O =4K==
ι=)==να βρεθούν οι εφαπτόμενες του κύκλου που διέρχονται από το=
EMIM)I=
ιι=)=να βρεθεί η οξεία γωνία που σχηματίζουν οι εφαπτομένες μεταξύ=
τουςK=
=

25. Δίνονται οι παραβολές=C 1 :ψ= O ===-8χ και=C O :=χ= O ==N6ψK=
α=)=να βρείτε τις εστίες και τις διευθετούσες των=C 1 I=C O K=
β=)=να σχεδιάσετε τις παραπάνω παραβολέςK=
γ=)=να βρείτε την εφαπτομένη της=C1  στο ΑE-OI4)K=
δ=)=να βρείτε την εφαπτομένη της=C O  στο ΒE-4IN)K=
ε=)=να βρείτε την εφαπτομένη της=C 1  που είναι παράλληλη στην ευθεία=
χ-ψ-4=MK=

=
26. Να αντιστοιχήσετε σε κάθε εξίσωση παραβολής της Στήλης Α με την εστία=

και τη διευθετούσα της από τη Στήλη ΒK=
=

ΣΤΗΛΗ==Α= = ΣΤΗΛΗ==Β=
ι=)=ψ= O =8χ= = NK=ΕE-4IM)=I=δ:=ψ==-4=
ιι=)=χ= O =-N6ψ= = OK=ΕE-NIM)=I=δ:=χ=N=
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ιιι=)=ψ= O ==-4χ= = PK=ΕEOIM)=I=δ=:=χ==-O=
= = 4K=ΕENIM)=I=δ=:=χ==-N=
= = RK=ΕEMI-4)=I=δ=:=ψ=4=

=
27. Να συμπληρώσετε τα παρακάτω κενά ώστε να προκύψουν αληθείς προ-

τάσειςK=
NK= Η παραβολή ψ= O ==Oρχ έχει εστία=………KKκαι διευθετού-

σα…………KK=
OK= Η παραβολή με εστία ΕEMI-O)=και κορυφή=EMIM)=έχει εξίσω-

ση……………=
PK= Η εφαπτομένη της παραβολής=C1 :=χ= O =4ψ=I=η οποία είναι κάθε-

τη στην ευθεία χ+ψ-T=M=έχει εξίσωση=……………………KK=
4K= Η εφαπτομένη της ψ= O =Oχ που είναι παράλληλη στην ευθεία:===

χ-4ψHNM=M=έχει εξίσωση=……………………K=
RK= Από το σημείο Μ(χ 0 ,ψ 0 )=I=φέρνουμε τις εφαπτομένες ΜΑ και ΜΒ=

προς την παραβολή=C=:=ψ= O =Oρχ=K=
ι=)==η εξίσωση ΑΒ είναι η=……………………=
ιι=)=η ΑΒ διέρχεται από την εστία της=C=όταν και μόνο όταν=
το Μ ανήκει στην=……………KKτης παραβολήςK=

=
28. Δίνονται οι παραβολές=C 1 :=ψ= O ==6χ=I=C O :=χ= O ==-4ψ και=C=:=ψ= O =P6χK=Να=

βρείτε=:=
α=)=την εστία την διευθετούσα καθεμιάς και να τις σχεδιάσετεK=
β=)=την εφαπτομένη της=C1  που είναι παράλληλη στην χ-OψHR=MK=
γ=)=την εφαπτομένη της=C O  που είναι κάθετη στην χ+ψHO=MK=
δ=)=τις εφαπτομένες της=C=οι οποίες διέρχονται από το σημείο ΡEOI9)K=

=
29. Έστω α=I=β οι αποστάσεις των ΟEMIM)=και ΑEOIM)=από μια μεταβλητή εφαπ-

τομένη ε της παραβολής=C=:=ψ= O ==4χK=Να αποδείξετε ότι η παράσταση==Λ=
==β= O -α= O  είναι σταθερήI=δηλαδή ανεξάρτητη της θέσης της εφαπτομένηςK=

=
30. Δίνεται η παραβολή=C=:=ψ= O ==8χK=

α=)=να βρείτε την εστία και τη διευθετούσα τηςK=
β=)=να αποδείξετε ότι η ευθεία χ+ψHO=M=εφάπτεται στην παραβολήK==

=
31. Μια παραβολή έχει κορυφή το=EMIM)=και άξονα συμμετρίας τον χχ΄K=Να=

βρεθεί η εξίσωση της όταν=:==
α=)=διέρχεται από το=ERIO)=
β=)=έχει εστία το ΕE-PIM)= = = γ=)=έχει διευθετούσα την χ==-4K=
=

32. Αν ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ είναι εγγεγραμμένο στην ψ= O ===4χ και η κορυ-
φή Α του τριγώνου συμπίπτει με την κορυφή της παραβολήςK=Να δειχθεί=
ότι ΑΒ===8 3 K==

=
33. α=)=Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της παραβολής ψ= O ==6χ που===

είναι παράλληλη στην ευθεία χ-4ψHT=MK=
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β=)=Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της παραβολής ψ= O =8χ που=
είναι κάθετη στην ευθεία χHPψ-R=MK=

=
34. Δίνεται η παραβολή με εξίσωση=:=ψ= O ===4χK=

α=)=να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της παραβολής που είναι κά-
θετη στην ευθείαI=με εξίσωση=Pχ+ψHP=M==EN)=
β=)=να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτόμενων της παραβολής τις ο-
ποίες φέρνουμε από το σημείο=E-OIN)K=

x=Γενικές Εξετάσεις=N988=]=
=

35. Θεωρούμε την παραβολή=C=:=ψ= O =NMχ==και το σημείο ΜE4IN)K=Μια μεταβ-
λητή ευθεία με συντελεστή διεύθυνσης λ διέρχεται από το Μ και τέμνει τη=
C=στα σημεία ΑE )I 11 yx  και Β==E OO I yx )K=Να αποδείξετε ότι=:==

α=)=λ===
O1

10
yy +

I= =

β=)=αν το Μ είναι μέσο του ΑΒ=I=τότε η ευθεία ΑΒ έχει εξίσωση:============
5χ-ψ-N9=MK=

=
36. Δίνεται η παραβολή=C=:=ψ= O =Oρχ==και μια ευθεία ε=I=η οποία διέρχεται από=

την εστία Ε και τέμνει την=C=στα σημεία Α=E )I 11 yx  και Β==E OO I yx )K=Έστω Γ=
και Δ οι προβολές των Α και Β στην διευθετούσα της παραβολήςK=

α=)=υπολογίστε το γινόμενο=:= O1 yy × K=
β=)=να αποδείξετε ότι ο κύκλος με διάμετρο το ΓΔ διέρχεται από την εσ-
τία της παραβολήςK=

=
37. Δίνεται η παραβολή=C=:=ψ= O ==4χ και η ευθεία ε=:=ψ==λχ-λ=I=λ= ÂÎ K==

α=)=να αποδείξετε ότι η ε τέμνει την=C=για κάθε τιμή του λK=
β=)=πότε την τέμνει σε δυο σημεία=X=
γ=)=αν η ε τέμνει την=C=στα Α=E )I 11 yx =I=Β==E OO I yx )=να δείξετε ότι=:=
= ι=)=== 1O1 =× xx =
= ιι=)== 4O1 -=× yy =
= ιιι=)=οι εφαπτόμενες της=C=στα Α=I=Β τέμνονται κάθετα και μάλιστα=
σε σημείο της διευθετούσας της=CK=

=
38. Δίνεται η παραβολή=C:=ψ= O ===8χ και η ευθεία ε==η οποία τέμνει την=C=στα Α=

I=ΒK=Έστω ΜE4IN)=το μέσο του ΑΒK=Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας εK=
=
39. Θεωρούμε την παραβολή=C:=ψ= O =6χ και την ευθεία ε=:=Oχ-ψHP=MK=Να βρε-

ίτε τις συντεταγμένες του σημείου της=CI=του οποίου η απόσταση από την=
ε είναι η ελάχιστη δυνατήK=Ποια είναι η ελάχιστη αυτή απόσταση=X=

=
40. Δίνεται η παραβολή=yO===4xK=Να βρείτε:=

α=)=την εστία και τη διευθετούσα της παραβολής=I=
β=)=τις ευθείες που διέρχονται από την εστία της παραβολής και απέχουν=

από την αρχή των αξόνων==απόσταση ίση με=   
O
O  I 
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γ= )=την εξίσωση της εφαπτομένης της παραβολής που είναι πα-
ράλληλη στην ευθεία=y==x=–=NK=

x =Εξετάσεις Ενιαίων Λυκείων=OMMO=]=
=
41. Να συμπληρωθούν τα κενά στις παρακάτω προτάσεις=:=

α=)=Η έλλειψη με εστίες Ε΄E-6IM)=και ΕE6IM)=και σταθερό άθροισμα=OM=έ-
χει εξίσωση=……………………………=

β=)=Η έλλειψη με εκκεντρότητα= I
5
4  εστιακή απόσταση=8=και εστίες στον=

άξονα των τεταγμένων έχει εξίσωση……………………………=
γ=)=Το μήκος του μεγάλου άξονα της έλλειψης=C:=χ O H4ψ O =4=είνα-
ι:………=
δ=)=Εκκεντρότητα της έλλειψης β O χ O +α O ψ O =α O β O  λέμε τον αριθμό=
:…………K=
ε=)=Η εφαπτομένη της έλλειψης=C:Rχ O HPψ O =8=στο σημείο ΜENI-N)=έχει=
εξίσωση:…………………………=
στ=)=Το σημείο ΜEOημθ=I=Pσυνθ=)I=καθώς το θ μεταβάλλεται στο=xMIOπ)=
κινείται σε…………………KK=

=
42. Σε κάθε μια από τις παρακάτω προτάσεις να σημειώσετε τη σωστή απάν-

τησηK=
N=)=Αν Μ(χ,ψ)=είναι ένα τυχαίο σημείο της=C:ψ O =OρχI=τότε το ΜΕ είναι ίσο=
με=:=

= Α:=
O
r

+x = Β:=
O
r

+y = Γ:=
O
r = Δ:=

O
r

-x = Ε:=O r =

O=)=Η έλλειψη=C:Pχ O HRψ O =PM=έχει=:=

= Α: εστίες στον ψψ΄= Β:=Oα==OM= Γ: ε==
5
3 ===Δ:=Oβ=NO=====Ε: Ε΄E-OIM)=

P=)=Η εφαπτομένη της=C:ψ O =6χ που είναι κάθετη στην=Oχ+ψ-R=M=έχει εξί-
σωση=:==
= Α: χ-OψHT=M=Β:=Oχ+ψ-T=M=Γ:χ-Oψ-6=M= Δ: χ+ψHP=M= Ε: χ-OψH6=M=
4=)=Αν Μ είναι τυχαίο σημείο της=C:ORχ O H9ψ O =OOR=I=ΚEMI-4)=και ΛEMI4)=I=
τότε το ΜΚ+ΜΛ είναι ίσο με=:=
= Α:=6 = = Β:=R = = Γ:=P = = Δ:=RM == Ε:=NM=
R=)=Η υπερβολή=Rχ O -4ψ O =OM=έχει εκκεντρότητα=:=

= Α: 
O
3 = = Β:=

4
5 = = Γ:=

5
4 = = Δ:=

3
O = = Ε :=

5
3 =

 
43. Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα=:=
=
=

Εξίσωση= α= β= γ= Εστίες= Μεγάλος=
Άξονας= Εκκεντρότητα=

N6χ O HORψ O =4MM= = = = = = =

1
169O5

OO

=+
yx =

= = = = = =

=
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44. Δίνεται η έλλειψη=C:9χ O HORψ O =OORK=
α=)=να βρείτε τις εστίες τηςK=
β=)=να βρείτε τις κορυφές και τα μήκη των αξόνων τηςK=
γ=)=να βρείτε την εκκεντρότηταK=
δ=)=να σχεδιάσετε την=CK=

=

45. Μια έλλειψη έχει κέντρο την αρχή των αξόνωνI=εκκεντρότητα=
5
4  και εστια-

κή απόσταση=8K=
α=)=να βρείτε την εξίσωση τηςK=
β=)=να τη σχεδιάσετεK=

=
46. Δίνεται η έλλειψη=C:=Pχ O +ψ O =4K=Να βρείτε=:=

α=)=την εξίσωση ε της εφαπτομένης της στο ΑENIN)=
β=)=την εφαπτομένη η της=C=που είναι παράλληλη στην εK=

=
47. Δίνονται οι εξισώσεις=Rψ=Pλ(χHR)=και=Rλψ=PER-χ)=I=με λ 0¹ K=Να αποδείξετε=

ότι=:==
α=)=καθεμιά από αυτές παριστάνει για κάθε λ=Î *Â =
β=)=το σημείο τομής των ευθειών κινείται σε έλλειψηI=της οποίας να βρε-
ίτε τις εστίεςK=

=
48. Δίνεται η έλλειψη=C:=χ O HPψ O =O4=και ένα σημείο Μ διαφορετικό από τα Α=

και Α΄K=Η εφαπτομένη ε της=C=στο Μ τέμνει την δ:=χ=6=στο ΡK=Αν ΜE 00 I yx )=
να αποδείξετε ότι=:=

α=)=οι συντεταγμένες του Ρ είναι=E=6I=
0

0O8
y

x- )I=

β=)=η γωνία ΜΕΡ όπου Ε η εστία της=C=είναι ορθήI=
γ=)=καθώς το Μ κινείται πάνω στην=CI=ο κύκλος με διάμετρο ΜΡ διέρχε-

ται από την εστία της=CK=
=

=
49. Δίνεται η έλλειψη=C:=β O χ O +α O ψ O =α O β O  και η εφαπτομένη της ε στο=

ΜE 00 I yx )=με= 0y [=MK=Η εφαπτομένη της έλλειψης στο Α=EαIM)=τέμνει την ε=
στο ΡK=Να αποδείξετε ότι=:=

α=)=Ρ(αI=β O

0

0

ay
xa - ) = = β=)=ΟΡ ⁄ ⁄==Α΄Μ=I=όπου Α΄=E-αIM)K=

=
=
50. Δίνεται η έλλειψη=C:β O χ O +α O ψ O =α O β O  με α>β και σημείο ΜE 00 I yx )=I=δι-

αφορετικό από τις Α=I=Α΄K=Οι εφαπτομένες της=C=στα Α=I=Α΄ τέμνουν την=
εφαπτομένη από το Μ της=C=στα Γ=I=Δ αντίστοιχαK==

α=)=να εκφράσετε τις συντεταγμένες των Γ=I=Δ συναρτήσει των χ 00 I y K=
β=)=να δείξετε ότι ΕΓ ┴ ΕΔ=I=όπου Ε η εστία της=CK=

=
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51. Δίνεται η έλλειψη=C:= 1O

O

O

O

=+
b
y

a
x  με α>β[M=και το σημείο ΚEMIOβ)K=Μια με-

ταβλητή ευθεία με συντελεστή λ διέρχεται από το Κ και τέμνει τις εφαπτο-
μένες της=C=στα άκρα του μεγάλου άξονα της στα σημεία Μ και ΝK=

α=)=να βρείτε την εξίσωση του κύκλου με διάμετρο ΜΝ ως συνάρτηση=
του λK=
β=)=να βρείτε την τιμή του λ ώστε ο κύκλος με διάμετρο ΜΝ να διέρχεται=
από τις εστίες της=CK=

x=Γενικές Εξετάσεις=N99P=]=
=
52. Δίνονται δύο κωνικές τομές:=
=

η παραβολή=yO===OpxI=και η έλλειψη=4xOHOyO=PpOI=p[MK==
=

α= ) =Να αποδείξετε ότι οι εστίες Ε και Ε΄ της έλλειψης είναι τα σημεία=

Ε ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
O
3I0 p και Ε΄ ÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-

O
3

I0
p

K 

β=)=Να αποδείξετε ότι τα σημεία τομής Κ και Λ των δύο κωνικών τομών=
είναι τα σημεία=

= Κ ÷
ø
ö

ç
è
æ pp I

O
και Λ ÷

ø
ö

ç
è
æ - pp I

O
K=

=  
γ=)=Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες των δύο κωνικών τομών στο σημε-

ίο Κ ÷
ø
ö

ç
è
æ pp I

O
 είναι κάθετεςK=

x=Εξετάσεις Ενιαίων Λυκείων=OMMP=]=
=
53. Δίνονται η έλλειψη=CN:=4χ= O H9ψ= O =P6=και ο κύκλος=CO:=χ= O +ψ= O =9=K=Από=

την εστία Ε=E= 5 IM)=φέρνουμε ευθεία ε ┴ χχ΄ που τέμνει τον κύκλο στα=
σημεία Κ=I=Λ και την έλλειψη στα ΜI=Ν=K=Να δειχθεί ότι η απόσταση των ΚI=

Μ είναι= K
3
O =

=
54. Δίνεται η έλλειψη=C:=β= O χ= O +α= O ψ= O =α= O β= O  και φέρνουμε στο σημείο==

Μ=E 00 I yx )=διαφορετικό από τις κορυφές της έλλειψηςI=την εφαπτομένη ε=
της=C=που τέμνει την ευθεία γχ-α= O =M=στο ΚK=Αν Ε(γIM)=η εστία της=CI=να=
δειχθεί ότι το ΜΕΚ τρίγωνο είναι ορθογώνιοK=

=
=
55. Αν από το σημείο ΜE-6IT)=φέρνουμε τις εφαπτόμενες ΜΑI=ΜΒ στην έλλει-

ψη=C=4χ= O HPψ= O =NOI=να βρεθεί η απόσταση του Μ από την ΑΒK==
=
=
56. Δίνεται η έλλειψη=C:=Rχ= O H9ψ= O ===4R=και τα σημεία ΓEMIO)=και ΔEMI-O)K=Έσ-

τω ΜE 00 I yx )=μεταβλητό σημείο της=C=και ε η εφαπτομένη της=C=στο ΜK==
=
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α=)=να βρείτε την εξίσωση της ε=K=
β=)=αν= O1 Idd  οι αποστάσεις των ΓI=Δ από την ε να αποδείξετε ότι ισχύο-
υν=:=

O
1

O
1

1
1

81O5

5O9

yx

y
d

+

-
= I = = =Od

O
1

O
1

1

81O5

5O9

yx

y

+

+
=

γ=)=να αποδείξετε ότι=:= 18O
O

O
1 =+ dd K=

=
57. Δίνεται η έλλειψη=C:=N6χ= O HORψ= O ==4MM=και το σημείο ΜE4IN)K=

α=)=να δείξετε ότι το Μ είναι εσωτερικό σημείο της=CI=
β=)=να βρείτε την εξίσωση της χορδής της έλλειψης που έχει μέσο το ΜK=

=
58. Από ένα σημείο Μ άγονται δυο εφαπτομένες της=C:=4χ= O HN6ψ= O =64=και η=

ευθεία που διέρχεται από τα σημεία επαφής έχει εξίσωση ε=:Oχ-Pψ-4=MK=
Να βρείτε τις συντεταγμένες του ΜK=

=
59. Να συμπληρώσετε τα κενά στις παρακάτω προτάσεις=:=

α=)=Αν Ε και Ε΄ είναι οι εστίες της=C:= 1O

O

O

O

=-
b
y

a
x I=τότε=:=

= ι=)===ΕΕ΄===…………I=όπου γ O =……………=
= ιι=)==οι εστίες της=C=βρίσκονται στον άξονα=……………=
= ιιι=)=η εκκεντρότητα της=C=είναι=…………και είναι=………Kαπ’=το=NI=
= ιν=)= E¢M-ME =…………KI=για κάθε σημείο Μ της=CK=
β=)=Η υπερβολή με εστίες ΕEMIR)=και Ε’EMI-R)=και σταθερή διαφορά=8=έχει=
εξίσωση…………………K=

γ=)=Οι ασύμπτωτες της υπερβολής=C:= 1
O3 O

O

O

O

=-
yx  έχουν εξισώσεις=

……………=
δ=)=Οι εστίες της υπερβολής=C:=Rχ O -NNψ O =RR=είναι τα σημεία…………KK=
ε=)=Η εκκεντρότητα κάθε ισοσκελούς υπερβολής είναι=………………KK=

=
60. Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα=:=
=
Εξίσωση= α= β= γ= Εστίες= Ασύμπτωτες=

1
169

OO

=-
yx =

= = = = =

1
144O5

OO

=-
xy =

= = = = =

=
=
61. Δίνονται οι υπερβολές=CN:=N6χ= O -9ψ= O =N44=και=CO:=Pψ= O -χ= O =NOK=

α=)=να βρείτε τις εστίες και τις κορυφές των=CNI=COI=
β=)=να βρείτε τις εκκεντρότητες των=CNI=COI==
γ=)=να βρείτε τις ασύμπτωτες των υπερβολώνI=
δ=)=να τις σχεδιάσετεK=

=
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62. Ένα μεταβλητό σημείο Μ κινείται με τέτοιον τρόπο ώστε η απόσταση από=

το σημείο ΑEMIR)=να ισούται με τα=
3
5  της απόστασης του από την ευθεία=====

ε=:ψ==
5
9 K=

α=)=να αποδείξετε ότι το Μ κινείται σε υπερβολή και να βρείτε την εξί-
σωση τηςI=
β=)=να βρείτε τις εστίες της παραπάνω υπερβολής και τις κορυφές τηςK=

=
63. Μια μεταβλητή ευθεία ζ παράλληλη με την ε=:=Oχ-ψHR=M=τέμνει την υπερ-

βολή=4χ= O -9ψ= O =P6=στα σημεία Γ και ΔK=Αν ΓE 11I yx ) και ΔE OO I yx )I=να α-
ποδείξετε ότι=:==

α=)=
O1

O1

O1

O1

9
4

yy
xx

xx
yy

+
+

×=
-
- I=

β=)=το μέσο Μ του ΓΔ κινείται στην ε=:=Oχ-9ψ=MK=
=
64. Δίνεται η υπερβολή=C:=Oχ O -6ψ O =NOK=Να βρείτε τις εφαπτομένες της=C=οι=

οποίες==:=
α=)=είναι παράλληλες στην ε=:χ-ψHR=MI=
β=)=διέρχονται από το σημείο ΣENI-N)K=

=
65. Δίνεται η ισοσκελής υπερβολή=C:=χ O -ψ O =α O  και μια ευθεία ε ⁄⁄==ψψ΄ που=

τέμνει την=C=στα Γ και ΔK=Αν Α είναι η κορυφή της υπερβολής τότε=:=
α=)=βρείτε την εκκεντρότητα της=C=
β=)=να αποδείξετε ότι ΑΓ ┴ ΑΔK=

=

66. Μια υπερβολή=C:= 1O

O

O

O

=-
b
y

a
x I=α=[=M=I=β=[=M=διέρχεται από το σημείο======

ΜE-4IP)==και η εφαπτομένη της στο Μ είναι η ευθεία ε=:ψ==-Oχ-RK=Να βρείτε=
τα αI=βK=

=
67. Δίνεται η=CN:=χ O -ψ O =N=και=CO:=4χ O H9ψ O ==P6K=Τυχαία εφαπτομένη της υ-

περβολής στο ΜE 11I yx )=τέμνει την έλλειψη στα ΑI=ΒK=Αν οι εφαπτομένες=
της=CO στα ΑI=Β τέμνονται στο Κ=I=να βρείτε την εξίσωση της γραμμής=
στην οποία κινείται το ΚI=όταν το Μ κινείται στην υπερβολή=CNK=

=
68. Δίνεται η=9χ O -N6ψ O =N44=με εστίες Ε και Ε΄ και ένα σημείο Μ(λ,μ)=αυτήςK==

α=)=να βρεθούν οι εξισώσεις των==ευθειών εI=ζ==που διέρχονται από τα=
ΜI=Ε και Μ=I=Ε΄ αντίστοιχαK=
β=)=να βρείτε τα σημεία Μ ώστε οι ε==να είναι κάθετη στη ζK=

x=Πανελλήνιες Εξετάσεις=N98N=] =


