
ΚΕΦΑΛΑΙΟ=NΟ===ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ= = =

Επιμέλεια=:= =Κοσόγλου= =Ιορδάνη= =μαθηματικού= = 1==

ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ=
=
=
ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΠΙΣΗΜΑΝΣΕΙΣ=
=
Αφού μελετηθεί καλά η θεωρία του Κεφαλαίου=N=απ το σχολικό βιβλίοI=να δο-
θεί ιδιαίτερη προσοχή στα παρακάτω=:=
=
1.= Δυο διανύσματα== ar I=b

r
 είναι ομόρροπα=E=δηλαδή=ar↑↑b

r
=)=όταν=:==

=
ι=)===έχουν την ίδια διεύθυνση και φορά=
ιι=)== ar =Z=λ∙b

r
 με λ=[=M=

ιιι=)= ar ∙b
r

=Z= b
rr

×a =

ιν=)== bb
rrrr

+=+ aa =

=
2.= Δυο διανύσματα== ar I=b

r
 είναι αντίρροπα=E=δηλαδή=ar =↑↓b

r
=)=όταν=:==

=
ι=)===έχουν την ίδια διεύθυνση και αντίθετη φορά=
ιι=)== ar =Z=λ∙b

r
 με λ=Y=M=

ιιι=)= ar ∙b
r

=Z=- b
rr

×a =

=
3.= Δυο διανύσματα== ar I=b

r
 είναι ίσα όταν=:==

=
ι=)== ar =Z=b

r
I=αν και μόνο αν έχουν ίδια διεύθυνσηI=ίδια φοράI=ίσα μέτρα=

=== ιι=)==Αν= ar =Z=E 11I yx )=I=b
r

=Z=E 22 I yx )I=τότε=:=arZ=b
r

î
í
ì

=
=

Û
21

21

yy
xx

=

=
4.= Δυο διανύσματα= ar =Z=E 11I yx )Ib

r
=Z=E 22 I yx )I=με συντελεστές διεύθυνσης=

21Ill  αντίστοιχαI=είναι συγγραμμικά ή παράλληλα όταν=:=
=

ι=)===υπάρχει λ= ÂÎ  ώστε=:=ar =Z=λ ∙=b
r

=
=

ιι=)== M)IdetE =b
rra M

2

1

2

1 =Û
y
y

x
x

=

=
ιιι=)== bb

rrrr
+=+ aa ===ή== bb

rrrr
-=+ aa =

=
ιν=)==λ =1 λ 2 I=όταν βέβαια= ar =I= b

r
 όχι παράλληλα στον ψψ΄==

=
ν=)=== bb

rrrr
×=× aa = E=ανισότητα=Cauchy=–=Schwarz=)=

=
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5.= Γωνία δυο διανυσμάτων= ar I=b
r

 καλείται η κυρτή γωνία θ=Z=E ar Ib
r

=)=I=η οποία=
δεν εξαρτάται από την εκλογή της αρχής Ο του συστήματος συντεταγμέ-
νωνK=Σχετικά ισχύουν=:===

ι=)==M£  θ=£  πI==
ιι=)=αν= ar↑↑b

r
I=τότε θ=Z=M M =

ιιι=)=αν= ar↑↓b
r

I=τότε θ=Z=N8M M =
=
6.= Εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων= ar I=b

r
I=που σχηματίζουν γωνία φI==

λέγεται ο αριθμός= ar ∙b
r

 που δίνεται από την ακόλουθη σχέση=:==
=
=
=
=

7.= Τρία σημεία Α=I=ΒI=Γ είναι συνευθειακά όταν δυο από τα διανύσματα=AB I=
BGAGI I=είναι συγγραμμικά πK=χ=AB ===λ ∙AG I=λ= ÂÎ K=

=
=
8.= Για τρία διανύσματα του επιπέδου= ar I=b

r
I=gr  και για τον λ= ÂÎ  ισχύουν οι=

σχέσεις=:=
=

ι=)=== ar ∙b
r

=Z=b
r

∙ ar ==E=Μεταθετική ιδιότητα=)=
== ιι=)== ar ∙Eb

r
Hgr )=Z= ar ∙b

r
H= ar ∙gr ==E=Επιμεριστική ιδιότητα=)=

= ιιι=)== 22 aaaa rrrr
=×= ===

= ιν=)== ar┴ b
r
Û ar ∙b

r
Z=M=

= ν=)===αν τα=ar I=b
r

 σχηματίζουν γωνία φ ισχύει=:= ar ∙b
r

=Z= ar ∙προβ b
r

ra =

= νι=)==προβ b
r

ra Z= b
b r

r

rr

×
× )E 2a

a I=η ποσότητα στην παρένθεση είναι αριθμόςK=

=
=
ΣΧΕΣΕΙΣ ΠΟΥ ΔΕΝ ΕΙΝΑΙ ΑΛΗΘΕΙΣ==
=
=
1.= ar  ∙E=b

r
 ∙=gr )===E ar ∙b

r
)∙gr ======================à==Η Προσεταιριστική ιδιότητα δεν=

ισχύει στο εσωτερικό γινόμενο διανυσμάτωνK=
=
2.= E ar ∙b

r
) 2 Z ar 2 ∙b

r
2 ===============================à Ισχύει μόνο όταν=:=ar ⁄⁄=b

r
=

=
3.= ar ∙gr == b

r
∙gr =Egr ¹ M=)=I=τότε== arZ=b

r
=======à Δεν ισχύει η διαγραφήK=

=
4.= Δεν ορίζονται οι δυνάμεις= ar IKKKKKKKKI 43 ar =
=
5.= Δεν ορίζεται η διαίρεση διανυσμάτωνI=πK=χ==ar =:= b

r
K=

ar ∙b
r

=Z= sunfb ××
rra I=αν=ar ¹ M

r
 και= b

r
¹ M
r

=
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ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ==ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ=
=
=

=
ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ=

=
=

Αν Α=Z=E 11I yx )I=Β=Z=E 22 I yx )I=τότε=:=AB =Z=E= )I 1212 yyxx -- =
=
=

ΜΕΤΡΟ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ=
=
=

Αν Α=Z=E 11I yx )I=Β=Z=E 22 I yx )=I=τότε=:= 2
12

2
12 )E)E yyxx -+-=AB =

=
=

ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ ΜΕΣΟΥ Μ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ==
==

)
2

I
2

E 2121 yyxx ++
=OM I=όπου=

 Α=Z=E 11I yx )=και ΒZ=E 22 I yx )I=οι συντεταγμένες των άκρων του διανύσματος=AB =
=

ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΔΙΕΥΘΥΝΣΗΣ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ=
=

Αν=AB =Z=E= )I 1212 yyxx -- I=τότε==λ
AB

== I
12

12

xx
yy

-
- =και==

όταν=AB ⁄⁄==ψψ΄I=τότε δεν ορίζεται ο=λ
AB

K=
=

ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ=
=

Αν= ar =Z=E 11I yx )=και=b
r

=Z=E 22 I yx )I=τότε ορίζεται==
ar  ∙=b

r
=Z= 2121 yyxx ×+× =

=
ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΓΩΝΙΑΣ ΔΥΟ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ==

=

συνE ar Ib
r

)=Z=
2
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2
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2
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a

+×+

+
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=
ΠΡΟΒΟΛΗ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ ΣΕ ΔΙΑΝΥΣΜΑ=

=

Αν== ar =Z=E 11I yx )=και=b
r

=Z=E 22 I yx )I=τότε=:==
ar ∙b

r
=Z= ar ∙προβ b

r
ra I=όπου==

προβ b
r

ra Z= b
b r

r

rr

×
× )E 2a

a K=

=
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ=
=
=
1.= Δίνεται το διπλανό σχήμα=:=========Α==================Β==================

=
==================================================Δ===================Γ=
=
=====Αν Ο είναι το σημείο τομής των διαγωνίων του παραπάνω παραλληλο-==

γράμμου=I=να βρείτε τα διανύσματα=:==
=
= ι=)= ΑΔ HGD = = ιι=)= ΔΑ ΟΔ ΟΓ+ +  ιιι=)= ΑΔ ΟΓ- =
=
=
2.= Να γράψετε με τη μορφή ενός διανύσματος τις παρακάτω παραστάσεις=:==
=

ι=)=ABHΒΓ = = ιι=)=ABHΓΑ = = ιιι=)=AB =-=ΓΒ =
=
ιν=)=AB =-= ΑΓ = = ν=)=AB =H=ΒΓ =H=GD  νι=)=AB =H= ΒΚΚΝ + =
=
νιι=)=AB =H=ΒΑ = = νιιι=)=ΒΓ =H=EGD =-ΒΑ =)=
=
==

3.= Να συγκρίνετε τα διανύσματα=:==
=

ι=)=AB ==και==-ΒΑ = = = ιι=)=ABHΒΓ ==και== ΑΔ =H= ΔΓ ==
=
ιιι=)=AB =H=ΒΓ ==και== ΑΚΚΓ + = = ιν=)=AB =-= ΑΓ ==και= ΚΓΚΒ - =

=
=
4.= Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔK=Αν Ο είναι το σημείο τομής των διαγω-

νίων του=I=να συγκρίνετε τις διαφορές=:==
=

ι=)= ΟΔΟΓ -  και= = ΟΑΟΒ -  ιι=)=GD =-=ΓΑ ======και==== ΔΒΔΓ - =
=
ιιι=)= ΟΔΟΓ -  και= = ΟΔΟΑ - =

=
=
5.= Αν ισχύει=:= ΓΜΜΒΑΜΔΜ +=- ==I==να αποδείξετε ότι τα διανύσματα=:=AB ==

και=GD  είναι αντίθετα=K=
=
=
6.= Δίνονται τα σημεία=:=Α=I=Β=I=Γ=I=Δ=K=Να βρεθεί σημείο Μ=I=ώστε να ισχύει:==
=

GD ==H= ΑΓΒΔΒΜ -= =
=

=

=
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7.= Αν ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμοI=να βρεθεί σημείο Μ ώστε=:==
=

MB+AB=DB+GA =
=
=

8.= Αν=
4
1I

4
3

== b
rra  και= b

rr
+a ³NI=να αποδειχθεί ότι=:= ar↑↑b

r
K=

=
=
9.= Αν= ar I=b

r
¹ = M

r
 και= ar  και=b

r
 όχι παράλληλαI=τότε να δείξετε ότι=:==

ι=)==αν χ∙ arZ=κ∙b
r
Þ ====χZM==και==κZM=

ιι=)=αν χ∙ ar+λ∙b
r

Z=κ∙ ar+ρ∙b
r
Þ ===χ=κ==και==λ=ρ=

=
=
10.=Δίνονται τα διανύσματα=:=OA =Z=gr +b

r
H ar I=OB =Z=5arHP b

r
H4gr I==

=======OG ==13 arHT b
r

HNMgr K=Να δειχθεί ότι τα ΑI=Β=I=Γ είναι συνευθειακάK=
=
=
11.=Αν ισχύει=:=E=κHO=)ΡΑ =H=PΡΒ =Z=E=κH5=)ΡΓ =I=να αποδείξετε ότι τα σημεία Α=I=

Β=I=Γ είναι συνευθειακάK=
=
=

12.=Αν ισχύει=:==AB =Z=
λN
ΑΔλΑΓ

+
+ =I=να αποδείξετε ότι τα Β=I=Γ=I=Δ είναι συνευθε-

ιακάK=
=
=
13.=Αν ισχύει=:= ΟΒλΟΑ)λNEΟΓ +-= =I=να αποδείξετε ότι τα σημεία Α=I=Β=I=Γ εί-

ναι συνευθειακάK=
=
==
14.=Αν ισχύει=:= ΑΜPΒΛΒΑOΒΚPΑΚ +=-+ =I=να αποδείξετε ότι τα σημεία Κ=I=

Λ=I=Μ είναι συνευθειακά=
=
=
15.=Αν ΚI=Λ=IΜ δεν είναι συνευθείακά να βρεθούν οι πραγματικοί αI=β ώστε να=

ισχύει η σχέση=:= M
r

=KL×+KM×+LM ba K=
=
=
16.=Έστω ΑI=ΒI=ΚI=Λ και Μ τυχαία σημεία του χώρουK=Αν ισχύει η σχέση=:=

BL+AB-KB=MA+AK 233 I=να αποδείξετε ότι=:==
= ι=)===τα ΚI=Λ=I=Μ είναι συνευθειακά==
= ιι=)==KL ↑↓KM =

=
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17.=Έστω ΑΒΓΔ ένα τυχαίο τετράπλευρο και ΚI=Λ τα μέσα των πλευρών ΑΒ=
και ΓΔ αντίστοιχαK=

ι=)=να αποδείξετε ότι=:=O BD+AG=KL K=
ιι=)=Να βρεθεί σημείο Ο τέτοιο ώστε να ισχύει=:== =

= = M
r

=OD+OG+OB+OA K=
=
=
18.=Σε κάθε μια από τις παρακάτω ερωτήσεις να επιλέξετε την σωστή απάν-

τησηK=
α=)=Δυο διανύσματα=AB I=GD  λέγονται συγγραμμικά όταν=:=

Α=:=AB =Z=GD ==Β=: έχουν τον ίδιο φορέα====Γ=: έχουν τον ίδιο ή παράλληλους φορείς=
=
=======β=)=Δυο διανύσματα λέγονται ίσα όταν=:=
= Α=: έχουν ίσα μέτρα====Β=: είναι συγγραμμικά===Γ=: έχουν ίδια κατεύθυνση και ίσα μέτρα=
=
=======γ=)=Δίνονται τα= ar I=b

r
 για τα οποία ισχύει=:= b

r
=Z=λ∙ ar K=Τότε=:==

= Α=:= ar ↑↑b
r

= = Β=:= ar ↑↓b
r

= = Γ=:== ar ==⁄⁄==b
r

=
=
========δ=)=Αν ΑZ=E-OIP)=και ΒZ=E5I=-O)I=τότε το διάνυσμα=AB  είναι το=:=
= Α=:=EPIN)= = Β=:=ETI-5)= = Γ=:=E-TI5)=
=
=
19.=Να χαρακτηριστούν ως Σωστές ή Λάθος==οι παρακάτω προτάσειςK=
=

NK= Δυο μοναδιαία διανύσματα είναι ίσαK= Σ========Λ=
OK= Για δυο τυχαία= ar I=b

r
 ισχύει=:= bb

rrrr
+=+ aa = Σ========Λ=

=
PK= Αν= ar =Z= b

r
Þ b

rr
=a = Σ========Λ=

=
4K= Σε ισόπλευρο τρίγωνο ισχύει=:=ABZ GA=BG = Σ========Λ=

=
5K= Για τρία τυχαία σημεία ΑI=ΒI=Ο του χώρου ισχύει=:==

ABZ= OA-OB =
Σ========Λ=
=

SK= Αν ισχύει=:= ar ∙b
r

=Z= ar ∙gr Þ b
r

=Z=gr = Σ========Λ=
=

TK= Αν= ar↑↑b
r

I=Þ ar ∙b
r

Z= b
rr

×a = Σ========Λ=
=

8K= Ισχύει η σχέση=:= ar ∙E b
r
g
r )==E ar ∙b

r
)∙gr = Σ========Λ=

=
9K= Αν= ar┴ b

r
Û bb

rrrr
-=+ aa = Σ========Λ=

=
NMK= Αν Μ μέσο του=AB I=τότε ισχύει=:= MB=AM = Σ========Λ=

=
=
20.=Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και ΕI=Ζ τα μέσα των ΒΓ και ΓΔK=Να δε-

ιχθεί ότι=:= AG×=AZ+AE
2
3 K=

=
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21.=Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ και ένα μεταβλητό σημείο Μ και το διάνυσμα=:=
b
r

=Z=O MG+MB+MA =K=Αν ΑΔ είναι η διάμεσος του τριγώνου και Κ το μέ-
σο της ΑΔI=τότε να εκφράσετε το διάνυσμα=b

r
 ως πολλαπλάσιο του=MK K=

=
=

22.=Σε ένα τραπέζιο ΑΒΓΔ με ΑΒ ⁄ ⁄ ΓΔ είναι=AB =Z=ar  και=DG Z=P∙ ar K=Έστω=
DA Z=b

r
 και Ε σημείο τέτοιο=I=ώστε=:= EB=DE 3 K==

ι=)==να εκφράσετε τα διανύσματα= EGAEBGDB III I=ως γραμμικό=
συνδυασμό των=ar =I= b

r
K=

ιι=)==να αποδείξετε ότι τα ΑI=ΕI=Γ βρίσκονται στην ίδια ευθείαK=
=
=
23.=Δίνονται τα σημεία=:=ΑI=Β=I=Γ=I=Δ=K=Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των ση-

μείων Μ για τα οποία ισχύει=:==
=

ΜΔΜΓΜΒΜΑ -=+ =

=
24.=Έστω σημεία Α=I=Β=I=Γ=I=ΔK=Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ=

του επιπέδου για τα οποία ισχύει=:==
=

ΜΔOΜΒΜΑΜΓOΜΒΜΑ ++=-+ =

=
=

25.=Να βρείτε για ποιες τιμές των==λ=I=μ το διάνυσμα=:= ar =Z=EλHOμ=I=Pλ-NO=)=είναι=
το μηδενικό διάνυσμαK=

=
=
26.=Να βρείτε για ποιες τιμές του χ το διάνυσμα=:= ar =Z=x=EχO-4)=I=EχOHOχ)=z=I=είναι=

το μηδενικό=K=
=
=
27.=Δίνεται το διάνυσμα=:= b

r
=Z=x=EχOH5χ)=I=EχO=-O5=)=zK=Να βρείτε τις τιμές του χ=

για τις οποίες ισχύει=:==
=

ι=)= b
r

= = =⁄⁄= = =χχ΄ ιι=)= b
r

===⁄⁄===ψψ΄= ιιι=)= b
r

==⁄⁄===χχ ΄ και== b
r

= M¹ =
=
=

28.=Δίνονται τα σημεία ΑE4IκHP)=και ΒE9I4κHN)K=Να βρεθεί το κ= ÂÎ  ώστε το=
διάνυσμα=AB  να είναι παράλληλο προς τον χχ΄K=

=
=
29.=Το σημείο Μ είναι το μέσο του τμήματος ΑΒK==
=

ι=)=Αν ΑEOI4)=και ΒENI-S)=I=να βρείτε το Μ=
ιι=)=Αν ΜEPIN)=και ΒE-NIO)=να βρείτε το ΑK=
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30.=Το σημείο ΑE4IO)=ανήκει σε κύκλο κέντρου ΚEPI5)K=Να βρεθεί το αντιδια-
μετρικό σημείο του ΑK=

=
=
31.=Αν τα σημεία ΚE4IM)=I=ΛESIO)=I=ΜEPI5)=είναι τα μέσα των πλευρών ΑΒ=I=ΒΓ=I=

ΑΓ αντιστοίχως τριγώνου ΑΒΓ=I=να υπολογιστούν οι συντεταγμένες των=
κορυφών του ΑΒΓK=

=
=
32.=Να βρεθεί η τιμή του χ για την οποία τα σημεία=:=ΑEMI=P- O =)=I=Β(χ=I=P)=

ΓE- O ==I=N- O =)I=είναι συνευθειακάK=
=
=

33.=Δίνονται τα σημεία ΑEPIO)=I=ΒENIM)=I=ΓEMI4)K=Αν το ευθύγραμμο τμήμα ΑΓ=
τέμνει τον χχ΄ στο Δ και η ΑΒ τον ψψ΄ στο Ε τότε=I==να υπολογιστούν οι=
συντεταγμένες των ΔI=ΕK=

=
=
34.=Να βρεθούν τα σημεία που χωρίζουν το ευθύγραμμο τμήμα με άκρα τα=

σημεία ΑENIO)=I=ΒE-5I-N)=σε τρία ίσα τμήματαK=
=
=
35.=Αν ΑΒΓ τρίγωνο και οι κορυφές του έχουν συντεταγμένες ΑE-NIN)=I=ΒEPI4)=I=

ΓEOIT)I=να βρεθεί το βαρύκεντρο τουK=
=
=
36.=Αν= ar =Z=E-OIP)=και=b

r
=Z=E4IN)=I=να βρείτε το διάνυσμα=u =I=για το οποίο ισχύει:=

=
O ar =-=u =Z=b

r
=

==
37.=Να γράψετε το διάνυσμα=:=u =Z=ESI5)=ως γραμμικό συνδυασμό των διανυσ-

μάτων=:=ar =Z=ENIO)=και=b
r

=Z=EOI-P)K=
==
38.=Να βρεθεί η τιμή του χ για την οποία τα διανύσματα=:=ar =Z=EPIχ)=και==
=

b
r

=Z=ESI4)=είναι συγγραμμικάK=
=

39.=Για ποιες τιμές του λ=I=τα διανύσματα=:= ar =Z=E4λ=I=-9=)=και=b
r

=Z=E-4=I=λ=)=είναι=:=
=

ι=)=παράλληλα= = ιι=)=ομόρροπα=
=
=

40.=Να βρείτε για ποια τιμή του χ τα διανύσματα=:= ar =Z=E8Iχ)=και=b
r

=Z=EχIO)=είναι:=
=

ι=)=συγγραμμικά= ιι=)=ομόρροπα== ιιι=)=αντίρροπα=
=
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41.=Αν= ar =Z=EPI-N)=και=b
r

=Z=ESI-O)=τότε να δείξετε ότι= ar↑↑b
r

K=
=
=
42.=Να βρείτε τον συντελεστή διεύθυνσης των διανυσμάτων=:==
=

ar =Z=E=P=I=-O=)= b
r

=Z=E-O=I=M)= u =Z=E=M=I=4)== γ =Z=E=NO=I=P=)=
=
=

43.=Να βρείτε το μέτρο των διανυσμάτων=:==
=

ar =Z=ES=I=-8)= b
r

=Z=EOημθ=I=-Oσυνθ)= γ =Z=E=συνθI=ημθ)=
=

u =Z=E=χ-ψ==I==O ψx =) = = = = κ =Z=E )
4
NI

4
P
- =

=
=

44.=Δίνονται τα διανύσματα=:= ar =Z=EχI8)=και=b
r

=Z=E=OIχ)K=Να βρείτε τις τιμές του χ=
για τις οποίες ισχύουν=:==

ι=)=== ar =I= b
r

 είναι συγγραμμικά=
ιι=)== ar↑↓b

r
=

ιιι=)=το διάνυσμα= arHb
r

 έχει μέτρο=SK=
=

45.=Να βρεθεί το εμβαδόν του τετραγώνου ΑΒΓΔ στο οποίο είναι=:=ΑE-OIN)=και=
ΓEMI5)=

=
=
46.=Αν=u =Z=E-5I8)=I=να βρείτε το διάνυσμα= ar  το οποίο είναι ομόρροπο με το=u =

και έχει διπλάσιο μέτρο από αυτόK=
=
=
47.=Αν= γ =Z=E-TOI=84)=I=να βρείτε το διάνυσμα=b

r
 που έχει μέτρο το μισό του=

μέτρου του= γ  και είναι συγγραμμικό με το= γ =K=
=

48.=Δίνεται το διάνυσμα=:= ar =Z=E-SI8)K==

α=)=να βρεθεί το μέτρο και ο συντελεστής διεύθυνσης τουK=

β=)=να εκφραστεί το= ar  ως γραμμικός συνδυασμός των διανυσμάτων=EOIP)=
και=ENIO)K=

γ=)=να βρεθεί το=b
r

 ώστε=b
r

↑↓ ar  και= b
r

ZP ar K=

=
49.=Να αποδειχθούν οι σχέσεις=:=
=
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ι=)== bb
rrrr

-=+ aa Û ar┴ b
r

=

ιι=)=E arHb
r

)┴E ar - b
r

)Û ar Z b
r

=

=======και να ερμηνευτούν γεωμετρικά αν τα διανύσματα=ar I=b
r

 δεν είναι συγ-
γραμμικάK=
=
=
50.=Δίνονται τα διανύσματα=:= ar I=b

r
==για τα οποία ισχύει=:= 6=-++ bb

rrrr aa I=και==

ar 2 H=b
r

2 Z=9K=Να αποδείξετε ότι=:==
= = ι=)= bb

rrrr
-×+ aa Z =9 = = = =

ιι=)= ar┴b
r

=
=======Να βρείτε τους αριθμούς=:==
= = ι=)= b

rr
+a = = = ιι=)= b

rr
-a =

=
51.=Αν για τα διανύσματα=gr I= ar I=b

r
 ισχύουν οι σχέσεις== arH b

r
Hgr == M

r
=και=

532
gb rrr

==
a

I=να δειχθεί ότι=:=ι=)= ar↑↑b
r

= = ιι=)= b
r

↑↓gr =

=
=

52.=Αν ισχύει=:= ar =H=4=b
r

=H=P=γ =Z= M
r

==και= ar =Z=
P

γ

O

β
= =I=να αποδείξετε ότι=:==

=
ι=)= ar  ομόρροπο με το=b

r
= ιι=)= b

r
=Z=Oar  και= γ =Z=-P ar =

=
=

53.=Για τρια διανύσματα του επιπέδου ισχύουν=:= ar ZP=I= b
r

Z=N=I= gr ==4=και επί-

σης= arHb
r

Hgr == M
r

K=Να υπολογιστεί ο αριθμός=:= ar ∙b
r

Hb
r

∙gr +gr ∙ar K=
=
=
54.=Αν ισχύει=:= arHb

r
Hgr == M

r
=και= ar ∙b

r
Hb
r

∙gr +gr ∙ ar =Z=M=I=να αποδείξετε ότι=:==
=

ar =Z=b
r

=Z= γ =Z=M =
=
=

55.=Αν τα διανύσματα= ar =I= b
r

 είναι κάθετα μεταξύ τους και έχουν ίσα μέτραI=να=
δειχθεί ότι τα διανύσματα= ar -Pb

r
 και=P arHb

r
 είναι κάθετα μεταξύ τους και=

έχουν ίσα μέτραK=
=
=
=
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56.=Αν= arZ=EPI-4)=και=b
r

=Z=E-OIN)=τότε να αναλυθεί το διάνυσμα=b
r

 σε δυο κάθε-
τες συνιστώσες= gr I= vr I=όπου=gr ==⁄⁄==ar K=

=
=
=
57.=Δίνονται τα= ar =I= b

r
=I= ar ZP=και= ar┴b

r
=I=κ=I=λ= *ÂÎ K=Αν=Eκ ar+λb

r
)=┴(λar -κb

r
)I=

να βρείτε το μέτρο του διανύσματος=:= b
rr 2+a K=

=
=
58.=Δυο διανύσματα= ar I=b

r
=I= ar M

r
¹  και ισχύει=:=E ar ∙b

r
) 2 =Z= ar 2  ∙Eb

r
2 -N)=K==Να βρε-

ίτε τον λ ώστε=:= 1=+× bl
rra K=

=
=
59.=Δίνονται τα διανύσματα= ar I=b

r
= M

r
¹  και=E ar -b

r
)┴E arHb

r
)=και= b

r
┴E b

r
- ar )K=Να=

δείξετε ότι=:= arZ=b
r

K=
=
=
60.=Αν= ar =I= b

r
=I=ur  συνεπίπεδα διανύσματα με=:= ar =Z= b

r
=Z= ur =Z=N=και=

ar ∙b
r

Hb
r

∙ur =Z=O=K=Να αποδείξετε ότι=:= ar =Z=b
r

=Z=ur K=
=
=
61.=Έστω= ar =Z= b

r
=ZN=και=ur =Z= ar =H=λ∙b

r
I=λ ÂÎ K=Να βρεθεί ο λ ώστε το= ur  να=

είναι ελάχιστοK=Για την τιμή του λ που βρήκατε παραπάνω να δειχθεί ότι=:=
ur┴b

r
K=

=
=
62.=Δίνονται τα διανύσματα= ar =I=b

r
 του επιπέδου για τα οποία ισχύει=:= ar =Z= 3 =

και= b
r

=Z=N=και η γωνία μεταξύ τους είναι=
6
p =I=να βρεθεί η==γωνία των δια-

νυσμάτων=Par -O b
r

 και=O arHP b
r

K=
=
=
63.=Αν ΑEMIP)=I=ΒE-OIN)I=ΓEO 3 IN)=οι κορυφές τριγώνου ΑΒΓ=I=υπολογίστε=:==

ι=)=AB ∙AG = = ιι=)=την γωνία Γ== = ιιι=)=AM I= AM I=AK I=

όπου Μ μέσο του ΒΓ και Κ το βαρύκεντρο του τριγώνουK=
=
=

64.=Αν= ar =Z= 2 I= b
r

Z=N=και η γωνία των= ar I=b
r

 είναι=
6
p K=Να βρεθεί η γωνία των=

διανυσμάτων= bb
rrrrrr

-=+= auav I K=
=
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=
65.=Αν τα διανύσματα=:= ar =Z=Pu =H= γ  και=b

r
=Z=-Tu =H=4 γ  είναι κάθετα και= u ZN=

και= γ ZO=I=να βρείτε τη γωνία θ των=u  και= γ =

=
=
66.=Αν= ar =Z=O=I= b

r
=Z=O O  και η γωνία των= ar =I=b

r
 είναι=45=μοίρες=I=να βρεθεί η=

γωνία των διανυσμάτων=:= ar =I=ar =-= b
r

=
=
67.=Θεωρούμε τα κάθετα διανύσματα=:= ar =I= b

r
 με= ar =ZS=και= b

r
=Z4=K=Αν==

γ =Z=O P ar =H=Pb
r

=I=να βρεθούν οι γωνίες των διανυσμάτων=E ar =I=γ =)=και=

E b
r

=I=γ =)K=
=
=

68.=Δίνονται τα διανύσματα=:= )1I1E 22 ++= yxur και=b
r

=Z=E=OyIOχ=)=K=Αν=b
r

Z=ur I=να=
βρείτε=:==

ι=)===τις συντεταγμένες τουςK=
ιι=)==τον συντελεστή διεύθυνσης του= ur =
ιιι=)=τη γωνία που σχηματίζουν τα= ur I=-ur  με τον χχ΄K=

=
=
69.=Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ στο οποίο γνωρίζουμε ότι=:==

ABZ=4 arHP b
r

=I=AD =Z=Par - b
r

K=Αν τα διανύσματα= ar =I=b
r

 είναι τέτοια ώστε=

ar Z b
r

ZO==και η γωνία τους είναι=
3
p I=να υπολογίσετε τα μήκη των διαγω-

νίων του ΑΒΓΔK=
=
=

70.=Να αναλύσετε το διάνυσμα=u =Z=E-PI4)=σε δυο συνιστώσες από τις οποίες η=
μια να είναι αντίθετη με το διάνυσμα=:= γ =Z=E-NI5)=

=
71.=Ένα διάνυσμα= ar =I=με= ar =Z=NM 5 I=αναλύθηκε σε δυο κάθετες μεταξύ τους=

συνιστώσες= γ =Z=E-SINO)=και=b
r

K=Να βρείτε τα= b
r

=I=ar K=
=

72.=Αν= ar Z=N=I= b
r

Z=O=και η γωνία των δυο αυτών διανυσμάτων είναι=
3
p I=τότε=

να βρεθεί η προβολή του διανύσματος=gr ===2arHP b
r

 στο διάνυσμα= ar  κα-
θώς και η προβολή του=ar  στο=gr =ως συνάρτηση των= ar I=b

r
K=

=
=
73.=Αν= ar =Z=5=I= b

r
=Z=OM=και η γωνία των= ar =I= b

r
 είναι=SMMI=να αποδείξετε ότι=:==
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==P
π==)β=IαE =

rr

ι=)=προβ b
r

ra =Z=O= ar = = ιι=)= b
r

=H=NS=προβ avr
b =Z= M

r
=

=
=

74.=Αν= ar =Z=E=NMIM)=και=b
r

=Z=ENI-O)=I=να βρείτε τα διανύσματα=:==
=

ι=)=προβ b
r

ra = = ιι=)=προβ avr
b = = =

=
= =

75.=Αν= ar I=b
r

 μη μηδενικά διανύσματα=I=και προβ b
r

ra =Z=O ar  και==
=

προβ avrb Z=
4
1
b
r

I=να υπολογίσετε την γωνία των= ar =I=b
r

K=

=
=

76.=Έστω= ar ¹ = M
r

K=Να εξετάσετε πότε ισχύει καθέμια από τις σχέσεις=:=
=

ι=)=προβ b
r

ra =Z= M
r

== = ιι=)=προβ b
r

ra =Z= b
r

=
=
ιιι=)=προβ b

r
ra ====⁄⁄===b

r
=

=
=

77.=Δίνονται τα διανύσματα=:= ar =Z=ENIO)=και=b
r

Z=E=TI4)=K=Να υπολογίσετε=:==
ι=)=το= b

rr
+a = = ιι=)=το= ar ∙b

r
= = ιιι=)=προβ b

r
ra K=

=
=

78.=Για τα διανύσματα= β=Iα
vv ==δίνεται ότι= 2==β==1I==α ==

vv  και==

K=Έστω τα διανύσματα= =β2=-=α==v==Iβ3==α2==u
rvrrrr

=+= K==

Να υπολογίσετε:=
αK=το εσωτερικό γινόμενο= β==α

vv × =
βK=τα μέτρα= v=I vvu  των διανυσμάτων= v και==u vv =
γK=το εσωτερικό γινόμενο= v==u vv × =
δK=το συνημίτονο της γωνίας των διανυσμάτων= v και==u vv K=

x=Εξετάσεις Ενιαίου Λυκείου=OMMN=z=
=

79.=Δίνονται τα διανύσματα= ( ) ( )7I5I1I1 == ba
rr  του καρτεσιανού επι-

πέδουK==

========α)=Να βρείτε τα διανύσματα= K23 abdkaibag
rrrrrr

-=+= ==

= β)=Να βρείτε την τιμή του πραγματικού αριθμού λI=για την οποία το διά-=
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=============νυσμα= )6IE -= lxr είναι κάθετο στο διάνυσμα= Kbag
rrr

+= =

= γ)=Να βρείτε το μέτρο του διανύσματος= I
2
1 g
r  όπου= Kbag

rrr
+= =

x=Εξετάσεις Εσπερινού Λυκείου=OMMO=z=
=
=
=

80.=Αν= ar Z= 2I3I2 == gb
rr

 και==η γωνία των= ar I=b
r

 είναι ίση με τη γωνία των=

b
r

I=gr  ίση με=
4
p =K=Να βρεθεί το μέτρο του=Oar -P b

r
Hgr K=

=
=
=

81.=Έστω= ar =Z=O=I= b
r

Z=5=και η γωνία των= ar I=b
r

 είναι=
3

2p K=Αν=gr ===5 ar -4b
r

I=να=

υπολογίσετε το μέτρο του=gr K=
=
=
=
82.=Έστω= ar I=b

r
 διανύσματα του επιπέδου με= ar =ZO=και= b

r
=ZP=και η γωνία το-

υς είναι=SM=μοίρεςK=Προσδιορίστε τον αριθμό χ στις παρακάτω περιπτώσε-
ις=:==

ι=)=EO arHP b
r

)∙Ear -χ∙ b
r

)Z=-O= = ιι=)=O arHP b
r

┴= ar -=χ∙b
r

=
=
=
=
83.=Δίνονται τα σημεία ΑENI=N)I==ΒEOμ =H=NI=λ=–=O)I=ΓE4I=M)=και=

ΜEPI=O)I=όπου Μ είναι το μέσο του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ=
και μ I==λ= ÂÎ K=

= α)=Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου ΒK=

= β)=Να αποδείξετε ότι τα διανύσματα==
®

ΓΜ=  και=
®

=ΑΒ=  είναι κάθεταK=
 

= γ)=Να αποδείξετε ότι ισχύει:=== ==ΓΒ==ΓΑ
®®

= K =


