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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 
 

 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΠΑΓΩΓΗ 
 

1K Η μέθοδος της μαθηματικής επαγωγής αποτελείται από δυο βήματα=:=
=

Βήμα=Nο==:=Δείχνουμε ότι η πρόταση ΡE=ν=)=είναι αληθής για το μικρότερο=
φυσικό για τον οποίο ζητείται να αποδειχθεί=I=
=
Βήμα=Oο==:=Δεχόμαστε ότι η ΡE=ν=)==ισχύει για έναν αυθαίρετο θετικό ακέ-
ραιο και δείχνουμε ότι ισχύει η σχέση=:=ΡE=ν=H=N=)I=δηλαδή δείχνουμε ότι=
ισχύει για ν=HN=

=
OK Στις ανισοτικές σχέσεις πολλές φορές λαμβάνουμε υπόψη μας τη μετα-

βατική ιδιότητα==E=αν α=[β και β=[=γ=I=τότε==α=[=γ=)=
=
PK Θυμίζουμε ότι=:==

=
α=)=το άθροισμα των==ν διαδοχικών θετικών είναι=:==
=

= N=H=O=H=P=H=4=H……K=H=ν=Z=
O

)NνEν +× =I=για κάθε==ν= *ÀÎ =

β=)=το άθροισμα των ν πρώτων θετικών περιττών είναι=:==
=
= N=H=P=H=5=H=T=H=……KKH=EOν-N)=Z=νO==I=για κάθε==ν= *ÀÎ =

=
4K Ανισότητα==Bernoulli==:=Έστω=-N= ¹£ α M=K=Τότε για κάθε ακέραιο ν=³ =O=ισ-

χύει=:=
==E=NHα=)ν=[=N=H=να==
=

=
 
ΕΥΚΛΕΙΔΕΙΑ ΔΙΑΙΡΕΣΗ 
 
 

1K Ευκλείδεια διαίρεση του α με τον β λέγεται η διαδικασία εύρεσης του πη-
λίκου π και του υπολοίπου==υ=K=

=
α=Z=β∙π=H=υ==I==M=£  υ=<= β =

=
OK Τα δυνατά υπόλοιπα του α με τον β=[M=είναι οι αριθμοί=:=M=I=N=I=…Kβ-N=
=
PK Το γινόμενο δυο διαδοχικών ακεραίων είναι άρτιος αριθμός=K=

=
=
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ΔΙΑΙΡΕΤΟΤΗΤΑ 
 
 

1K Ο β διαιρεί τον α==E=β│α=)=σημαίνει=:==
=
ι=)====το υπόλοιπο της διαίρεσης α=:=β==είναι=M=
=
ιι=)===υπάρχει ακέραιος αριθμός κ τέτοιος=I=ώστε==:=α=Z=κ∙β=
=
ιιι=)==ο β είναι παράγοντας του α=
=
ιν=)==ο α διαιρείται από τον β=
=
ν=)==ο α είναι πολλαπλάσιο του β=E=α=Z=πολβ=)=

=
OK  Ισχύουν τα παρακάτω=:==

=
α=)==άρτιος=± ==άρτιος=Z=άρτιος=
β=)==περιττός=±  περιττός=Z=άρτιος=
γ=)==άρτιος=±  περιττός=Z=περιττός=
δ=)==περιττός=±  άρτιος=Z=περιττός=

=
PK Αν α=I=β=I=γ= ΖÎ ==με β¹ M=I=γ=¹ M=και αZ=β∙γ=I=τότε=:=β│α και γ│α=
=

=
4K Αν α=I=β=I=γ= ΖÎ  με α │(β+γ)=και α│β=I=τότε=:=α│γ=
=

=
5K Αν α=I=β= ΖÎ =I=τότε=:=Eα-β)=│(αν-βν)= = I=ν *ÀÎ =

=
========Eα+β)=│(αν+βν)==I=ν περιττός φυσικός=
=======
========Eα+β)=│(αν-βν)=I==ν άρτιος φυσικός=

=
=======Από τα παραπάνω προκύπτουν οι χρήσιμες σχέσεις=:==
=
= ι=)===αν-βν=Z=πολ(α-β)=Þ  αν=Z=πολ(α-β)=H=βν==I=ν *ÀÎ =
=
= ιι=)==αν+βν=Z=πολ(α+β)=Þ  αν=Z=πολ(α+β)=–=βν==I=ν==περιττός φυσικός=
=
= ιιι=)=αν-βν=Z=πολ(α+β)==Þ  αν=Z=πολ(α+β)=Hβν==I=ν άρτιος φυσικός==
=
= ιν=)=Eα+β)ν=Z=πολα=H=βν==I==ν= *ÀÎ =
=
= ν=)=Eα-β)ν=Z=πολα=HE-N)ν ∙βν===I=ν= *ÀÎ =
=
=
=
=
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

1. Να αποδείξετε ότι=:=N∙6HO∙9HP∙NOH…KKHν∙EPνHP)Zν(νHN)EνHO)=για κάθε θε-
τικό ακέραιο ν=³OK=

=
=
2. Να αποδείξετε ότι=:=O 3 H4 3 H6 3 H…KKEOν)= 3 ZOν 2 (νHN)= 2 I=για κάθε ν *ÀÎ K=
=
=
3. Να αποδείξετε ότι ο αριθμός αn Z4 +n N5ν-N=είναι πολλαπλάσιο του=9=για=

κάθε ν *ÀÎ K=
=
=

4. Να βρείτε τις τιμές του α= ZÎ I=ώστε ο αριθμός ΑZ=
4

25 +a  να είναι ακέραι-

οςK=
=
=
5. Για κάθε πραγματικό α με α=<=N=και ν *ÀÎ  ισχύει=:=EN-α)n =³N-ναK=
=
=
6. Να αποδείξετε ότι για κάθε ν *ÀÎ ισχύει=:=4n H8n H9n [=N8νK=
=
=
7. Για κάθε φυσικό ν να αποδείξουμε ότι=:==

ι=)==N5n ³ ENHOν)ENH4ν)=
ιι=)=64n ³ ENHTν)= 2 K=
=
==

8. Να αποδείξετε ότι=:=E
6
1)

6
56

³
- n

n
n I=για κάθε ν *ÀÎ K=

=
=
9. Να γραφεί η ταυτότητα της διαίρεσης στις παρακάτω περιπτώσεις=:=
=

ι=)===αZ48=και βZ-9=
ιι=)==αZ-48=και βZ=9=
ιιι=)=αZ=-48=και βZ=-9=
=
=

10. Να βρεθούν οι θετικοί ακέραιοι οι οποίοι διαιρούμενοι με το=4=δίνουν πηλί-
κο διπλάσιο του υπολοίπουK=

=
==
11. Αν ο θετικός ακέραιος α δεν διαιρείται με τον αριθμό=5=να βρεθούν όλες οι=

δυνατές τιμές του υπολοίπου της διαίρεσης του α 2  με το=5K=
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12. Σε κάθε μια από τις παρακάτω προτάσειςI=να σημειώσετε την σωστή α-
πάντηση=:=

=
α=)==Η ισότητα της ευκλείδειας διαίρεσης του=-4N=με το=-9=είναι=:=
= Α:=-4NZE-9)∙P-N4===Β:=-4NZE-9)=∙6HNP===Γ:=-4NZE-9)=∙4-5===Δ:=-4NZE-9)=∙5H4=
=
β=)=Το γινόμενο δυο διαδοχικών ακεραίων είναι=:==
= Α: περιττός= = Β: θετικός= = Γ: άρτιος= Δ: αρνητικός=
=
γ=)==Αν ο α είναι περιττός=I=τότε ο α 2  έχει τη μορφή=:==
= Α:=4λI=λ ZÎ = = Β:=OλHNIλ ZÎ = Γ:=OλI=λ ZÎ = Δ:=8λHNI=λ ZÎ =
=
δ=)==Αν α=Z=β+γ=I=χ│α και χ│γ=I=τότε λανθασμένη είναι η σχέση=:=
= Α: χ│β= = Β: αγ│χ= = Γ: χ│αβ= Δ: χ│(α-γ)=
=
ε=)==Αν α│β και β│α=I=τότε=:=
= Α: α=β= = Β: αZ=-β= = Γ:= b<a = Δ:= b=a =
=
στ=)=Αν α│β και β 0¹ =I=τότε=:=
= Α: α<β= = Β: β<α= = Γ:= b<a = Δ:= b£a =

 
 
13. Να χαρακτηριστούν ως Σωστές ή Λάθος οι παρακάτω προτάσεις=:=
=

NK= Η σχέση=O9ZE-4)E-6)H5=είναι η ταυτότητα της ευκλείδειας=
διαίρεσης του=O9=με το=-4K= Σ========Λ=

OK= Κάθε περιττός αριθμός έχει τη μορφή=:=Oλ-N=I=λ ZÎ K= Σ========Λ=
PK= Το γινόμενο δυο ακεραίων είναι πάντα άρτιοςK= Σ========Λ=
4K= Το τετράγωνο κάθε περιττού έχει τη μορφή=:=8λHNIλ ZÎ K= Σ========Λ=
5K= Αν α│βI=τότε α│λβI=λ ZÎ K= Σ========Λ=
6K= Αν α│β και β│αI=τότε α=βK= Σ========Λ=
TK= Αν α│β και χ│ψ=I=τότε αχ│βψK= Σ========Λ=
8K= Αν χ │α και χ │β=I=τότε χ │λα+μβI=λ,μ= ZÎ K= Σ========Λ=
9K= Αν α │(β-γ)=I=τότε α │β ή α │γK= Σ========Λ=

=
=
14. Να συμπληρώσετε τα κενά στις παρακάτω προτάσεις ώστε να είναι αλη-

θείς=:=
=

α=)=Αν α │β και β │γ=I=τότε……………KK=
β=)=Ο αριθμός χ(χHN)=είναι=…………για κάθε χ= ZÎ K=
γ=)=Αν ο α είναι περιττόςI=τότε ο α= 2 έχει τη μορφή……………με λ= ZÎ K=
δ=)=Η ταυτότητα του=-5M=με το=-8=είναι=………………KK=
ε=)=Αν α │β και β │α τότε……………………=
στ=)=Αν δ= *ÀÎ I=δ │E5αHO)==και δ │ETαHP)=I=τότε δZ……………K=
ζ=)=Το άθροισμα ενός άρτιου και ενός περιττού αριθμού είναι=
…………Iενώ το γινόμενο τους είναι………………=
η=)=Αν α │β και β ¹ MI=τότε……………………K=
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15. Σε κάθε μια από τις παρακάτω προτάσεις να επιλέξετε την σωστήK=
=

α=)=Αν α=λβ+υ είναι η ταυτότητα του α με το β¹ MI=τότε:==
= Α: (β,υ)ZEλ,υ)== Β: (α,β)ZEβ,λ)= Γ:=Eα,β)ZEβ,υ)=
=
β=)=Αν λ ZÎ I=τότε ο=EOλ-NIOλHN)=είναι ίσος με=:=
= Α: O = = = Β:=N=ή=O= = Γ:=P=
=
γ=)=Αν=Eα,β)ZδI=τότε=:=

= Α: α│δ= = Β:=Eα,δ)Zβ= = Γ: E
d
b

d
Ia )ZN=

=
δ=)=Αν α│γ=I=β│γ και=Eα,β)ZN=I=τότε=:=
= Α: αβ│γ= = Β: αγ│β= = Γ: γ│αβ=
=
ε=)=Αν=E5νHNI6νHN)Zδ όπου ν ZÎ I=τότε:=
= Α: δZO= = Β: δZN= = Γ: δZP=
=
στ=)=Ο Μ.Κ.Δ των=OT9=και=NO5=είναι ο=:=
= Α:=O = = = Β:=T = = = Γ:=N==

 
 
16. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις ως Σωστές ή ΛάθοςK=
=

NK= Αν=Eα,β)Zδ και χ│α και χ│βI=τότε χ│δ= Σ========Λ=
OK= Αν α│βγ και α│β=I=τότε=Eα,γ)ZNK= Σ========Λ=
PK= Αν α│γ και β│γ=I=τότε αβ│γK= Σ========Λ=
4K= Αν=O│α και=5│α=I=τότε=NM│α= Σ========Λ=
5K= Αν α│βγ και υπάρχουν χ,ψ= ZÎ I=ώστε αχ+βψZNI=τότε α│γK= Σ========Λ=
6K= Αν α│β τότε=Eα,β)ZαK= Σ========Λ=

=
=
17. Στην ευκλείδεια διαίρεση του α με τον=TOI=το υπόλοιπο είναι=64K=Να βρείτε=

το υπόλοιπο του α με τον=N8I=α ZÎ K=
=
=
18. Να βρείτε όλους τους φυσικούς α οι οποίοι στην ευκλείδεια διαίρεση του=

6M=με τον α δίνουν υπόλοιπο=NOK=
=
=
19. Αν=NP│EPαH5)=και=NP│E44-Pβ)I=να αποδείξετε ότι=NP│(α+β)K=
=
=
20. Αν α=I=β= ΖÎ  και οι αριθμοί α=HP=και=PM=–β διαιρούνται με το=9=I=να αποδεί-

ξετε ότι και ο αριθμός α=H=β διαιρείται με το=9K=
=
=
21. Αν ο φυσικός χ=[N=διαιρεί τους ακεραίους α 12 +  και αHO=I=να αποδείξετε ότι=

χ=Z=5K=
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22. Να αποδείξετε ότι ο αριθμός α=Z=P 212 2 ++ + nn  διαιρείται με το=T=I=για κάθε=
ν *ÀÎ K=

=
23. Να αποδείξετε ότι για κάθε ν= *ÀÎ  ο αριθμός=NMνHP=∙4νHO=H5=διαιρείται με=

το=9K=
=
24. N=)==Να γράψετε στο τετράδιό σας το γράμμα που αντιστοιχεί στη σωσ-

τή==απάντησηK=Αν==T=ç=EαH5)=και=T=ç=E4M-β)=τότε:=
=
= = = αK===T=ç=Eα+β)I=
= = = βK===T=ç=Eα+βHN)I=
= = = γK===T=ç=Eα+βHO)I=
= = = δK===T=ç=Eα+β-P)K=

=
O==)==Να προσδιορίσετε τον Μ.Κ.ΔK=των ακεραίων=TO=και=NNOK=
P=)==Να εκφράσετε τον Μ.Κ.ΔK=των ακεραίων=TO=και=NNO==ως γραμμικό=

συνδυασμό των ακεραίων=TO=και=NNOK=
[=Εξετάσεις Ενιαίων Λυκείων=OMMN=]=

=
25. Έστω αI=β= *ÀÎ I=ώστε αβ│(α+β)K=

=
ι=)=να αποδείξετε ότι α│β και β│αK=
ιι=)=να βρείτε τις δυνατές τιμές των αI=β=K=

=
=
26. Αν ο φυσικός δ διαιρεί τους αριθμούς=4α 2 HPα-5=και=Oα 2 +α-OI=να αποδεί-

ξετε ότι=:=
=

ι=)=δ│(α-N)= = ιι=)=δ│EPα-O)= = ιιι=)=δZN=
=
=
27. Δίνονται οι αριθμοί=O45==και==95K=
=

ι=)==να βρείτε τον Μ.Κ.Δ τουςK=
ιι=)=να γράψετε τον δ ως γραμμικό συνδιασμό των=O45I=95K=

=
=
28. α= )= Να αποδείξετε ότι το γινόμενο δύο περιττών ακεραίων αριθμών είναι=

περιττός ακέραιος αριθμόςK=

β=)=Να αποδείξετε ότι αν ο α είναι ακέραιοςI=τότε και ο=
( )==

O
N==α=α==

O +
 εί-

ναι ακέραιοςK=
=

γ=)=Αν===ο α είναι περιττός ακέραιοςI=να αποδείξετε ότι ο==

=
( )==

O
N==α=α==

O +
είναι επίσης περιττός ακέραιοςK=

[=Εξετάσεις Ενιαίων Λυκείων=OMMO=]=
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=
29. Δίνονται οι ακέραιοι α και β με=EαI=β)=Z5K=Οι ευκλείδειες διαιρέσεις μέχρι να=

προκύψει υπόλοιπο μηδένI=οι οποίες χρειάζονται στον αλγόριθμο του Ε-
υκλείδη για την εύρεση του=EαI=β)I=δίνουν πηλίκα=8I=O=και=P=αντίστοιχαK=Να=
βρείτε τους αριθμούς αI=β=K=

=
30. Δίνονται οι αριθμοί α=Z=4PTP=και β=Z=8O6K=
=

α=)=να βρείτε τον=E4P65I=8N9=)=και να τον γράψετε ως γραμμικό συνδυ-
ασμό των αI=βK=
=
β=)=στην ευκλείδεια διαίρεση των αI=β με τον φυσικό χ ¹ M=παίρνουμε=
αντίστοιχα υπόλοιπα=8=και=TK=Να βρείτε τον αριθμό χK=
=
=

31. Δίνονται οι αριθμοί αZ=κ-N=και βZ=PκHNI=όπου κ ZÎ K=
=

α=)=αν ο α είναι περιττόςI=να δείξετε ότι και ο β είναι περιττόςK=
=
β=)=να προσδιορίσετε τις τιμές του κ ώστε ο α να διαιρεί τον βK=
=
γ=)=να αποδείξετε ότι=:=
= ι=)=EOαHNIβ-P)ZN= = ιι=)=[O=αHNIβ-P=]=Z=6κ 2 -TκHO=

=
=
32. Αν ο α είναι άρτιος ακέραιος=I=να αποδείξετε ότι=:==
=

α=)=EαHN)= 2 -N=Z=4λ=I=λ ZÎ = = β=)=
4

22)3E)1E 222 +-++++ aaaa ZPμI=

όπου μ= ZÎ K=
=
=
33. ===α=)=Αν ο ακέραιος αριθμός λ δεν διαιρείται με το=P=I=να αποδείξετε ότι ο=======

λ 2 H5=είναι πολλαπλάσιο του=PK=
=========β=)=να αποδείξετε ότι για κάθε τιμή του ακεραίου κI=ο ακέραιος κ(κ 2 H5)=

είναι πολλαπλάσιο του=PK=
=
=
34. Δίνονται οι αριθμοί α=Z=OκHO=και==β=Z6κHTI=όπου κ= ZÎ K=Να αποδείξετε ότι=:=
=

α=)=οι αριθμοί=Pα και β είναι πρώτοι μεταξύ τουςI=
=
β=)=το υπόλοιπο του=Oβ-α με το=NM=είναι=OI=
=
γ=)=αν ο κ είναι πολλαπλάσιο του=TI=τότε ο α+β-O=είναι πολλαπλάσιο του=
TK=

=
=
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35. Δίνονται οι ακέραιοι χ=Iψ και ω για τους οποίους ισχύει=:=Pχ-TψHN8ωZMK=
Να δείξετε ότι=:=

=
α=)=P│ψ και=T│(χH6ω)= = = β=)=T│(χ-ω)K=

=
=
=
36. Δίνεται το πολυώνυμο Ρ(χ)=Z=αχ 2 +βχ+γ=I=με αI=β=I=γ= ZÎ K=Έστω ότι=:=

T=│Ρ(χ)=I=για κάθε χ= ZÎ K=Να αποδείξετε ότι=:=
=
 α=)=T│γ=
= =
 β=)=T│(α+β)=και=T│(α-β)=
=
 γ=)=T│α και=T│β=
=
 δ=)=αν ΡET)=ZM=I=τότε=ON=│ΡENM)K=

=
=
37. Δίνεται το πολυώνυμο Ρ(χ)=Z=αχ 3 +βχ 2 +γχ+δ με αI=β=I=γI=δ= ZÎ K=Αν=T│Ρ(χ)=

για κάθε χ ZÎ I=να αποδείξετε ότι=:=
=

α=)=T│δ= = β=)=T│(α+β+γ)= = γ=)=T│(α-β+γ)=
=
δ=)=T│β και=T│(α+γ)== = = = ε=)=T│α και=T│γK=

=
=
38. Έστω αÎΖK=Να αποδείξετε ότι:=
=
= = α=)=Ο αριθμός αP==παίρνει την μορφή=
= = =====αP=Z=8k==όπου==kÎΖ==ή==αP=Z=OkHN==όπου==kÎΖ=K=

=
= = β=)=Ο αριθμός α(αOHN)==είναι άρτιοςK=

[=Εξετάσεις Ενιαίων Λυκείων=OMMP=]=
=
=

39. Δίνονται οι ακέραιοι αZ=5λHO=και β=Z=6μHNI=όπου λI=μ= ZÎ K=
=

α=)=Ποιο το υπόλοιπο του α με το=5=και ποιο του β με το=6=;=
=
β=)=Αν α=βI=να δείξετε ότι μ=Z=5ρ=H=NI=όπου ρ ZÎ K=
=
γ=)=Ένας αριθμός χ διαιρούμενος με το=5=δίνει υπόλοιπο=O=και διαιρού-
μενος με το=6=δίνει υπόλοιπο=NK=Να αποδείξετε ότι ο χ διαιρούμενος με=
το=PM=δίνει υπόλοιπο=TK=
=
=
=

=


