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ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ  ΛΟΓΙΣΜΟΣ 
 
 
 
 

ΘΕΩΡΙΑ – ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
=
=
=
=
=
=



ΚΕΦΑΛΑΙΟ=NΟ==ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ=

Επιμέλεια= =:=Κοσόγλου= =Ιορδάνη= =μαθηματικού= = P=

ΧΡΗΣΙΜΕΣ  ΓΝΩΣΕΙΣ   Α’ – Β’  ΛΥΚΕΙΟΥ=
=
ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ 
=
NK===Ea-β)Ea+β)=a OO b- =
O.===Ea OOO O) bbb +±=± aa =
P.===Ea POOPP PP) bbbb ±+±=± aaa =
Q.===Ea+β+γ) gabgbgb OOOOOOO +++++= aa =
RK===a ))EE OOPP bbbb +±=± aaa m =
SK===a bbb aa O)E OOO -+=+ =
TK===a )EP)E PPP bbbb +-+=+ aaa =
8K===Ex+a).Ex+β)==x bb axa +++ )EO =

9K===a ])E)E))xEE
O
NP OOOPPP aaaa -+-+-++=-++ ggbbgbbggb =

NMK=Αν==a+β+γ=0=ή=a=β=γ==τότε=:=a bggb aPPPP =++ =
NNK=a )KKKKKKKKK)EE NOON ---- ++++-=- nnnnnn aaaa bbbbb =
=
=
ΤΡΙΩΝΥΜΟ 
=
Έστω=f=Ex)==ax gb ++ xO =I=a M¹ ,=a,β=,γÎoI==Δ= gb aQO - ==EΔιακρίνουσα)=
=
NK Ρίζες==τριωνύμου=
=

·= Δ[M== ¾®¾  Το τριώνυμο έχει=O=άνισες ρίζες στον=o=με ρίζες==

ρ
aOOIN

D±-
=

b =

·= Δ=M== ¾®¾  Το τριώνυμο έχει=N=διπλή ρίζα την ρ=
aO
b- =

·= ΔYM== ¾®¾  Το τριώνυμο δεν έχει ρίζες στο σύνολο των πραγματικώνK=
=
OK Παραγοντοποίηση Τριωνύμου=

·= Δ[M=== ¾®¾  τότε:=fEx)=α=Ex-ρ N )Ex-ρ O )=όπου==ρN I=ρ O οι ρίζεςK===
·= Δ=M=== ¾®¾  τότε:=fEx)=α=Ex-ρ) O  όπου ρ η διπλή ρίζα του τριωνύμουK=
·= ΔYM=== ¾®¾  τότε:=Δεν παραγοντοποιείται στον=oK=

=
PK Πρόσημο Τριωνύμου===Eax O +βχ=+γ=[=ή=<0)=
=

·= Δ[M===à===Ομόσημο του α εκτός των ριζών δηλαδή στην ένωση====
E I¥- ρ N )È (ρ O IH¥ )==και ετερόσημο του α εντός των ριζών=EρN ,ρ O )K=
=
·= Δ=M===à===Ομόσημο του α στο διάστημα=E-¥ ,ρ)=È (ρIH=¥ )K=
=
·= ΔYM===à===Ομόσημο του α σε όλο το=oK=
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Επιμέλεια= =:=Κοσόγλου= =Ιορδάνη= =μαθηματικού= = Q=

4K Άθροισμα και γινόμενο ριζών=
=

α)==Αν==f=Ex)==ax O +βχ=+γ==I=a M¹ , Δ³ M=τότε:=
=

= = Άθροισμα=:=S===ρN H=ρ O =
a
b- =

= = Γινόμενο===:=m===ρN .ρ O =
a
g =

= β)==Για να βρούμε=O=αριθμούς ρN I=ρ O  των οποίων γνωρίζουμε το άθροισμα=S=
και το γινόμενο=m=λύνουμε την εξίσωση== MO =+- mSxx =EN)K=Οι λύσεις της=EN)=είναι=
οι ζητούμενοι αριθμοίK=
=
=

ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΠΟ ΤΗ ΘΕΩΡΙΑ ΤΟΥ ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ=
=
 
ΠΡΑΞΕΙΣ ΜΕΤΑΞΥ ΟΡΙΩΝ E ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΟΡΙΩΝ ) 
=
Αν==ισχύει για δυο συναρτήσειςI=

M

lim
xx®

fEx)=l===και====
M

lim
xx®

gEx)=m,==l,mÎ =o==τότε=:=

NK=
M

lim
xx®

E=fEx)+=gEx))==l+=m=

OK=
M

lim
xx®
(α.=fEx))=α=·=l=

PK=
M

lim
xx®

=E=fEx).=gEx))==l·=m=

QK=
M

lim
xx® )E

)E
xg
xf =

m
l ,=m= M¹ =

RK= =
M

lim
xx®

=x=fEx)] n ==l n =

SK=
M

lim
xx®

k xf )E = k l ,=fEx)=³M=σε περιοχή του= Mx K=

=

=
=

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Αν υπάρχει το όριο του αθροίσματοςI=του γινομένου και του=
πηλίκου των δυο συναρτήσεων=fEx),=gEx)=τότε υπάρχουν πάντα τα όρια των=fEx),=
gEx)X=
=
ΑΠΑΝΤΗΣΗ:=ΟΧΙ===Προσοχή στο παρακάτω παράδειγμαK=Έστω=

fEx)=
x
x

xg
x
x

-=)EI  τότε=:==========
M

lim
xx®

E=fEx)+=gEx))=0=για= Mx =MI==

= = = = =====
M

lim
xx®

=E=fEx).=gEx))=-N=για= Mx =M=

= = = = ====
M

lim
xx®

N
)E
)E

-=
xg
xf  για= Mx =MK=

Ενώ τα όρια της=fEx),=gEx)=στο=M=δεν υπάρχουν διότι:=fEx)=
î
í
ì

MN
MN

<-
³

x
x

.Ομοίως=

ισχύει για την=gEx).=
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Επιμέλεια= =:=Κοσόγλου= =Ιορδάνη= =μαθηματικού= = R=

ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΟΡΙΟΥ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ=
=
Αν Ρ(χ)=I=nEχ)=δύο πολυώνυμα τότε ισχύουν:=
=

NK 
M

lim
xx®
Ρ(χ)=ΡE Mx ), για κάθε= Mx oÎ =

OK 
M

lim
xx® )E

)E
)E
)E

M

M

xn
xm

xn
xm

= =για κάθε= Mx oÎ  με=nE Mx ) M¹ =

=
Μερικές φορές μετά την εφαρμογή της=EO)=προκύπτουν κάποια προβλήματαI=για πα-
ράδειγμα ο αριθμητής και ο παρανομαστής μηδενίζονται στη θέση χ= Mx K=Τότε επεμ-
βαίνω με σκοπό να άρω την απροσδιοριστία ως εξής:=
=
= α) Στις ρητές κάνω παραγοντοποίηση=I=σχήμα=eloNEo=I=γνωστές ταυτότητες=
και μετά κάνω απλοποίησηK=
= β) Στα ριζικά όπου υπάρχει φαινόμενο συζυγούς παράστασης πολλαπλασιάζω=
και διαιρώ με αυτήK=Παρακολουθήστε τα παρακάτω=O=παραδείγματαK=
=

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ Nο=:=Να υπολογιστεί το=
R

lim
®x OM9

OR
O

O

+-
-
xx

x =

Εφαρμόζοντας την=EO)=βλέπω ότι είμαι στην περίπτωση=
M
M K=Κάνω παραγοντοποίηση=

μετά απλοποίηση και προκύπτει:=

R
lim
®x OM9

OR
O

O

+-
-
xx

x =
R

lim
®x

=
--
+-

)Q)ERE
)R)ERE

xx
xx

R
lim
®x

NM
)QE
)RE
=

-
+

x
x =

=

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ Oο=:=Να υπολογιστεί το όριο=
M

lim
®x x

xx --+ 99 K=

Όμοια βλέπουμε ότι είναι η περίπτωση=
M
M .Πολλαπλασιάζουμε και διαιρούμε με την=

συζυγή παράσταση και μετά κάνουμε απλοποίησηK=Συνεπώς προκύπτει:=

M
lim
®x x

xx --+ 99 =
M

lim
®x )99E

)99)E99E
xxx

xxxx
-++

-++--+ ==

M
lim
®x P

N
99

Olim
)99E

Olim
)99E

)9E)9E
MM

=
-++

=
-++

=
-++

--+
®® xxxxx

x
xxx

xx
xx

=

=
=
=ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΕ ΣΗΜΕΙΟ  
=
Μια συνάρτηση==fEx)I=με πεδίο ορισμού Α καλείται συνεχής στο σημείο= Mx  όταν:=
=
= ι)=το= Mx  ανήκει στο πεδίο ορισμού της=
= ιι)=υπάρχει το όριο της=fEx)=στο= Mx =
= ιιι)=

M

lim
xx®

fEx)===fE Mx )=
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ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΕ ΔΙΑΣΤΗΜΑ 
 
v= Μια συνάρτηση ορισμένη στο= EαI= β)= καλείται συνεχής στο= EαI =β) =όταν είναι=

συνεχής σε κάθε σημείο= Mx  που ανήκει στο=EαI=β)K=
v= Όταν η= fEx)=ορίζεται σε διάστημα= x =αI =β= ] =τότε καλείται συνεχής στο=x =αI =β= ] =

όταν=:=
= = ι)=είναι==συνεχής στο=EαI=β)==
= = ιι)=

+®ax
lim fEx)==fEα)====και====

-®bx
lim fEx)==fEβ)=

=
Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ E ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΕΡΜΗΝΕΙΑ) 
=
Έστω μια συνάρτηση=fEx)=ορισμένη σε ένα διάστημα Δ και= Mx ÎΔK=Θα λέμε ότι η=fEx)=

είναι παραγωγίσιμη στο= Mx I= όταν υπάρχει το όριο
M

lim
xx® h

xfhxf )E)E MM -+ = και είναι=

πραγματικός αριθμόςK= Το όριο αυτό ονομάζεται παράγωγος και συμβολίζεται με=
fE Mx )΄.=Γεωμετρικά==η παράγωγος στο= Mx  είναι=:{η κλίση της εφαπτομένης της γρα-
φικής παράστασης της= = fEx)= στο= Mx }={ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης=
της==fEx) στο= Mx }K=Επίσης η παράγωγος της===fEx) στο= Mx εκφράζει το ρυθμό μεταβολής=
της=fEx)=ως προς χ όταν χ== Mx K=
=
ΣΧΕΣΗ ΣΥΝΕΧΕΙΑΣ ΚΑΙ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΙΜΟΤΗΤΑΣ 
 

ΘΕΩΡΗΜΑ=
=

Έστω=fEx)=συνάρτηση με πεδίο ορισμού το ΑK =Αν η= fEx)=είναι παραγωγίσιμη σε ένα=
Mx  του==Α τότε=Þ  η=fEx)=συνεχής στο= Mx  του ΑK=

=
Προσοχή>=
=
Το αντίστροφο του Θεωρήματος δεν ισχύειK=Πάρτε για παράδειγμα την=fEx)=== x K=Εί-
ναι συνεχής στο= Mx =M=αλλά δεν είναι παραγωγίσιμη στο= Mx =MK=
=
Παρατήρηση=
=
Σε κάθε Θεώρημα στα μαθηματικά ισχύει πάντα και το αντιθετοαντίστροφο του Θε-
ωρήματοςK=Δηλαδή ισχύει ότι:== =
= η=fEx)=όχι συνεχής στο= Mx Þ  η=fEx)=όχι παραγωγίσιμη στο= Mx K=
=
ΚΑΝΟΝΕΣ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ 
=
= NK=EfEx)=± =gEx))΄==fEx)΄= ± ==gEx)΄====x=Παράγωγος αθροίσματος και διαφοράς==]========
=
= OK=EαK=fEx))΄=α.=fEx)΄===x=Παράγωγος γινομένου αριθμού με συνάρτηση=]=
=
= PK=EfEx).=gEx))΄==fEx)΄.=gEx)+=fEx).=gEx)΄=[Παράγωγος γινομένου συναρτήσεων]=
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Επιμέλεια= =:=Κοσόγλου= =Ιορδάνη= =μαθηματικού= = T=

= QK=E
)E
)E)

)E
N

O xg
xg

xg
¢-

=¢ =

=

= RK=E
)E

)E)E)E)E)
)E
)E

O xg
xgxfxgxf

xg
xf ¢×-×¢

=¢ ==x=Παράγωγος πηλίκου=]=

=
= SK=xfEgEx))]΄==f=΄EgEx))K=g΄=Ex)===x=Παράγωγος Σύνθεσης συνάρτησης=]=
=
ΠΙΝΑΚΑΣ ΠΑΡΑΓΩΓΩΝ ΒΑΣΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
=

ΒΑΣΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΣΥΝΘΕΤΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
(α)΄=0,=α ÂÎ = --=

(χ)΄=1= --=
(χν)΄=ν=xν-1= xf(x) )E)E] N xfxf ¢×=¢ -kk k =

(
x

x
O

N) =¢ = (
)EO

)E))E
xf

xfxf
¢

=¢ ,f(x)=³0=

(ημ χ=)΄=συν χ= (ημ=f(x))=΄=(συν=f(x))=∙f(x)΄=
(συν χ=)΄==-=ημ χ= (συν=f(x))΄==-=ημ=f(x)=∙f(x)΄=

(=ln=x=)΄=
x
N

= (=ln=f(x))΄=
)E
)E

xf
xf ¢

,=f(x)[0=

(e xx e=¢) = ( )E) )E)E ¢=¢ xfee xfxf =
 
ΕΞΙΣΩΣΗ ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗΣ 
=
Έστω=fEx)=συνάρτηση ορισμένη σε διάστημα ΔK=Έστω επίσης Α=E Mx I=fE Mx ))=σταθερό=
σημείο της γραφικής παράστασης της=fEx). Η εξίσωση της εφαπτομένης της συνάρτη-
σης στο σημείο Α= δίνεται από τον παρακάτω τύπο:=
= ============= ε:== y=-=fE Mx )=f=΄E Mx )∙(χ-= Mx )=
Συνεπώς όταν μας ζητάνε να βρούμε την εξίσωση εφαπτομένης μιας συνάρτησης σε=
κάποιο σημείο αρκεί να υπολογίσουμε πρώτα την παράγωγο της συνάρτησης στο=
συγκεκριμένο σημείο και μετά να αντικαταστήσουμε το σημείο που συνήθως μας δί-
νουνε στην παραπάνω σχέσηK=Σε αυτό το σημείο πρέπει να θυμηθούμε κάποιες χρή-
σιμες προτάσεις πάνω στην παραλληλία και την καθετότητα ευθειώνK==

=

ΠΑΡΑΛΛΗΛΙΑ=-==ΚΑΘΕΤΟΤΗΤΑ==ΕΥΘΕΙΩΝ===
Έστω οι ευθείες==εN :=y===α NN b+x =και ε O :=y=== OO b+xa K=Από παλαιότερες τάξεις==
γνωρίζουμε ότι:==
à= {οι εN I=ε O  είναι παράλληλες=}Þ {οι συντελεστές διεύθυνσης τους είναι=

ίσοι}Þ { ON aa = }K=
à= {οι εN  και ε O  είναι κάθετες=}Þ {το γινόμενο των συντελεστών διεύθυν-

σης είναι ίσο με=-N}Þ { NON -=aa }=
=
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Επιμέλεια= =:=Κοσόγλου= =Ιορδάνη= =μαθηματικού= = 8=

ΕΥΡΕΣΗ ΜΟΝΟΤΟΝΙΑΣ – ΑΚΡΟΤΑΤΩΝ 
=
Για την εύρεση των ακροτάτων μιας συνάρτησης ακολουθούμε ένα ένα τα παρακάτω=
βήματα:=
=
v= Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού της=fEx).=
v= Βρίσκουμε την παράγωγο της και που ορίζεταιK=
v= Υπολογίζουμε τις ρίζες της παραγώγου=E=αν υπάρχουν=)K=
v= Σχηματίζουμε πίνακα με το πρόσημο της παραγώγου της συνάρτησης εκατέ-

ρωθεν των ριζών τηςK=
v= Αν= f= ΄E Mx )=0=για κάποιο= Mx Î(α,β) =και=== f= ΄Eχ)[0= " χÎ(αI= Mx ) =και== f =΄Ex=)YM=

" Mx ÎE Mx ,β)=τότε το= Mx  είναι τοπικό μέγιστο της συνάρτησηςK=
v= Αν=f= ΄E Mx )=0=για κάποιο= Mx Î(α,β)=και==f=΄Ex)=YM=" χÎ(αI= Mx )=και===f=΄=Eχ)=[M=

" Mx ÎE Mx ,β)=τότε το= Mx  είναι τοπικό ελάχιστο της συνάρτησηςK=
=
ΠΡΟΣΟΧΗ>=Αναζητούμε τα ακρότατα μιας συνάρτησης μεταξύ των άκρων του διασ-
τήματος που ορίζεται η συνάρτησηI=μεταξύ των σημείων που μηδενίζουν την πρώτη=
παράγωγο και τέλος των σημείων για τα οποία δεν ορίζεται η παράγωγοςK=
=
=

=
=
=

 
 
 
 
 
 
 
 

ΓΕΝΙΚΕΣ  ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 
=
=
v= Ένα ολικό ακρότατο είναι πάντοτε τοπικό ακρότατοI=ενώ το αντίστροφο=

δεν ισχύει πάντοτεK=
v= Το τοπικό μέγιστο και το τοπικό ελάχιστοI=όταν υπάρχουν δεν είναι μονα-

δικάK=
v= Ένα τοπικό ελάχιστο μπορεί να είναι μεγαλύτερο από ένα τοπικό μέγιστοK=
v= Τα άκρα αI=β του διαστήματος Δ μπορεί να είναι σημεία τοπικών ακροτά-

των της συνάρτησηςK=
v= Εσωτερικά σημεία του διαστήματος Δ λέγονται τα σημεία του Δ τα οποία=

δεν είναι άκρα τουK=
v= Αν εκατέρωθεν της ρίζας== Mx  της εξίσωσης===fE Mx )΄=0=η πρώτη παράγωγος=

δεν αλλάζει πρόσημο τότε στο σημείο= Mx  δεν έχουμε τοπικό ακρότατοK=
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
=
NK    Να προσδιοριστούν τα πεδία ορισμού των παρακάτω συναρτήσεων:=
=

NK=φEx)=
PRO

O
O +-
-

xx
x == = OK=τEx)=

x
x ONS - =

=

PK=hEx)=
O

N
+
-

x
x = = = QK=fEx)= P O-x =

=
OK    Δίνεται η συνάρτηση=:=hEx)=== Ox -NK=
 α=)=για ποιες τιμές του=x= ÂÎ  έχουμε=:=hEx)===MK=
= β=)=για ποιες τιμές του=x= ÂÎ  έχουμε=:=hEx)=[=MK=

= γ=)=βρείτε το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων:=fEx)==
N

O
O -x

x ,φEx)=== NO -x  K=

=
PK    Δίνεται η συνάρτηση=:=fEx)===x=–=QK=
= α=)=για ποιες τιμές του=x= ÂÎ I=έχουμε=:=fEx)===MK=

= β=)=να βρεθεί το πεδίο ορισμού της=:=hEx)===
Q
NO

-
-

x
x =K=

=
4K    Δίνεται η συνάρτηση=:=fEx)=== Ox -=P∙x=H=O=K=Να βρείτε=:==
 α=)=το πεδίο ορισμού τηςK=
= β=)=για ποιες τιμές του=x ÂÎ  έχουμε=:=fEx)===MK=

= γ=)=το πεδίο ορισμού της=hEx)===
OP

O
O +- xx

x K=

=
RK    Δίνονται οι συναρτήσεις=:=fEx)=== Ox -Q∙x-O= hEx)===P∙x-OI=x ÂÎ K=Να βρείτε=:=
= α=)=τον τύπο της=fEx)H=hEx)=καθώς και το πεδίο ορισμού τηςK=
= β=)=τον τύπο της=fEx)=∙hEx)=καθώς και το πεδίο ορισμού τηςK=

= γ=)=τον τύπο της=
)E
)E

xh
xf  καθώς και το πεδίο ορισμού τηςK=

=
6K    Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων=:=
=

= α=)=fEx)===
PR

9
O

O

+
-

x
x  β=)=fEx)===

NO
OS

O -+
-
xx

x == γ=)=fEx)===
)O)EPEO
)P)EPEP

-+
+-

xx
xx =

=
TK    Ομοίως=:==

= α=)=hEx)=== SP -x  β=)=hEx)=== NR8 +x = = γ=)=hEx)===
N-x

x =

=
8K    Ομοίως=:=

= α=)=τEx)==ln=EOR-xO=)= β=)=τEx)==
)QlogE

S
-

-
x

x = = γ=)=τEx)== )NlnE -x =
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9K    Για τις συναρτήσεις=fEx)IgEx)=γνωρίζουμε ότι ισχύει:
M

lim
®x

fEx)===P=και
M

lim
®x

=gEx)===-N=

Υπολογίστε τα όρια=:==
= =

ι=)=
M

lim
®x

xO=fEx)-=x=]= = ιι=)=
M

lim
®x )E

N)E
xf

xg + = =======ιιι=)=
M

lim
®x )E

N)E
xg

xf +
=

=
=
NMK   Αν= O)ElimIN)Elim

PP
==

®®
xgxf

xx
I=να υπολογίσετε τα όρια:==

= =

= = α)=
x
xf

x

)Elim
P®

= = = β)=
O)E
N)Elim

P +
-

® xg
xf

x
=

=
=
NNK   Υπολογίστε τα όρια=:=
= =

= = ι=)=
N

lim
®x xx

x
-
-

P

P N == = ==ιι=)=
O

lim
®x O

O

Q
NMP

x
xx

-
-+ ========ιιι=)=

P
lim
®x x

xx
-

+-
P

9SO

= =
=
NOK Ομοίως=:==
=

= = = = = = = = ι=)=
P

lim
®x SO

RNR
-
-

x
x = = ==ιι=)=

O8
NOlim O

O

O
N -

-+

® x
xx

x
= = = = = = = = ιιι=)=

8Q
PNOlim

O

O +
-

-® x
x

x
=

=
=
NPK   Ομοίως τα όρια=:=
=

= ι=)==
M

lim
®x NN

OQ
O

O

-+

-+

x
x = = =  ιι=)=

P
lim
®x P

P O

-
-

x
xx

==============ιιι=)=
O

NSlim
O

Q -
-

® x
x

x
=

=
=
N4K   Ομοίως=:=
=

= ι=)=
x

x
x -

-
® NS

Qlim
NS

== ========ιι=)=
9

ONlim OP -
-+

® x
x

x
===========ιιι=)=

O
lim
®x 8O

PRO

-
-+

x
x =

=
 
NRK   Ομοίως=:=
=

= ι=)=
OR)SE
OT)QElim O

P

N -+
-+

-® x
x

x
======== ιι=)=

x

x
x NN

NN
lim

O

N
+

-

-®
= = ιιι=)=

O

O 8O

ON
lim

x

x
x

-

+

-®
=

=
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N6K   Ομοίως=:=
=

========i)==
O
NSlim

Q

O -
-

® x
x

x
= = ii)=

N
RPOlim O

O

N -
-+

® x
xx

x
= = iii)

OP
OOlim OO +-

-+
® xx

xx
x

=

=

iv)==
x

x
x

N)NElim
P

M

-+
®

=

=
 
NTK   Να προσδιορίσετε την τιμή του αI=ώστε να είναι συνεχείς οι συναρτήσεις=
=

i)=fEx)===
î
í
ì

NI

NI
N

NO O

=

¹
-

--

xa

x
x

xx
== = ii)=fEx)===

ïî

ï
í
ì

-=

-¹
+
-

OI

OI
SP
8O O

xa

x
x
x

=

=

iii=)=fEx)===
î
í
ì

=
¹-
RI

RINO

xa
xx

=

=
N8K   Μελετήστε ως προς τη συνέχεια τις παρακάτω συναρτήσεις=:=
=

 α)=fEx)===
î
í
ì

QIS

QI
Q

8OO

=

¹
-

--

x

x
x

xx
I = = β)=fEx)===

î
í
ì

¹-
=

PINPR
PIO

xx
x

=

=

 γ=)=fEx)===
ïî

ï
í
ì

=

¹
-
--

OIR

OI
O

OO

x

x
x

xx
=

=
=

N9K  Δίνεται η συνάρτηση=fEx)===
ïî

ï
í
ì

=-

¹
-
-

NINO

NI
N
N

xa

x
x
x

K=Αν= NM)OPElim =-
®

x
ax

I=να εξετάσετε αν=

η=fEx)=είναι συνεχής στο=xM===NK=
=
=
=

OMK   Δίνεται η=fEx)====
î
í
ì

=
¹-+

NINO
NIPO

x
xxax b   I=να βρείτε την τιμή του α ώστε η=fEx)==να=

είναι συνεχής και η γραφική παράσταση της να διέρχεται από το σημείο=EOIQ)K  =
=
=
=
ONK   Βρείτε τον τύπο της παραγώγου σε κάθε μια από τις παρακάτω συναρτήσεις=:==
=

ι)=fEx)==χ+ημχ== ιι)=φ(χ)===e x H Ox = = ιιι)=fEx)===χ Q8T +-x =
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ιν)=fEx)==OK∙ Ox -N= νι)=fEx)===PK∙ RlnN
+-

x
x  νιι)=φ(χ)==ln=xHlnS=

=
= νιιι)=φ(χ)===ημχ-=ln=x= ιχ=)=fEx)===χR=–χP=Hχ= = χ=)=fEx)===PχO-QχHO=
=
= χι=)=fEx)=== x +συνχ χιι=)=fEx)===RχHP-χQ=
= = =
=
OOK   Ομοίως με τις παρακάτω συναρτήσεις=:==
=

ι)=fEx)==Eχ-N)=K∙ x = = = = = ιι)=fEx)==Eχ-N)=K∙= Ox  ιιι)=fEx)===χ O .∙ln=x=
=

= ιν)=fEx)==
O
N

+
-

x
x = = ν)=fEx)== O

ln
x

x = = νι=)=fEx)===
x

x
ln

P

=

=
= νιι)=fEx)=== Ox =K∙=e x = = νιιι)=fEx)===E Ox =HN)=K∙ Rx =
=

ιχ)=fEx)===O=·e x H=χ=-
x
N == χ)=fEx)===- Ox -O·χ+ e == =

 
OPK   Ομοίως με τις παρακάτω συναρτήσεις=:=
=

ι=)=fEx)===ln=Eσυνχ)= = ιι=)=fEx)=== xxe ×+OR O

= = ιιι)=fEx)=== P O R+x =
=
ιν=)=fEx)===EOχHP)R= = ν=)=fEx)=== xeP = = = νι)=fEx)===ημ(συνχ)=
=
νιι=)=fEx)===EPχOHR)P= = νιιι=)=fEx)===ημOχ= = ιχ=)=fEx)===συνPχ=
=
χ=)=fEx)===ln=EPχOHR) = = χι=)=fEx)=== NRP ++ xxe =

=
O4K   Ομοίως=:==
=
= α=)=fEx)===ημPEQχ)= = β=)=fEx)===ERχO-P)R= = = = = = = = γ=)=fEx)===lnEχO-Q)=
=
= δ=)=fEx)=== RQO O +- xx = ε=)=fEx)===ημQχ-συνQχ======= στ)=fEx)===χP ∙ημEOχ)=
=
= ζ=)=fEx)===lnEχOHN)H NO -xe = η=)=fEx)===ημ(χP)= =======θ=)=fEx)===συνEPχHN)=
=
= ι=)=fEx)=== NO -x = = ια=)=fEx)===συνPEOχHN)========ιβ=)=fEx)===χ ∙ημPχ=
=
ORK   Να βρείτε την παράγωγο των παρακάτω συναρτήσεων στο=xM=:=
=
= α=)=fEx)===χO-O= I= xM====-N== = β=)=fEx)===8χQ-χP===I=xM===N=
=
= γ=)=fEx)===αPHO=αO ∙χO-χPHO===I=xM== =M = = δ=)=fEx)===EχO-N)=∙=lnχ==I=xM===N=
=
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ε=)=fEx)===ημEOχ)==I=xM===
8
p = = = στ=)=fEx)===

x
xln ===I=xM=== e =

=
O6K    Αν=fEx)===συνχ=–=ημχ=I=να αποδείξετε ότι=:=f=΄΄Ex)=H=fEx)===M=I=για κάθε χ ÂÎ K=
=
=
OTK   Αν=fEx)===P=∙συνERχ)=-=T=∙ημERχ)=I=να αποδείξετε ότι=:=f=΄΄Ex)=H=OR=∙=fEx)===MK=
=
=
O8K   Αν=fEx)===OχO=Hχ=I=να αποδείξετε ότι=:=χ ∙ENH=f==΄Ex)=)===O=∙=fEx)K=
=
=
O9K   Αν=fEx)=== axax ee -+ I=δείξτε ότι=:=f=΄΄Ex)===αO ∙=fEx)K=
=
=

PMK   Αν=fEx)===χ ∙ημElnχ)I=δείξτε ότι=:=χ ∙=f=΄΄Ex)=H=
x

xf )EO ===f=΄Ex)K=

=
PNK   Έστω συνάρτηση=fEx)===συνE xe +α=)=KΔείξτε ότι=:=f=΄΄Ex)=-= xe ∙f=΄Ex)=H= xeO ∙fEx)===M=
=
=
POK   Δίνεται η συνάρτηση=:=fEx)===ημO(α∙χ)I==χ ÂÎ I=α ÂÎ K=Να βρείτε την τιμή του α=
ώστε να ισχύει=:=f=΄΄Ex)=H=Q=αO∙fEx)===OK=
=
=
PPK   Δίνεται η συνάρτηση=:=fEx)=== axe K=
=
= α=)=να δείξετε ότι=:=α∙f=΄Ex)=–=f=΄΄Ex)===M=I=για κάθε χ= ÂÎ I=
=
= β=)=να βρείτε τις τιμές του α=I=ώστε να ισχύει η σχέση=:==
=

f=΄΄Ex)=H=O=∙=f=΄Ex)===P=∙=fEx)I=για κάθε χ= ÂÎ K=
=
=

P4K   Αν=fEx)=== OQ x+
k I=να βρείτε την τιμή του κ= ÂÎ I=για την οποία η εφαπτομένη της=

fEx)=στο σημείο με τετμημένη=-N=να είναι κάθετη στην ευθεία=:=ψ===-RχHOK=
=
=
PRK   Αν=fEx)===PχO=–α ∙χ+βI=να βρείτε τα α=I=β= ÂÎ =Iώστε η εφαπτομένη της=fEx)=στο=
σημείο=ENIQ)=:=
=
= α=)=να έχει κλίση=-OI=
=
= β=)=να διέρχεται από το=EPIR)I==
=
= γ=)=να σχηματίζει γωνία=SMMI=με τον χχ Í=
=
= δ=)=να είναι παράλληλη στην ευθεία=:=QχHOψ===NK=
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P6K   Δίνεται η=fEx)===
P

Ox I=x ÂÎ K=Να βρείτε=:==

= α=)=fEP)΄=
= β=)=το συντελεστή διεύθυνσης της εφαπτομένης της=fEx)=στο=x==PK=
= γ=)=την εξίσωση της εφαπτομένηςK=
=
=
PTK   Δίνεται η=hEx)===α ∙= Ox =I=x= ÂÎ =I=α= ÂÎ K=
= α=)=να βρείτε=hEO)΄K=
= β=)=τον αριθμό α=I=ώστε ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης της=hEx)=
να είναι=Q=στο σημείο=E=OI=hEO)=)K=
=
=
P8K   Δίνεται η φEx)=== Ox HNI=x= ÂÎ K=
= α=)=βρείτε φEM)΄K=
= β=)=βρείτε το συντελεστή διεύθυνσης της εφαπτομένης της φEx)=στο=x===MK=
= γ=)=βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της φEx)=στο σημείο=E=M=I=φEM)=)K=
=
=
P9K   Δίνεται=fEx)===O= Ox -α ∙=xI=x= ÂÎ =I=α= ÂÎ K=
= α=)=να βρείτε τον αριθμό=fEO)΄K=
= β=)=τον αριθμό α=I=ώστε η εφαπτομένη της=fEx)=στο σημείο=E=OI=fEO)=)=να σχημα-
τίζει με τον=x=x΄ γωνία=QR M K=
=
 
4MK   Αν=fEx)===αχP-βχOHPχHO=I=να βρείτε τις τιμές των α=I=β= ÂÎ I=ώστε η γραφική πα-
ράσταση της=fEx)=να έχει στο σημείο=E-NIO)=εφαπτομένη με κλίση=-NMK=
=
=
4NK   Αν=fEx)===χP-Qχ=I=να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτόμενων της=fEx)=στα σημεία=
τομής με τον άξονα χχ΄K=
=
=
4OK   Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της=fEx)=η=
οποία σχηματίζει με τον χχ΄ γωνία=QRMI=αν=fEx)===Oχ+χOK=
=
=
4PK   Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων της γραφικής παράστασης της=fEx)=I=

όπου=fEx)===
NO

Q O

+x
x  στα σημεία Μ=ExM=I=fExM)=)=στα οποία είναι=:=f=΄E=xM==)===O=∙=fE=xM=)K=

=
=
44K    α=)==Δίνεται η ευθεία χ=N=και η παραβολή ψ==χ O K = =

 ι=)===Να βρεθεί πόσα κοινά σημεία έχουν οι δυο καμπύλεςK=
 ιι=)==Να βρεθεί η εφαπτομένη της παραβολής στο σημείο χ M ==NK=
=

β=)=Να βρεθούν οι συντεταγμένες σημείου πάνω στην ψ==χ O -R=I=της οποίας ο=
συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης της στο σημείο αυτό είναι=PK=Στην συνέχεια=
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να βρεθεί ο κ=Îo=ώστε η ψ==Pχ+κ να είναι μια εφαπτομένη της παραπάνω καμπύλης=
στο σημείο που προσδιορίστηκαν οι συντεταγμένες τουK=

=
=

4RK   Έστω η συνάρτηση φ(χ)===χ P -Oχ O +αχ=Hβ=I=αI=βÎoK=Αν η γραφική παράσταση=
της περνάει από το Α=EMIO)=και η εφαπτομένη της στο Α σχηματίζει με τον χ χ  ́γωνία=

ίση με=
Q

Pp  τότε=:=

α=)==Να προσδιοριστούν τα αI=βK=
β=)==Να προσδιοριστούν τα σημεία τομής του γραφήματος της φ με τους άξο-

νεςK=
=
=
46K   Δίνεται η=fEx)===χP=-=λ ∙χ=I=λ= ÂÎ I=για την οποία ισχύει=:= N)Elim

N
=

-®
xf

x
K==

=
= α=)=βρείτε τον λI=
=
= β=)=για την τιμή του λ που βρήκατε παραπάνω=I=βρείτε τον ρυθμό μεταβολής=
της=fEx)=στο=OI=
= γ=)=να γράψετε την εφαπτομένη της=fEx)=που είναι παράλληλη στην ψ===NMχHRK=
=

4TK   Δίνεται η συνάρτηση=:=fEx)===
x
x I==

= α=)=να βρείτε το πεδίο ορισμού τηςI=
= =
= β=)=να βρείτε την πρώτη παράγωγο της=fEx)I=
=
= γ=)=να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της=f=΄Ex)=στο σημείο=xM===QI=
=

= δ=)=να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της=fEx)=στο σημείο=xM==
O
N  είναι παράλλη-

λη στην ευθεία=:=ψ===-= PO +x K=
=
=
48K   Έστω η συνάρτηση=:=fEx)=== xSN+ I=να βρείτε=:=
=
= α=)=το πεδίο ορισμού τηςI=
=
= β=)=τον συντελεστή διεύθυνσης==της εφαπτομένης της καμπύλης της=fEx)=στο=
σημείο με τετμημένη=QI=
=
= γ=)=τις συντεταγμένες του σημείου της καμπύλης της=fEx)=στο οποίο η εφαπτο-
μένη της είναι παράλληλη στην ευθεία=:=ψ===χ=HNO=
=
= δ=)=το σημείο στο οποίο η παραπάνω εφαπτομένη της=fEx)=τέμνει τον άξονα=
ψψ΄K=
=
=
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=
49K   Δύο παραγωγίσιμες συναρτήσεις=fEx)=I=hEx)=συνδέονται με τη σχέση=:==

=
fEx)===Q∙hEx)P=HRK=Αν=hE=Q=)===N=και=h΄=EQ)===-O=να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής της=
fEx)=I=ως προς χ=I=στο χ====QK=

=
=
RMK   Δύο παραγωγίσιμες συναρτήσεις=fEx)=I=hEx)=συνδέονται με τη σχέση=:=
=

fEx)===E=lnE=hEx)=)O=)O=HNMK=Αν=hEP)===e I=h=΄=EP)===RI=να βρείτε το ρυθμό μεταβο-
λής της=fEx)=I=ως προς χ=I=στο χ===PK=
=
=
RNK   Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής του όγκου=V  μιας σφαίρας ως προς την επιφάνε-

ια της Ε=I=τη στιγμή που ο όγκος της είναι= P

P
Q cmp K==

Δίνονται=:= OP QI
P
Q oEoV ×=×= pp K=

=
=
ROK   Αν=fEx)===χO==και=hEx)===ημχI=να βρείτε τις συναρτήσεις=:==
=
= α=)=f=΄Ex)= β=)=h=΄=Ex)= γ=)=f=΄E=hEx)=)= = δ=)=h=΄E=fEx)=)=
=
= ε=)==x=f=E=hEx)=)=]΄= στ=)=x=hE=fEx)=)=]΄=
=
=
RPK   Αν η συνάρτηση=fEx)=είναι παραγωγίσιμη σε κάθε χ= ÂÎ I=να βρείτε την παράγω-
γο των συναρτήσεων=:=
=
= α=)=hEx)===fEσυνχ)= β=)=hEx)===ημE=fEx)=)P= = γ=)=hEx)===x=fEσυνχ)=]Q=
=
= δ=)=hEx)===fE=lnE e χ=HN)=)=
=
=
R4K   Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας των συναρτήσεων=:=
=
= α=)=fEx)===χO-OχHP= β=)=hEx)===-=χPHSχO=HNM= γ=)=fEx)===χP-OχOHQχ-R=
=
= δ=)=hEx)===χOHOχHNT= = ε=)=fEx)===-χP= = στ=)=hEx)===χP-NOχHN=
=

= ζ=)=hEx)===EχHO)O∙(χ-N)== η=)=hEx)===-
P
O χPHPχO-QχHO=

=
=
RRK   Δίνεται η συνάρτηση=:=hEx)===-χQHSχOH8χHP=
=
= α=)=να βρείτε τα σημεία στα οποία η γραφική παράσταση της τέμνει τον χχ΄=
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= β=)=στο διάστημα που ορίζουν τα σημεία αυτά να μελετήσετε την=hEx)=ως προς=
τη μονοτονίαK=
=
=
R6K   Να βρείτε τα τοπικά ακρότατα των συναρτήσεων=:=
=
= α=)=fEx)===χQHOχP= β=)=fEx)===8χP-NOχOHSχHS= γ=)=fEx)===Eχ-N)P∙EQχHP)Q=
=

= δ=)=hEx)===
Q

Q
O +x

= ε=)=fEx)===χO+χ=-O=HN = = στ=)=fEx)====PχQ-OχP-9χOHT=

=
ζ=)=φ(χ)= P8Q OPQ +-- xxx = = = = η=)=gEx)=x PO )NE -x =
=

θ=)=fEx)=x xlnO = = = = = ι=)=tEx)= xe
x =

=
=
RTK   Ομοίως για τις συναρτήσεις=:=

= α=)=fEx)===χP-NOχ= = β=)=hEx)===
NO +x

x = γ=)=fEx)===χP∙
Oxe- =

=

= δ=)=hEx)===ln OQ x- = = ε=)=fEx)===
x

e x

O
= = στ=)=hEx)===χ=–=lnχ=

=

= ζ=)=fEx)===
N

QQ
O

O

-
++

x
xx == θ=)=fEx)===ημχ∙=ENHσυνχ)=I=χ ]

O
IMx p

Î =

=
=

R8K   Δίνεται η συνάρτηση=:=fEx)===OχP-NRχOHPSχHPS=
=
= α=)=βρείτε=f=΄Ex)I=
= β=)=βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας της=fEx)I=
= γ=)=βρείτε τα τοπικά ακρότατα της=fEx)K=
=
=
R9K   Δίνονται οι συναρτήσεις=:= =
= fEx)===χP-9χHN== hEx)===χQ-8χP-OTMχO= = φ(χ)===OχP-PχO-NOχ-T=
= =
= Για καθεμιά να βρείτε=:=
=  α=)=την πρώτη παράγωγοI=
=  β=)=τα διαστήματα στα οποία αλλάζουν πρόσημοI=
=  γ=)=τα διαστήματα μονοτονίαςI=
=  δ=)=τα σημεία των τοπικών ακροτάτωνK=
=
=
6MK   Να βρείτε την τιμή της συνάρτησης=fEx)===χP-SχOHN8χHR=για την οποία ο συντε-

λεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης της γραφικής της παράστασης γίνεται ελά-
χιστόςK=
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6NK   Από όλα τα ορθογώνια που έχουν περίμετρο=NS=εκατοστάI=ποιο είναι εκείνο που=
έχει την μικρότερη διαγώνιο=X=

=
=
6OK   Δίνεται η συνάρτηση=:=fEx)===α∙(χHN)O=-Oχ με α ÂÎ ==και χ ÂÎ K=Να βρείτε=:==
=
= α=)=f=΄Ex)I== =

β=)=τον αριθμό α ώστε ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης της καμπύ-
λης της=fEx)=να είναι=QI=
γ=)=την εξίσωση της παραπάνω εφαπτομένηςI=
δ=)=το σημείο της εφαπτομένης που βρίσκεται πλησιέστερα στην αρχή των αξό-
νωνK=

=

6PK   Δίνεται η συνάρτηση=:=fEx)===
P
N χP-OχO-Rχ-O=I=χ ÂÎ K=Να βρείτε=:=

= α=)=την=f=΄Ex)I=
= β=)=λύστε την εξίσωση=:=f=΄Ex)===M=
= γ=)=βρείτε τα ακρότατα της=fEx)I=
= δ=)=το σημείο της καμπύλης της=fEx)=όπου η εφαπτομένη έχει ελάχιστο συντε-
λεστή διεύθυνσηςK=Ποιος είναι αυτός=X=
=
=
64K   Δίνεται==η ευθεία=:=ψ===-OχHQ=
=
= ι=)==βρείτε τα σημεία που τέμνει τους άξονες χχ΄=I=ψψ΄I=
= ιι=)=αν ΜE=χ,ψ=)=σημείο της παραπάνω ευθείας και φέρνουμε τις προβολές ΑI=Β=
του Μ στους άξονες χχ =́I=ψψ΄K=Να βρείτε τις συντεταγμένες του Μ ώστε το ΟΑΒΜ να=
έχει μέγιστο εμβαδόνK=
=
=
6RK   Να βρεθούν τα α=I=β ÂÎ  ώστε==η συνάρτηση=:=fEx)====α∙lnχO=H=βχO-lnχ=HQ=I=να πα-

ρουσιάζει τοπικά ακρότατα στα σημεία=:=χN== I
O
N χO===

Q
N  και στην συνέχεια να προσδι-

ορίσετε το είδος των ακροτάτων αυτώνK==
=
=
66K   Να βρεθούν τα αI=β= ÂÎ  ώστε η συνάρτηση=:=fEx)===αχP+βχO-SχHN=να έχει ακρό-
τατα στα σημεία χM===N=και χM===-OK=Έπειτα να μελετήσετε την=fEx)=ως προς τη μονο-
τονίαK==
=
=
6TK   Δίνεται η συνάρτηση=:=fEx)===αχO+βχHP=I=χ ÂÎ =I=αI=β= ÂÎ K=Να βρείτε τα αI=β ώσ-
τε η=fEx)=να έχει στο σημείο=EOIR)=τοπικό ακρότατο και κατόπιν να βρείτε το είδος τουK=
=
=
68K   Δίνεται η συνάρτηση=:=fEx)===αχP+βχOHQχHSI=χ ÂÎ =I=α,β= ÂÎ K=
= =
= α=)=βρείτε α=I=β ώστε η=fEx)=να έχει τοπικά ακρότατα στα σημεία με τετμημένες=
χN===N=I=χO===-NK=
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Επιμέλεια= =:=Κοσόγλου= =Ιορδάνη= =μαθηματικού= = N9=

= β=)=βρείτε τις τιμές των ακροτάτωνK=
=
=
69K   Έστω η συνάρτηση με τύπο=:=hEx)===χP+αχO+βχ+γ=I=α,β,γ ÂÎ K=Να βρείτε τα αI=βI=
γ ώστε η=fEx)=να έχει μέγιστο στο ΑENIP)=και=f=΄΄EP)===MK=
=
=
TMK   Ένα σώμα κινείται ευθύγραμμα πάνω σε άξονα ώστε η θέση του την τυχαία χρο-
νική στιγμή=t=Eσε δευτερόλεπτα)=να δίνεται από τον τύπο:=
= = = sEt)=t tt QRNO OP +- σε μέτραK==

Να βρείτε:= =
α=)=την ταχύτητα και την επιτάχυνση του σώματος την τυχαία χρονική στιγμή==tK=
β=)=την απόσταση των θέσεων του σώματος όταν αυτό είναι ακίνητοK=
γ=)=το ολικό διάστημα που έχει διανύσει το σώμα στη διάρκεια των πρώτων=NM=

δευτερολέπτωνK=
 
 
TNK   Μια σφαίρα βάλλεται κατακόρυφα από το έδαφοςK=Το ύψος Η από το έδαφος=
στο οποίο θα φτάσει είναι συνάρτηση του χρόνου= t =και δίνεται από τον τύπο=
Η=φEt)=PM ttt IP O- σε δευτερόλεπτα και το Η σε μέτραK=Να βρείτε:=

NK= Τη μέση ταχύτητα της σφαίρας στο διάστημα=xNIP]K=
OK= Την ταχύτητα της σφαίρας όταν=t==PK=
PK= Το μέγιστο ύψος στο οποίο θα φτάσει η σφαίραK=
QK= Την παράγωγο της ψ=E=t=)=E=φ ΄Et=)=) O HNO=φEt)K=

=
=

TOK  Ένα τραίνο καταναλώνει για καύσιμα ω
Q
NO =€=την ώραI=όπου ω η ταχύτητα του σε=

χιλιόμετρα=/ώραK=Αν τα υπόλοιπα έξοδα του είναι=NSMM€=την ώρα να βρείτε ποια πρέ-
πεί να είναι η ταχύτητα του για να καλύψει= RQM =χιλιόμετρα με το ελάχιστο δυνατό=
κόστοςK=
=

=
TPK   Το κόστος παραγωγής της μιας μονάδας ενός προϊόντοςI=όταν παράγονται χ μο-

νάδεςI=δίνεται από τον τύπο:===Κ(χ)= QMRNMM
+- x

x
K=Η τιμή πώλησης της μιας μονάδας=

πρέπει να είναι=QMB=μεγαλύτερη από την τιμή κόστουςK=Να βρεθεί:=
NK= η συνάρτηση των εσόδων από την πώληση χ μονάδωνK=
OK= σε πόσες μονάδες έχουμε μεγιστοποίηση των κερδώνK=

[ΑπK=NK=-Tχ O HRSχHNQMI=OK=χ=Q]==
=
=
T4K   Μια ώρα μετά την λήψη χ=mgr=ενός αντιπυρετικού η μείωση της θερμοκρασίας=

ενός ασθενούς δίνεται από την συνάρτηση:==Τ(χ)=χ O -
Q

Px I=MYχYPK=Να βρεθεί ποια=

πρέπει να είναι η δόση του αντιπυρετικού χI=ώστε ο ρυθμός μεταβολής της μείωσης=
της θερμοκρασίας ως προς χ να γίνει μέγιστοςK=
=
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=
TRK α=)=Να χωρίσετε τον αριθμό=8=σε δυο θετικούς προσθετέους ώστε το αποτέ-
λεσμα του πολλαπλασιασμού του γινομένου τους επί την διαφορά τους να είναι μέ-
γιστοK=

β=)=Δίνεται η δ(χ)=χ= O HER-α)χ-Eα-8)K=Για ποια τιμή του α το άθροισμα των τετ-
ραγώνων των ριζών της δ(χ)=είναι ελάχιστοX=

x==QH
P

QQI
P

Q
- ==]==

=
T6K    Ένας ασθενής είχε τα μεσάνυχτα πυρετό=P9Ο=C=και μετά από μισή ώρα πήρε ένα=
αντιπυρετικόK=Από τα μεσάνυχτα έως τις=O=π.μ η θερμοκρασία του δίνεται από τη συ-
νάρτηση:=

ΘEt)=== RKP8)
O
RE

R
N

+- te t  σε βαθμούς=C=I=t=ÎxMIO]=ώρεςK=Να βρεθεί πότε άρχισε να=

πέφτει ο πυρετός και ποια η μέγιστη τιμή τουK==Ee=OKT)=
[ΕK=ΜK=Ε Τράπεζα θεμάτων]=

=
=
TTK   Ένας οικοπεδοφάγος αγόρασε=NSM=μέτρα σύρμα προκειμένου να καταπατήσει=
οικόπεδο σε περιοχή η οποία δεν έχει μπει ακόμη στο εθνικό κτηματολόγιοK=Λαμβά-
νοντας υπ∞=όψη ότι ο στόχος==του είναι να καταπατήσει το μέγιστο δυνατό οικόπεδο=
σε σχήμα ορθογωνίου να βρεθούν οι πλευρές του ορθογωνίουK===

[ΕK=ΜK=Ε Τράπεζα θεμάτων]=
=
T8K   Εταιρεία παράγει ηλεκτρονικά εξαρτήματα με πάγιο ετήσιο κόστος=QIR=εκατομ-
μύρια=€=και κόστος ανά μονάδα=NMMM=€=K=Η τιμή πώλησης κάθε εξαρτήματος είναι=
N8MM=€K=

NK=Ποία η συνάρτηση κόστουςX=
OK=Ποία η συνάρτηση κέρδουςX=
PK=Ποίος ο ρυθμός μεταβολής όταν η εταιρεία παράγει χ M  εξαρτήματαX=
=
=

T9K   Μια τουριστική επιχείρηση οργανώνει εκδρομές με λεωφορείοK=Κάθε τουριστικό=
λεωφορείο έχει=RM=θέσειςK=Όταν οι επιβάτες του είναι ακριβώς=PMI=τότε η εταιρεία ζη-
τά=NR€=ανά άτομοK=Για να αυξήσει τους επιβάτες κάνει την εξής προσφορά:=‘κάθε ε-
πιπλέον επιβάτης θα μειώνει κατά=MIP€=την χρέωση κάθε άλλου επιβάτη∞K=Να βρεθεί=
το πλήθος των επιπλέον επιβατών που πρέπει να έχει το λεωφορείοI=ώστε η επιχείρη-
ση να μεγιστοποιήσει τα κέρδη τηςK=
=
=
8MK   Δίνεται η πραγματική συνάρτηση=fEχ-N)==χHN99T-fEOMMM)=για κάθε χÎo=K=
=

α=)=Να δειχθεί ότι=fEOMMM)=N999=
β=)=Να δειχθεί ότι ο τύπος της=f=είναι μια ευθεία η οποία εφάπτεται της=

gEχ)=χ O -
Q
P  στο ΜEN/OI=-N/O)K=

8NK   Να βρείτε τα αI=β=Î =o=ώστε η γραφική παράσταση της συνάρτησης==της=f==με=
τύπο=:=fEχ)==EαHN)∙lnExHN)Hβ∙(χHN) O HPI=χ[-N=I=να έχει στο σημείο ΑEMIO)=εφαπτομένη=
παράλληλη στον=x=x΄K=
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=
=
8OK    α=)=Δίνεται η=f==που είναι παραγωγίσιμη στο=o=και=f΄EP)=-NK=Για τη συνάρτηση=
gEx)=ισχύει ότι=gEχ)==fEx )PO ++x  να βρεθεί το=g΄EM)K==

β=)=Δίνεται η συνάρτηση=fEχ)=N/Rχ NP/OQ/N PQR --+ xx K=
= = ι)==Να βρεθούν τα διαστήματα μονοτονίας της συνάρτησηςK=
= = ιι)=Να βρεθούν τα ακρότατα της συνάρτησηςK=

[Ένθετο=‘Εξετάσεις∞=OMMO]=
=
=

8PK   Για την συνάρτηση=fEx)=Ox b+-axO  με α,βÎo=γνωρίζουμε ότι η εφαπτομένη=
της γραφικής παράστασης της=fEχ)=στο σημείο ΑE=NI=fEN)=)=έχει συντελεστή διεύθυν-
σης λ=PK=

α=)=Να βρεθεί η τιμή του αK=
β=)=Αν επιπλέον η παραπάνω εφαπτομένη έχει εξίσωση ψ===P=∙=x=-NI=να υπολο-

γιστεί η τιμή του βK=
γ=)=Να βρεθεί το σημείο της γραφικής παράστασης της=f=στο οποίο η εφαπτο-

μένη είναι κάθετη στην ευθεία με εξίσωση==ψ==Pχ=-NK=
[ΑπK=α=NI=β=NI=E=N/SI=fEN/S)=)=]=

[Ένθετο=‘Εξετάσεις∞OMMO]=
=

84K   Έστω η συνάρτηση==fEx)===x=-=lnx O =
=

α=)=Να βρεθεί το πεδίο ορισμού τηςK=
β=)=Έστω ε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της παραπάνω συνάρτη-

σης στο σημείο=Ex M I=fEx M ))I=με=x M [MK=
= = ι=)=Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης εK=
= = ιι=)=Να σημειώσετε το γράμμα που αντιστοιχεί στη σωστή απάντησηK=
= = = = =Αν η εφαπτομένη ε διέρχεται από την αρχή των αξόνωνI =τότε το=x M  είναι=
ίσο με=:=

= ===========α:=N======β:=O= γ:= Oe  δ:=e ε:=
e
N = =

=
=
8RK   Το πλήθος των επισκεπτών σε μια παραλία του Σαρωνικού την πρώτη εβδομάδα=
του Ιουνίου που μας πέρασε δίνεται από την συνάρτηση=:==

= = Ρ=Eχ)=== IPMMPMT
S
N OP +++- xxx =

όπου χ η θερμοκρασία σε βαθμούς Κελσίου με=OM= PR££ x K=Να βρείτε=:=
=

α)=για ποια θερμοκρασία είχαμε το μέγιστο πλήθος επισκεπτώνX=
=
β)=το μέγιστο πλήθος των επισκεπτώνK=

x=Πανελλήνιες ΤΕΛ=I=N999=]=
=
=
86K   Δίνεται η συνάρτηση φ(χ)==συνχ=H=ημχK=
=
= α=)===Να δειχθεί ότι φ(χ)Hφ΄΄(χ)=M=
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= β=)===Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της=
φ(χ)=στο σημείο=EMIN)K=

= γ=)=Να βρεθεί ο λÎo=ώστε να ισχύει η σχέση λ φ΄E
O
p )-OφE

O
p )=O=

x=ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΕΝΙΑΙΩΝ ΛΥΚΕΙΩΝ=OMMN=]==
=

8TK   Δίνεται η συνάρτηση=fEx)===
N

O
+x
x =

αK= Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης=fK=
βK= Να υπολογίσετε το όριο== )Elim

P
xf

x®
=

γK= Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της=fK=
δK= Να βρεθούν οι εφαπτόμενες της καμπύλης της συνάρτησης=f=που είναι==
παράλληλες στην ευθεία=y===Ox=H=RK=

x=ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΕΝΙΑΙΩΝ ΛΥΚΕΙΩΝ=OMMO=]=
=

88K   Δίνεται η συνάρτηση==fEx)===
O

NMPO

-
-+

x
xx =

α=)=Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης=fEx)K==

β)==Να βρείτε τα=:=== )Elim)IElim
ON

xfxf
xx ®®

=

γ)==Να δείξετε ότι η συνάρτηση=fEx)=είναι γνησίως αύξουσα στο=EOIH∞)K=
x=ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΕΣΠΕΡΙΝΩΝ ΛΥΚΕΙΩΝ=OMMO=]=

  
89K   Η χωρητικότητα σε λίτρα των πνευμόνων ενός ανθρώπου ηλικίας =

ετών δίνεται από τη συνάρτηση = Q
R
N

OMM
N)E O ++-= xxxf INM=£=x=£=PRK= Σε =

ποια ηλικία οι πνεύμονες του ανθρώπου έχουν τη μέγιστη χωρητικότη -
τα X =

x=ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ==ΤK=ΕK=Ε==OMMN=]=
 
 
9MK   Δίνεται η συνάρτηση=f:=fo===®f=o==
με=fEx)=λxP-x==όπου λ πραγματικός αριθμόςI=για την οποία ισχύει ότι=

N)Elim
N

=
®

xf
x

K=

αK= Να βρείτε την τιμή του λ=K=
βK= Για την τιμή του λ που βρήκατεI=να υπολογίσετε την παράγωγο της=

συνάρτησης=f=
=x=ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ==ΤK=ΕK=Ε=OMMO=]=

=
 
9NK   Δίνεται η συνάρτηση=f:=fo=®=foI=με=

Oln
O
N

P
N===)E OP +-= xxxf K=

= αK= Να υπολογίσετε την παράγωγο της συνάρτησης=fK===

= βK= Να βρείτε τις τιμές=f΄EM)=και=f΄=EN)K= =
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= γK= Να μελετήσετε τη συνάρτηση=f=ως προς τη μονοτονίαK=
== x=ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ==Τ.ΕK=Ε=OMMO=]=

=
=
9OK   Δίνεται η συνάρτηση=f:=o®oI=με τύπο=:==

fEx)===-=OxP=-=PxO=HNOx=H =O= ==

= α)=Να υπολογίσετε την παράγωγο της συνάρτησης=fK=== = =

= β)=Να μελετήσετε τη συνάρτηση=f=ως προς τη μονοτονίαK= = =

= γ)=Να βρείτε τα σημεία στα οποία η συνάρτηση=f=παρουσιάζει τοπικά ακρόταταK=

= δ)=Να υπολογίσετε τα τοπικά ακρότατα της συνάρτησης=fK=

=
 
9PK   Έστω η θερμοκρασία ενός ψυγείου προσεγγίζεται από τον τύπο=:==

= = = fEx)===Q=-= O

O

)NE
P
+x
x =

= Δείξτε ότι η θερμοκρασία συνεχώς μειώνεταιK=
=
=
94K   Μια βιομηχανία παράγει χ τεμάχια ενός προιόντος με ημερήσιο κόστος==Eσε δε-

κάδες ευρώ=)=:=Κ=Eχ)=== NRMMPMMNM
S
N OP ++- xxx =K=Η τιμή πώλησης κάθε τεμα-

χίου δίνεται από την σχέση=:=ΕE=χ=)===ONM=–=χK=Ποια θα πρέπει να είναι η ημερή-
σια παραγωγή τεμαχίων=I=δεδομένου ότι δεν ξεπερνά τις=NMM=μονάδες ώστε να=
έχουμε μέγιστο κέρδος=X=

=
=
9RK   Η τιμή πώλησης μιας ηλεκτρικής συσκευής είναι=NRKMMM=€K=Το κόστος της συ-

ναρτήσει του χρόνου κατασκευής σε ώρες προσεγγίζεται από την σχέση=:=
=
= = = = = Κ(χ)===OχOHRMMχ-N==
=

 Πόσες ώρες κατασκευής απαιτούνται για να πραγματοποιηθεί το μέγιστο κέρδος=
και πόσο είναι αυτό=X=

=
=
96K   Έστω ευθεία ψ===χ-PK=Βρείτε σημείο της ώστε το άθροισμα των τετραγώνων των=
αποστάσεων του από τα σημεία ΑENIN)=και ΒENIR)=να είναι ελάχιστοK=
=
=
=
=

9TK   Δίνεται η συνάρτηση=fEx)===
1x

x
2 -

=

α=)=Να γράψετε στο τετράδιό σας το γράμμα που αντιστοιχεί στη σωστή απάντησηK=



ΚΕΦΑΛΑΙΟ=NΟ==ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ=

Επιμέλεια= =:=Κοσόγλου= =Ιορδάνη= =μαθηματικού= = OQ=

= Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι το σύνολο:=
= N )==o= O )=  E-NIN) = = P )==o-={-NIN}= = 4 ) =ENI=H=∞)=
β=)=Να αποδείξετε ότι==f΄Ex)YM=για κάθε=x=του πεδίου ορισμού τηςK=
γ=)=Να υπολογίσετε το== ( )[ ])x(f1xlim

1x
×+

-®
=

 
δ=)=Να βρείτε τη γωνία που σχηματίζει η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της=f==

στο σημείο=EMI=fEM))=με τον άξονα=x΄x=K=
x=ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ==OMMP=]=

=

98K   Δίνεται συνάρτηση==fEx)===
x
1 =I= ),0(x +¥Î K==

α=)=να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της=fEx)==στο σημείο ΛENIN)K=
=
β=)=Από τυχαίο σημείο Μ(χ,ψ)=της γραφικής παράστασης της=fEx)=φέρνουμε παράλ-
ληλες ευθείες προς τους άξονες=I=οι οποίες σχηματίζουν με τους ημιάξονες Οχ=I=Οψ=
ορθογώνιο παραλληλόγραμμοK=Να βρεθούν οι συντεταγμένες του Μ ώστε η περίμετ-
ρος του ορθογωνίου παραλληλογράμμου να είναι ελάχιστηK=

x=ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ==OMMR=]=
=

99K   Δίνεται η συνάρτηση=:=fEx)=== 3ex x +× =I=όπου χ πραγματικός αριθμόςK=
=
α=)=να δείξετε ότι=:=f=΄Ex)===fEx)=H= xe =-P=
=

β=)=να βρεθεί το όριο=:=
xx
e)x(flim 2

x

0x -
-¢

®
=

x=ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ==ΕΝΙΑΙΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ=OMMT=]=
=

NMMK  Δίνεται η=fEx)===χO=HN=I=όπου χ πραγματικός αριθμόςK=Να βρείτε=:==
=
α=)=το ρυθμό μεταβολής της=fEx)==όταν χ===O=
=
β=)=το ακρότατο της=fEx)==
=
γ=)=το σημείο Α(χM=I=fEχM)=)==της γραφικής παράστασης της=fEx)=I=στο οποίο η εφαπτο-
μένη της είναι παράλληλη στην ψ===PK=

x=ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ==ΕΣΠΕΡΙΝΩΝ ΛΥΚΕΙΩΝ=OMMT=]=
=

NMNK   Δίνεται η συνάρτηση=:=fEx)=== 2xκx
3
1 3 ++ =I=κ πραγματικόςK=

α=)=αν η γραφική παράσταση της διέρχεται από το ΜEPI8)=I=βρείτε τον αριθμό κ=
=
β=)=για κ===-N=
= ι=)==αποδείξτε ότι=:=f΄Ex)=H=f΄΄Ex)=HO===EχHN)O=I=για κάθε χ=
= ιι=)=να βρείτε τα ακρότατα της συνάρτησηςK=

x=ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ==ΕΣΠΕΡΙΝΩΝ ΛΥΚΕΙΩΝ=OMM8=]=
=
=

NMOK   Δίνεται η συνάρτηση=:=fEx)=== xe
1x - =I=όπου χ πραγματικός αριθμόςK=



ΚΕΦΑΛΑΙΟ=NΟ==ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ=

Επιμέλεια= =:=Κοσόγλου= =Ιορδάνη= =μαθηματικού= = OR=

=

α=)=να υπολογίσετε το όριο=:=
1x
)x(felim 2

x

1x -®
=

=
β=)=αποδείξτε ότι=:= x2)x(fex -=¢ =
=
γ=)=να βρείτε τα ακρότατα της=fEx)K=

x=ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΓΕΝΙΚΩΝ ΛΥΚΕΙΩΝ=OMM8=]=
=
=
=
=
 
=
=


