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=
=
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=
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=
=
=
=
=
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=
=
=
=
ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΔΥΝΑΜΕΩΝ==
=
Από προηγούμενες τάξεις γνωρίζουμε τις παρακάτω ιδιότητες=:==
=

NK αN ===α== = = = OK====α M ==1=

PK α m .=αn ==α nm+ = = = 4K=== nm
n

m

a
a

-=
a =

5K αn .=βn ==(α.=β=)=n = = = 6K=== n
n

n

b
a

b
)E=

a =

TK α n
n

a
N

=- = = = = 8K=== nn

a
b

b
)E)E =-a =

VK=(=a m )n ==(α mn ) ===α m n = = NMK==α n mn
m

a= I=μI=ν= ÀÎ K=
=
=
=
ΓΝΗΣΙΩΣ ΑΥΞΟΥΣΑ=–=ΦΘΙΝΟΥΣΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ=
=
Έστω=f=E x )=συνάρτηση και Α το πεδίο ορισμού τηςK=
=
v Η==f=E x )=καλείται γνησίως αύξουσα όταν για κάθε= x IN x O Î  Α ισχύει=:=

=
====αν= x N Y= x O Þ f=E x N )=Y=f=E x O )======ή ισοδύναμα=
====αν= x N [= x O Þ f=E x N )=[=f=E x O )=
=

v Η==f=E x )=καλείται γνησίως αύξουσα όταν για κάθε= x IN x O Î  Α ισχύει=:=
=

====αν= x N Y= x O =Þ =f=E x N )=[=f=E x O )=====ή ισοδύναμα=
====αν= x N [= x O =Þ =f=E x N )=Y=f=E x O )=

=
=
ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΕΝΑ ΠΡΟΣ ΕΝΑ==E=N-N=)=
=
Μια συνάρτηση=f=E x )==με πεδίο ορισμού το Α καλείται ένα προς ένα όταν για οποια-
δήποτε= x N I= x O Î  Α ισχύει=:==
=
v αν= x N ¹ x O I=τότε==Þ ===f=E x N )¹ f=E x O )=====ή ισοδύναμα=

=
v αν=f=E x N )===f=E x O )I=τότε===Þ == x N = x O K=====

=
=

ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ=
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Η==ΕΚΘΕΤΙΚΗ==ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ=====
=
Η συνάρτηση=:=f=E x )===α= x I=α¹ N καλείται εκθετικήK=Η μορφή της αλλάζει ανάλογα=
με την τιμή που παίρνει η παράμετρος αK=Διακρίνουμε τις περιπτώσεις=:=
=
v α=>=NI=τότε:=

=
· Πεδίο ορισμού=:=Â =
· Σύνολο τιμών==:==E=MI=H¥ )=
· Γνησίως αύξουσα στο πεδίο=
======ορισμού τηςK=
· Έχει ασύμπτωτο τον αρνητικό=
=======ημιάξονα Ο x ΄K=
· Τέμνει τον ψ ψ΄ στο σημείο=EMIN)=
· Είναι=‘N-N’=συνάρτησηK=

=
=
=
v MYαYNI=τότε=:==
=

· Πεδίο ορισμού=:=Â =
· Σύνολο Τιμών==:=EMIH=¥ )=
· Γνησίως φθίνουσα στο πεδίο==
======ορισμού τηςK=
· Έχει ασύμπτωτο τον θετικό==
======ημιάξονα= x x ΄K=
· Τέμνει τον ψ ψ  ́στο=EMIN)K=
· Είναι συνάρτηση=‘N-N’K=

=
=
=
=
ΛΟΓΑΡΙΘΜΟΙ=
=
=
NK Ορισμοί==

=
====Οι λογάριθμοι ορίζονται ως εξής=:==
= =
= ι=)===α qq a

x x log=Û= = E=Λογάριθμοι με βάση τον αριθμό α=)==
=
= ιι=)=NM qq log=Û= xx = E=Δεκαδικοί Λογάριθμοι=)=
=
= ιιι=)= qq ln=Û= xe x = E=Λογάριθμοι με βάση τον αριθμό=e=)=
=
=
=
=

=

=
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==OK==Ιδιότητες==
========
=====Για==αI=θN I=θ O I=θ=[M=και επίσης α=¹ N=ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες λογαρίθμων=:=
=
= α=)= alog α x == x = = = = = β=)= alog N===MI==
= γ=)= alog α===N= = = = = = δ=)=α qalog ==θI==
= ε=)= alog E=θN ∙ θ O )=== alog  θN H= alog  θ O = = στ=)= alog kq =κ∙ alog θ=

= ζ=)= alog E
O

N

q
q )=== alog θ N =-= alog θ O = = = η=)= alog θ===

ab

b q
log
log

=I=β[M=

=
=
=
Η ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ==
=
Η συνάρτηση=:=f=E x )=== alog = x I=α=¹ NI=καλείται λογαριθμικήK=Η μορφή της αλλάζει=
ανάλογα με την τιμή που παίρνει η παράμετρος αK=Διακρίνουμε τις περιπτώσεις=:=
=
v α=>=NI=τότε=:==

=
· Πεδίο ορισμού=:=E=MI=H=¥ )=
· Σύνολο Τιμών==:=Â =
· Γνησίως αύξουσα σε όλο το πε-

δίο ορισμού τηςK=
· Έχει ασύμπτωτο τον Οψ΄K=
· Τέμνει τον= x = x ΄ στο=ENIM)K=
· Είναι συνάρτηση=‘N-N’=

=
==
=
=
v MYαYNI=τότε:=

=
· Πεδίο ορισμού=:=E=MI=H=¥ )=
· Σύνολο Τιμών==:=Â =
· Γνησίως φθίνουσα στο πεδίο==
======ορισμού τηςK=
· Έχει ασύμπτωτο τον ΟψK=
· Τέμνει τον= x x ΄ στο=ENIM)K=
· Είναι συνάρτηση=‘N-N’K=

=
=
=
=
=
=
=
=

=

=
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ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ==ΓΙΑ ΤΗ ΛΥΣΗ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ=–=ΑΝΙΣΩΣΕΩΝ=
=
==

ΕΚΘΕΤΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ==
=
Περίπτωση Ι=:=====α b=)Exf =
=
v Το β γράφεται σαν δύναμη του αI=τότε=:==

= =
α b=)E xf kk =Þ=Þ )E)E xfaa xf =

======Παράδειγμα=Nο=:=Να λυθεί η εκθετική εξίσωση=:=E
2
1 =)χ===Q==

======Λύση==
=

======E
2
1 =)χ===Q=Þ =O-χ===Q=Þ ==O-χ===OO=Þ ==-χ===O=Þ ==χ===-O=

=
======Παράδειγμα=Oο=:=Να λυθεί η εκθετική εξίσωση=:=POχ===N6N-χ=
=
======Λύση=
=
=====POχ===N6N-χ==Þ ==EOR)χ===EOQ)N-χ==Þ ==O5χ===OQEN-χ)=Þ =O5χ===OQ-Qχ==Þ ==Rχ===Q-Qχ=Þ =
=

=====9χ===Q==Þ ==χ===
9
4 K=

==
=
v Το β δεν γράφεται σαν δύναμη του αI=τότε λογαριθμίζω=:=

=
α b=)E xf bbb aaaa

xf
a xfaxfa log)Eloglog)Eloglog )E =Þ=×Þ=Þ =

=
======Παράδειγμα=:=Να λυθεί η εκθετική εξίσωση=:=Rχ===ON-χ=
=
======Λύση=
=
======Rχ===ON-χ=Þ =logRx===logON-x==Þ  χ=logR===EN-χ)=logO==Þ  χElogR=HlogO)===logO=Þ =
=======
======χ=logNM===logO==Þ  χ===logO=
==
Περίπτωση ΙΙ=:======α )E)E xgxf b= =
=
= Εφαρμόζω την ίδια μεθοδολογία όπως στην Περίπτωση ΙK=
=
Περίπτωση ΙΙΙ=:=====κ ∙α M)E)EO)EP =+×+×+ ×× nml xfxfxf aa =
=

Θέτω α =)E xf ψ και μετατρέπω την εκθετική εξίσωση σε πολυωνυμική την==
οποία λύνω με τους τρόπους που έμαθα στο Κεφάλαιο=O=E=σχήμα Χόρνερ=)K==
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Παράδειγμα=:=Να λυθεί=:=O∙Qχ=-R∙Oχ=HO===M==
=
Λύση=
=
2∙Qχ=-R∙Oχ=HO===M=Þ =O∙EOO)χ=-=R∙Oχ=H=O===M=Þ ==O∙O2χ=-=R∙Oχ=H=O===M=I=θέτω=Oχ===ω=
=
Τότε η εξίσωση γίνεται=:=O∙ωO=-Rω=HO===M==Þ ==Δ===OR=-=Q∙2∙O===9=I==ωN===Q=I=ωO===N=
=
Τώρα θα λύσω τις εξισώσεις=:==Oχ==Q===Þ ==Oχ===OO=Þ ==χ===O=
και===Oχ===N==Þ ==Oχ===OM==Þ ==χ===M==
=
=
Περίπτωση ΙV:= Εκθετικές εξισώσεις με μορφή=:==
=

= =
ï
î

ï
í

ì

=×+××+×
×=×
×=×

MOO

)E)E

xxxx

xfxf

xx

aa
a

a

bmblk
blk
blk

I=λύνονται με την αντικατάσταση=:=

=

= = E y
b

=xa ) = = ή== = E y
b

=)E) xfa ==

= = και ανάγονται σε πολυωνυμικές εξισώσειςK=
=
Παράδειγμα=:=Να λυθεί=:=ON∙Pχ=H=RχHP===PχHQ=H=RχHO=
=
Λύση=:=
=
ON∙Pχ=H=RχHP===PχHQ=H=RχHO=Þ =ON∙Pχ=H=RP∙Rχ===PQ∙Pχ=H=RO∙Rχ==Þ  Διαιρώ με το=Pχ όλους==
=

ON=H=NOR∙E
3
5 )χ===8N=H=OR∙E

3
5 )χ===I=θέτω=E

3
5 )χ===ω και η εξίσωση γίνεται=:==

=

ON=H=NORω===8N=H=ORω==Þ ==NORω=–=ORω===8N=–=ON=Þ ==NMMω===6M=Þ  ω===
5
3 =

=

Άρα=:=ω===
5
3 ==Þ =E

3
5 )χ===

5
3 ==Þ =E

5
3 )-χ===

5
3 ==Þ ==-χ===N=Þ  χ===-NK=

=
Περίπτωση=V=:======f=E x ) N)E =xg =
=

Οι λύσεις της εξίσωσης προκύπτουν από τις=:=f=E x )==N=ή==
î
í
ì

¹
=

0)x(f
0)x(g

==ή==
î
í
ì -=

αρτιος)x(g
1)x(f

=

=
Παράδειγμα=:=Να λυθεί η εξίσωση=:=EχO-PχHN)3χ-R====N=
=
Λύση=:=Είναι=:=χO-PχHN==N=Þ  χO=-Pχ===M=Þ  χ===M=ή χ===P====ή====
=
=
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ïî

ï
í
ì

=Þ
¹+-

=Þ
î
í
ì

¹+-
=-

3
5x

01x3x
3
5x

01x3x
05x3

2
2 ===ή===

=

î
í
ì

-
-=+-

αρτιος5x3
11x3x 2

=Þ ==χ===N=I=άρα οι λύσεις είναι=:=M=I=N=I=
3
5 =I=PK=

=
=
ΕΚΘΕΤΙΚΕΣ ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ===
=
Χρησιμοποιώντας κάποια από τις προηγούμενες μεθόδους καταλήγουμε στη μορφή=:=
=

î
í
ì

>>
<<<

Þ>
N)IE)E

NM)IE)E)E)E

axgxf
axgxf

aa xgxf

K

K

an
an

=

=
Παράδειγμα=Nο=:=Να λυθεί η ανίσωση=:=T2χ-Q=[=TχHN=

=

Λύση=
=
T2χ-Q=[=TχHN==Þ =Eη=Tχ=είναι γνησίως αύξουσα άρα=)=Oχ-Q=[=χHN=Þ  χ=[=R=
=

=Παράδειγμα=Oο=:=Να λυθεί η ανίσωση==:=E
5
3 )2χ-Q=[=E

5
3 )χHN==

Λύση=
=

E
5
3 )2χ-Q=[=E

5
3 )χHN=Þ =E=η=E

5
3 )χ είναι γνησίως φθίνουσα=)=Oχ-Q=Y=χHN=Þ  χ=Y=R=

=
=
ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ===
=
Για να λύσουμε μια λογαριθμική εξίσωση προσπαθούμε με την βοήθεια των ιδιοτή-
των να τη φέρουμε στη μορφή=:== alog =f=E x )=== alog )Exg ==οπότε===f=E x )=== )Exg K=
Δηλαδή την μετατρέπουμε σε μια από τις γνωστές εξισώσεις αλγεβρικής μορφήςK==
=
ΠΡΟΣΟΧΗ=>>=στους περιορισμούςK=Πρέπει όλες οι παραστάσεις των λογαρίθμων να=
είναι θετικέςK=Δηλαδή πρέπει να συναληθεύουν οι περιορισμοί=
=
Παράδειγμα=:=Να λυθεί η εξίσωση=:==log=EP∙ x -N)===logEQ∙ x -N)==
=
Λύση=

Περιορισμοί είναι=:

ï
ï
î

ïï
í

ì

ï
î

ï
í

ì

>Þ
>

>
Þ

>-
>-

P
N

Q
N
P
N

MNQ
MNP

x
x

x

x
x

==I=Pχ-N===Qχ=-N=Þ  χ===M=Αδύνατη=

=
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ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΕΣ ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ==
=
Σκοπός μας είναι να τις φέρουμε στη μορφή=:= alog =f=E x )=[=ή=Y= alog = )Exg K=Γνωρίζον-
τας ότι οι συναρτήσεις=:=log=f=E x )I=και=ln=f=E x )I=είναι γνησίως αύξουσες έχουμε=:=
=

log=f=E x )=[=log= )Exg Þ f=E x )=[= )Exg  ή==ln=f=E x )=[=ln= )Exg =Þ =f=E x )=[= )Exg K=
=

ΠΡΟΣΟΧΗ=>>=Δεν ξεχνάμε τους περιορισμούς=K=
=
=
ΕΚΘΕΤΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ=
=

Συστήματα της μορφής=:=
î
í
ì

=×+×
=×+×
pbgd
mblk

y

y

x

x

a
a

I=λύνονται με την αντικατάσταση=:=

=
α x == x  και= yb ==ψ=I=και το σύστημα έρχεται στην μορφή που έχουμε γνωρίσει σε=
προηγούμενες τάξεις και λύνεται αναλόγωςK=
=
=

ΑΣΚΗΣΕΙΣ=
=

NK====Για ποιες τιμές του αÎ =Â I=η συνάρτηση=:=f=E x )===E x

a
a )
R

N
-
-  είναι γνησίως φθίνο-

υσα στο=Â =X==
=

OK====Για ποιες τιμές του αÎÂ I=η συνάρτηση=f=E x )===E x

a
a )
P

OP
-
-  είναι γνησίως αύξου-

σα στον=Â =X==
=

PK====Για ποιες τιμές του αÎÂ I=η συνάρτηση=f=E x )===E x

a
a )

N
TO

-
-  είναι σταθερή συνάρ-

τηση=X=
=

4K====Για ποιες τιμές του α=ÎÂ =I=η συνάρτηση=f=E x )===EN- x

a
)O  είναι=‘N-N=’=X=

=
5K====Να εξεταστούν αν είναι=‘N-N’=οι συναρτήσεις με τύπο=:==
= α=)=f=E x )===O

PR x- == = = β=)=f=E x )===O xx 6O - =
=

6K====Να βρεθεί ο αÎÂ I=αν η συνάρτηση=f=E x )===E x

a
a )N-  έχει ως ασύμπτωτη τον θε-

τικό ημιάξονα των= x K=
=
TK====Να βρεθεί το πεδίο ορισμού των παρακάτω συναρτήσεων=:=

= α=)=f=E x )====log
x

x
x -

+
O

P == = β=)= )Exg ==logER )RR6O +×- xx ======
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8K====Να βρεθεί το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων=:==
= α=)=f=E x )===logEP-= x - )N-x = = β=)= )Exg ==logE )QO xx -++ =
=

VK====Δίνονται οι συναρτήσεις με τύπο=:=f=E x )===
O

xx aa -+ και= )Exg ==
O

xx aa -- I=όπου=

α[M=και α¹ NI=να αποδείξετε ότι=:=
= α=)=η=f=E x )=είναι άρτιαK=
= β=)=η= )Exg είναι περιττήK=
=
NMK===Δίνεται η συνάρτηση=:=f=E x )===log )OE

N

+
-

x
a

a I=για ποιες τιμές του α η=f=E x )=είναι=

γνησίως αύξουσα=X=
=
NNK===Δίνεται η συνάρτηση=:= )Exg ==log )NOEN -- x

a
a I=για ποιες τιμές του α η= )Exg  είναι=

γνησίως φθίνουσα=X=
=
NOK===Να εξεταστούν αν είναι=N-N=οι συναρτήσειςK=

= α=)=f=E x )===log
x

x-N ==== = β=)= )Exg ==log
x

x NO - =

NPK===Δίνεται η συνάρτηση=:=f=E x )=log
xa
xa

+
- K=Εξετάστε αν η=f=E x )=είναι άρτια ή περιτ-

τήK=
=

N4K===Έστω η συνάρτηση=:= )Exg == xx

x

9Q
6
+

=

= α=)=να βρείτε το πεδίο ορισμού της=K=
= β=)=να αποδείξετε ότι είναι άρτια=K=
===
N5K===Να μελετηθούν και να παρασταθούν γραφικά οι συναρτήσεις=:==
= α=)=f=E x )=== NO +x = = = β=)=f=E x )===O x -P=
= γ=)=f=E x )===O x HP= = = δ=)=f=E x )=== NO +x -R=
=
N6K==Ομοίως για τις συναρτήσεις=:==
= α=)=f=E x )===logE x -P) = = = β=)= )Exg ==ln= x HO=

= γ=)=κE x )===log x
O
N = = = δ=)=λE x )===log

NM
P-x =

NTK===Να λυθούν οι ανισώσεις=:=
= α=)=R O-x Y =N = = = = = β=)=Q NP +x [PO=
= γ=)=P xx PPM9N ×>++ = = = δ=)=OT NQ 9 +< xx ==
= ε=)=O∙Q MQOPPN >+×-+ xx = = στ=)= PQON RPRPT ++++ -<-× xxxx =
=
N8K====Να λυθούν οι εξισώσεις=:==

= α=)=OT O
N

-
+

x
x

=P QO -x = = = β=)=P xx
N

O )
9
NE=+ ==

= γ=)=8∙R ++=+ ++ NN PPR xxxx OP +x = δ=)=O∙Q xxx NMTORR ×=×+ =
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= ε=)=R R6OQO RRR =×××× x = = = στ=)=O∙OR xxx QNM += =
=
NVK===Ομοίως οι εξισώσεις=:=
= α=)=P 8NM9 NO =+ ++ xx = = = β=)=O QQ 8

O -- = xxx =
= γ=)=O∙Q xxx 6R9P ×=×+ == = δ=)=NHOHO OMQTOKKKKKKO =++ x =
= ε=)=P PNN OPO +-+ +=- xxxx K=
=
OMK===Να αποδείξετε ότι=:==

= α=)=NM QNRlogOlogP =-+ = = = β=)=NMM OM
ORlog

Q
N

N
=

-
=

=
ONK===Να λυθούν οι εξισώσεις=:==

= α=)= x PlogRlog RP x= = = = β=)= NMlog =xx = =
=
OOK===Να αποδείξετε ότι=:==
= α=)=P∙ Plog OHO∙ Plog 6- Plog PO===O=
= β=)=OHP∙ Rlog O=-=O∙ Rlog NM=== Rlog O=
=
OPK===Να λυθούν οι λογαριθμικές εξισώσεις=:=

= α=)=log x O H 6
log

O
=

x
= = β=)= O)QElogPOR6log xx += =

= γ=)=logxlogElogE x -N))]===M=
=
O4K===Ομοίως οι εξισώσεις=:=
= α=)=logE x P HN)-=logE x O -P x HO)===logE x O - x HN)=
= β=)=logEP x -N)H=logE8 x -O)===O∙logEQ x -N)=
= γ=)=6∙Elog x HN)= O =H=6∙Elog x ) O ==NP∙log x ∙Elog x HN)=
=
O5K===Να λυθούν οι λογαριθμικές ανισώσεις=:==
= α=)=logE x HN)=–=logE x -N)=[=logO= β=)=log

O
N x O =[=Elog

O
N x ) O =

= γ=)=logElog
6
PP

-
+

x
x )= Y= M== = δ=)=logEP∙9 x HO∙NO x )³ O x =

=
O6K===Να λυθούν οι εξισώσεις=:=
= α=)= O)OlogE)NlogE =--- xx =
= β=)= NN +=+ - eee xx = =
= γ=)= PNO =++- xx =
=
OTK===Να λυθούν οι λογαριθμικές ανισώσεις=:==
= α=)=log O E x O -P)=[=NH=log O x = = β=)=log

O
N EO x -N)=Y=N=H=log

O
N E x O -N)==

= γ=)=logEP∙9 x HO∙Q x )=[=logR=H= x ∙log6=
=
O8K===Να λυθούν τα συστήματα=:==
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= α=)=
î
í
ì

=-
=+

6RN69
NPQP

y

y

x

x

= = = β=)=
î
í
ì

=-
=-

-

+

NPO
Q9OP

P

P

x

x

y

y

=

=

= γ=)=
î
í
ì

=-
=-

- OROP
OPOP

P y

y

x

x

= = = δ=)=
î
í
ì

=+
=-

+-

+

69QR
9QR

ON

N

y

y

x

x

=

=
OVK===Ομοίως τα συστήματα=:==
=

= α=)=
î
í
ì

=+
=+

Ologlog
O9
y

y
x
x

= = = β=)=
î
í
ì

=+
=-

POlogloglog
Nloglog

OO y
y

x
x

=

=
PMK===Η αξία ενός προϊόντος σε=t=μήνες από σήμερα δίνεται από τη συνάρτηση=:==
= = = f=Et)===logE9=∙NM t HN)=–=tI=χιλιάδες=€K= =
= α=)=ποια η σημερινή αξία του προϊόντος=X=

= β=)=να βρείτε σε πόσους μήνες από σήμερα η αξία του είναι=log
NMM
9MN  χιλιάδες=€K=

=
PNK===α=)=Να συμπληρώσετε στο γραπτό σας τα παρακάτω==κενά=:==
=
= lne===……………K= = = = lnN=…………………K=

= NM qlog =…………= = = = logθ=
KKKKKKK
lnq I=θ[M

= ln
x
N =……………= = = = lnM=…………K= =

= β=)=έστω η συνάρτηση=f=E x )===lnE )
N

O
+x
x K=

= = = ι=)==να βρείτε το πεδίο ορισμού τηςK==
= = = ιι=)=να λύσετε την ανίσωση=f=E x )=[=MK=
=
POK===Δίνεται η εξίσωση=:=

= Elog x ) )
NM

logE
P

P
k

x
= ==I=κÎÂ ===EN)=======I=έχει λύση τη= x ==NM=

=  α=)=να βρείτε το κK=
=  β=)=να λύσετε την εξίσωση=EN)K=
=
PPK===Ο πληθυσμός μιας κοινωνίας βακτηριδίων σε=t=ώρες δίνεται από τον τύπο=:==

= = = = )ONE)E Q
t

AtP
-

-×B+= I=χιλιάδες βακτηρίδια=
= Δίνεται ότι ο παραπάνω πληθυσμός τώρα είναι=NM=χιλιάδες ενώ σε=Q=ώρες είναι=

NO=χιλιάδεςK==
=  α=)=να βρείτε τα ΑI=ΒK=
=  β=)=σε πόσες ώρες ο πληθυσμός θα είναι=NP=χιλιάδες=X=
=  γ=)=στον παραπάνω πληθυσμό και σε=Q=ώρες ρίχνεται μια τοξική ουσίαI=ώστε ο=

πληθυσμός αυτός σε=t Q³  ώρες να δίνεται από τον τύπο=:= = = =

= = = =
PO

)E
OtctQ -= χιλιάδες μικρόβιαI=όπου=c=ÎÂ =
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Επιμέλεια=:=Κοσόγλου==Ιορδάνη==μαθηματικού=

= = = ι=)=να βρείτε το=cK=
= = = ιι=)=σε πόσες ώρες τουλάχιστον ο παραπάνω πληθυσμός θα αφανιστεί=X=
=
P4K====α=)=Αν=logO==α και=logP===βI=τότε να υπολογιστούν συναρτήσει των α=I=β τα=:==
= = = ι=)===logR==…………KK== = ιι=)=logNR==……………KK=
= = = ιιι=)=logRQ==…………== = ιν=)=log P OQ =…………K=
= β=)==να λύσετε την εξίσωση=:== = =

= = = logEημ O x )HlogEσυν O x )===-Q∙logOI= x ÎEMI )
O
p K=

=
P5K===Έστω=nEt)=η τιμή ενός προϊόντος=Eσε εκατοντάδες χιλιάδες δραχμές)I=t=έτη μετά=
την κυκλοφορία του προϊόντος στην αγοράK =Η αρχική τιμή του προϊόντος ήταν=
PMMKMMM=δραχμέςI=ενώ μετά από=6=μήνες η τιμή του είχε μειωθεί στο μισό της αρχικής=
του τιμήςK=Αν είναι γνωστό ότι ισχύει:==

ln=nEt)===αt=H=βI====t=≥=M=
όπου αI=β=ÎΙo ==I =τότε: ===

α=)=να δείξετε ότι==nEt)===P=×=Q-tI====t=≥=M=I=
β=)=να βρείτε σε πόσο χρόνο η τιμή του προϊόντος θα γίνει ίση με=N/N6=της αρχι-
κής του τιμήςI=
γ=)=να βρείτε τον ελάχιστο χρόνο για τον οποίο η τιμή του προϊόντος δεν υπερ-
βαίνει το=N/9=της αρχικής του τιμήςK=

x=Εξετάσεις Ενιαίων Λυκείων=OMMN=]=
=

P6K===Σε μια πόλη=NM=χιλιάδων κατοίκων εμφανίζεται μια μεταδοτική γρίπη=I=για πρώ-
τη φοράI=ανάμεσα στους κατοίκους τηςI=ώστε=t=μήνες μετά να προσβάλλονται=

από αυτή=:=Ν=E=t=)===NM∙xN-E t)
R
Q ]I=χιλιάδες κάτοικοιK=

= α=)=να αποδείξετε ότι το πλήθος των κατοίκων εξαιτίας της γρίπης συνεχώς αυ-
ξάνεταιK=

= β=)=σε πόσους μήνες το πλήθος==Ν=E=t=)==θα είναι το=OM=B=του αρχικού πληθυσμο-
ύX=

=
PTK===Έστω α=[M=και η εξίσωση=:= =
= = = Q x M9)logONEQO =++- xa =
= που έχει πραγματικές ρίζεςK=Να βρείτε τον α=ÎÂ K=
=

P8K===Δίνεται η συνάρτηση=:=f=E x )===E xa )
R

N- K=

= α=)=να βρείτε τον α=Î =Â I=για τις οποίες η=f=E x )=ορίζεται σε όλο το=Â K=
= β=)=να βρείτε τον α=Î =Â I=για τις οποίες η=f=E x )=είναι γνησίως αύξουσαK=
= γ=)=εάν α==NN=να λύσετε την=:=f=E x )Hf=E x HN)===6K=

x=Εξετάσεις=OMMO=]=
=

PVK===Δίνεται η συνάρτηση= ===
R==e
N==eln===fEx)== x

Ox -
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+

= K=

α=)=Να βρείτε το πεδίο ορισμού της=fEx)K=
β=)=Να λύσετε την εξίσωση===fEx)===OlnOK=
γ=)=Να λύσετε την ανίσωση===fEx)=[=MK=

x=Πανελλήνιες Εξετάσεις==OMMO=]=
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=

4MK===Δίνεται η συνάρτηση=:= )Exg ==lnE )
P
P

x
x

+
- K=

=  α=)=να βρείτε το πεδίο ορισμού της= )Exg K=
=  β=)=να αποδείξετε ότι η= )Exg  είναι περιττή συνάρτησηK=
=  γ=)=να λύσετε την εξίσωση=:= )Exg H= )NE +xg =MK=

x=Πανελλήνιες Εξετάσεις==OMMO=]=
=

4NK===Δίνεται η συνάρτηση με τύπο=:=f=E x )===lnE )
xe
xe

+
- K=

=  α=)=να βρείτε το πεδίο ορισμού τηςK=
=  β=)=να αποδείξετε ότι είναι περιττήK=
=  γ=)=να λύσετε την εξίσωση=:=f=E x )=H=f=E x HN)==MK=
=
=
4OK===Έστω ΡE t )=η τιμή ενός προϊόντος σε=€I=όπου τ ο χρόνος σε έτη κυκλοφορίας=

του προϊόντος στην αγοράK=Η αρχική τιμή του προϊόντος ήταν=N=€I=ενώ έπειτα=
από=NO=μήνες μειώθηκε στο μισό της αρχικήςK=

= Αν ισχύει ότι=lnΡE t )===α∙ t +O βI= t ³ MI=αI=β=ÎÂ I=τότε:=

=  α=)=να δείξετε ότι ΡE t )===
O

)
O
NE t I= t ³ M=

=  β=)=να βρείτε σε πόσο χρόνο η τιμή του προϊόντος είναι ίση με το=N/N6=της αρ-
χικής τιμής τουK=

=

4PK===Δίνεται η συνάρτηση με τύπο=:=f=E x )===
xx logN

N
logN
N

-
+

+
K=

= α=)=να βρείτε το πεδίο ορισμού της=f=E x )K=

= β=)=να αποδειχθεί ότι=f=E x )===f=E
x
N )K=

= γ=)=να λύσετε την ανίσωση=:=f=E x )=H=f=E
x
N )=[=Q=K=

=
44K===Δίνεται η συνάρτηση=f=E x )===lnE )N+xe K=
= α=)=να αποδείξετε ότι είναι γνησίως αύξουσαK=

= β=)=να λύσετε την εξίσωση=:=f=E x )=H=f=E- x )====ln
P

N6 K=

=
=
45K===Δίνεται η συνάρτηση με τύπο=:=f=E x )=== xx sunsun -++ NN K==
= =
= α=)=να βρείτε το πεδίο ορισμού τηςK=
= β=)=να αποδείξετε ότι είναι άρτιαK=
= γ=)=να αποδείξετε ότι είναι περιοδική με περίοδο πK=
= δ=)=να βρείτε τα σημεία τομής της με τους άξονεςK=
=
46K===Δίνεται η συνάρτηση=:=f=E x )=== x =H= )PlnE -xe K=
= α=)=να βρείτε το πεδίο ορισμού τηςK=
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= β=)=να δείξετε ότι=:=f=ElnQ)=Y=f=ElnR)=
= γ=)=να λύσετε την ανίσωση=:=f=E x )=[=lnO=H= )OlnE -xe K=

x=Ένθετο=…=Ο υποψήφιος=»=OMMP=]=
=

4TK===Δίνεται η συνάρτηση=:===f=E x )===logENH xe )-=α-=β= x ==
========όπου αI=β= ÂÎ I=με=f=EM)==f=EN)=MK=
=
= α=)=να αποδείξετε ότι το πεδίο ορισμού της=f=E x )=είναι το=Â K=
= β=)=να βρείτε τις τιμές των αI=β=K=

= γ=)=να δείξετε ότι=:=f=E x )===log=E )O
)NE

N N-×
+
+ x

x

x

e
e K=

= δ=)=να λύσετε την ανίσωση=:=log=x xxfe xx £-×+ - )E]O)NE N K===
=
=
48K===Δίνονται οι συναρτήσεις=:=f=E x )=== )POlnE O +- xx ee  και= )NlnEPln)E -+= xexg K=
= α=)=να βρείτε τα πεδία ορισμού των παραπάνω συναρτήσεωνK=
= β=)=να λύσετε την εξίσωση=:=f=E x )=== )Exg K=
= γ=)=να λύσετε την ανίσωση=:=f=E x )=[=O∙ )Exg K=

x=Πανελλήνιες Εξετάσεις==OMMP=]=
=
=

4VK===Έστω η συνάρτηση=f=E x )===lnE )ee2 1x1x2 ++ + =
= α=)=να βρεθεί το πεδίο ορισμού της και να δειχθεί ότι το γράφημα της τέμνει=
τον ψψ΄ στο σημείο=EMI=NH=lnP)=
= β=)=να λυθεί η εξίσωση=:=f=E x )===N=
= γ=)=να βρεθούν τα διαστήματα που η γραφική παράσταση της=f=E x )=βρίσκεται=
κάτω από την ευθεία ψ===NK=

=
=
=
=
=


