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ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
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ΤΥΠΟΣ ΜΕΤΑΤΡΟΠΗΣ ΑΚΤΙΝΙΩΝ ΣΕ ΜΟΙΡΕΣ 
=
Ακτίνιο ονομάζουμε τη γωνία που όταν γίνει επίκεντρη κύκλου βαίνει σε τόξο που=
έχει μήκος ίσο με την ακτίνα του κύκλουK=Η σχέση που συνδέει μοίρες και ακτίνια=
είναι=:= = = = =
= = = = =
=
=
=
=

MN8M
m

p
=

a =



ΚΕΦΑΛΑΙΟ=NΟ==ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ= = P
= =
= = =

Επιμέλεια=:=Κοσόγλου==Ιορδάνη==μαθηματικού=
= =

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

NK    Να εκφραστεί=:==

 ι=)=γωνία=T5 M  σε ακτίνιαI= = ιι=)=γωνία=
5

Op  rad=σε μοίρεςI       

 ιιι=)=γωνία=N=rad=σε μοίρεςI= = ιν=)=γωνία=-N5= M  σε=radK=
=
=
OK    Να υπολογίσετε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς γωνίας=:=
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P
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x=radK=
 
5K    Αν=εφ=x===-= O  και=9M= M <=x=<=N8M= M I=να βρεθούν οι άλλοι τριγωνομετρικοί αριθ-
μοί της γωνίας=x=radK=
=
6K    Αν=9M= M <=x=<=N8M= M  και==ισχύει=:==9=∙ημx===8∙EN-=ημx)I=να υπολογίσετε τους άλλο-
υς τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας=x=radK=
=
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N4K   Δείξτε ότι=:==
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=
N5K   Να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστημα αξόνων τις γραφικές παραστάσεις των συναρ-
τήσεωνI=επίσης να βρείτε τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή κάθε συνάρτησης καθώς=
και την περίοδο τους=:==
= ι=)==f=E x )====4ημx= ιι=)= )Exg ==-Pημx= ιιι=)=ψEx)===OH=συν=x=
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O
t I=όπου=t=ο χρόνος=

σε δευτερόλεπτα και Τ η τάση σε ΒολτK=
= ι=)===Να βρείτε τη διαφορά ανάμεσα στη μέγιστη και ελάχιστη τάσηK=
= ιι=)==Να βρείτε τη περίοδο της τάσηςK=
= ιιι=)=Να κάνετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης για=M= p4££ t K=
=
NTK   Να λυθούν οι εξισώσεις=:==
=
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OOK   Να βρείτε τα ακρότατα της συνάρτησης=:=f=E x )====
O
N ημEx=H=

P
p )I=M=<=x=<=Oπ και=

τις τιμές του=x=για τις οποίες παρουσιάζονταιK=
=

OPK   Αν=9M M <=α=<=N8M= M I=OTM= M <=β=<=P6M= M  και ημα===
NT
N5 I=συν β===
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NO I=να υπολογισ-

τούν οι παραστάσεις=:=ημ(α-β)=και=εφ=Eα+β)K=
=
O4K   Να λυθούν οι εξισώσεις=:==

= ι=)=συν=Ex=H=
6
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=
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O6K   Δείξτε ότι=:=Eσυν=x=–=ημx=)=∙E=συνOx=–=ημOx=)===συν=x=–=ημPxK=
=
OTK   Αν α=H=β=H=γ===N8M M I=να αποδείξετε ότι=:=εφ2αHεφ2βHεφ2γ===εφ2α∙εφ2β∙εφ2γK=
=
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5
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PPK   Να υπολογίσετε την τιμή των παραστάσεων=:==
=
= ι=)===συν55 M ∙συνNM M H=ημ55 M ∙ημNM M = = ιι=)=Oσυν O N5 M -=N= =

= ιιι=)=ημN5 M ∙συνN5 M = = = = ιν=)= MM

MM

O5OMN
O5OM

efef
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P4K   Να λυθούν οι εξισώσεις=:=
=
= ι=)=4ημO x =-συνO x ===5== = = ιι=)=4συνO x =H=συνO x ===5=
=

= ιιι=)=συνO x =H=OημO
O
x

===M= = = ιν=)=ημO x =-=Pημ x -Pσυν x =HN==M==

=
P5K   α=)=Να αποδείξετε ότι=:=συν O =x=-=συν=Ox===ημ O xK=

β=)=Γράψτε στο τετράδιο σας το γράμμα που αντιστοιχεί στη σωστή απάντηση:=

Μια λύση της εξίσωσης=:=συν O =x=-=συν=Ox===
4
P  είναι η=:==

Α:=
P
p

= = Β: =M = = Γ:=
6
p

= = Δ:=
O
p

K=

=
P6K   Για τη γωνία α ισχύει ότι=:=5 συν2α=-=N4 συνα=-T==M=K=

= α=)=να αποδείξετε ότι=συνα===-
5
P = = = =

= β=)=Αν επιπλέον ισχύει=:=N8M= M ££ a OTM= M I=να υπολογίσετε τους τριγωνομετ-
ρικούς αριθμούς=:=ημ2αI=συν2αI=εφ2αK=
=
PTK   Έστω Ρ=E=x=)===4=x P -=P=xI=x ÂÎ K=
= α=)=Να αποδείξετε ότι=:=Ρ=Eσυνα=)===συν3αI=για κάθε α ÂÎ K=

= β=)=Να λύσετε την εξίσωση=:=Ρ(ΡEσυν=x))=== K
O
N =

P8K   Αν δίνεται ότι=:=εφ2α===-
P
4  με=M=<=α=<=

O
p

I=τότε=:==

= α=)=να αποδείξετε ότι=εφα===O=
= β=)=να λύσετε την εξίσωση=:=εφ=ExHα)===εφ=x=H=OK=
=
P9K   Έστω==γωνία α M  με=9M=<=α=<=N8M M I=για την οποία ισχύει=:==
=

= = P ∙συν=EαHPM M )Hημ(αHPM M )===-=
5
6 K=
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= α=)=να αποδείξετε ότι=:=συν α===-=
5
P = =

= β=)=να βρείτε=:=ι=)=ημ2α= ιι=)=εφ
O
a

=

= γ=)=να λύσετε την εξίσωση=:=συνα∙συνEO=xHα)=H=ημα∙ημEOxHα)=== K
O
N =

=
4MK   Για κάθε πραγματικό αριθμό=x=να αποδείξετε ότι ισχύει=:==
= = =
= = συν=x∙E=ημOxH4ημx=)===E=συνOxH4συνxHN)=∙ημx=
=
=========και να βρείτε εκείνους τους πραγματικούς αριθμούς=x=για τους οποίους ισχύει:==
= = συνOx==H=συνx==HN===M============================x=Πανελλήνιες Εξετάσεις=OMMP=]=====

4NK   Αν για τις οξείες γωνίες αI=β ισχύει ότι= ==
O
Oσυνα== = και= ==

O
Nημβ== = I=τότε:=

α=)=να υπολογίσετε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς ημ2α και συν2β=I=
β=)=να υπολογίσετε το==συν(α–β)==και=

γ=)=να αποδείξετε ότι=
O
6=)–E)–E== =+ bahmbasun ==K=

x=Εξετάσεις Εσπερινών Λυκείων=OMMP=]=

=

4OK   Να βρείτε τις γωνίες ενός τριγώνου ΑΒΓ=I=αν δίνεται ότι ισχύει η σχέση=:=
= =

P=H=συν2Α=H=συν2Β=H=συν2Γ===4∙συνΒ∙συνΓ==
=

4PK   Για τα τόξα αI=β=Îx=M=I=
O
p =]=δίνεται ότι=:==

= = aa ONONON sunbsunsun +=-+- I=
========Να αποδείξετε ότι=:=ημα=H=ημβ===συνα=
=

44K   Έστω η συνάρτηση=:=f=E x )===EOημ x -ημO x )συν O

O
x I= x ÎÂ K = =

α=)=να αποδείξετε ότι=:=f=E x )===ημ P x K=

= β=)=να βρείτε την τιμή της παράστασης=:=f=E x )∙f=E
O
p - x )K=

= γ=)=να λύσετε την εξίσωση=:=f=E x )===P P ∙f=E
O
p - x )K=

45K   Δίνονται οι συναρτήσεις=:==
========f=E x )===E=κ-λ=)=∙συνxEκHPλ)=∙=x]==και== g E= x )===E=Oκ-PλHO)=∙συνxEOκ+λH5)=∙=x]I==
========όπου κ=I=λ==θετικοί αριθμοίK=Να βρεθούν τα κ=I=λ ώστε οι παραπάνω συναρτήσεις=====

να έχουν ίδια μέγιστη τιμή και η περίοδος της=f=E x )=είναι διπλάσια της περιόδου=
της= g E= x )K=

=



ΚΕΦΑΛΑΙΟ=NΟ==ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ= = 9
= =
= = =

Επιμέλεια=:=Κοσόγλου==Ιορδάνη==μαθηματικού=
= =

46K   Δίνεται η συνάρτηση=:==

= = = f=E x )===συνO=E= )
4

E)
4

O xx ---
phmp =

=
= α=)=να αποδείξετε ότι=:=f=E x )===ημO x =

= β=)=να λύσετε την εξίσωση=:= N)
4

E)EP =--×
pxfxf I=στο=x=M=I=π=]=

=
4TK   Δίνεται η συνάρτηση=:=f=E x )===ημP=x=∙συν=x=-=ημ=x=∙συνP=x=
=

= α=)=να αποδείξετε ότι=:=f=E x )===-=
4
N ∙ημ4x=

= β=)=να βρείτε την περίοδο της=f=E x )=
= γ=)=να αποδείξετε ότι=:==

= = = f=E
4
N ∙x=)=∙f=E 8

p
=-=

4
N x)=∙f=E 8

p
=-= O

x
=)=∙f=E 8

p
=-=x=)=== ×NNO

N =ημ8x=

= δ=)=να λύσετε την εξίσωση=:==

= = = f=E
4
p Hx=)=-=f=E

4
p =- O

x
)===MK=

=

48K   Έστω==M=<=x=<=π==και==ημx=H=συνx===
O
N K=

= α=)=να υπολογίσετε το ημOx=
= β=)=να αποδείξετε ότι η γωνία=x=είναι γωνία του δευτέρου τεταρτημορίου=
= γ=)=για την γωνία=x=να δείξετε ότι=:=συνx=<=ημx=

= δ=)=να αποδείξετε ότι=:=συνx=–=ημx===-=
O
T =

= ε=)=να υπολογίσετε το συνOx=και την εφOxK=
=
49K   Δίνεται η παράσταση=:=ΑEx)===ημx=–=συνx=I=x= ÂÎ =
==
= α=)=να λύσετε την εξίσωση=:=ΑEx=)===-N=
= β=)=Αν ΑEx)===αI=όπου α= ÂÎ I=να αποδείξετε ότι=:==
=  ι=)=ημOx===N-αO== = ιι=)=- OO ££ a =
=

5MK   Δίνεται η παράσταση=:=ΑEx)===ημOx=-= O ∙συνEOx=-=
4
p )=

= α=)=να αποδείξετε ότι:=ΑEx)===-=συνOx=

= β=)=να λύσετε την εξίσωση=:=ΑE O
x

)=–=ΑEx)===-N=

= γ=)=να αποδείξετε ότι ισχύει η σχέση=:=ENHημOx)=∙εφEx=-=
4
p )===ΑEx)=

=

5NK   Να λύσετε την εξίσωση=:=ημx∙συνx===συνO
O
x

=-=
O
N =

=
5OK   Να λύσετε την εξίσωση στο διάστημα=x=MI=π=]=:=συνOx===Oημx∙συνx=


